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บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =
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บทควำมวิจัย

บทคัดยอ

 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ nx - ny = z2 และ 2x - py = z2 เม่ือ n เป็น

จ�านวนเต็มบวกโดยที่ n ≠ 1 และ p เป็นจ�านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ�านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) ทั้งหมด 
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ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
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ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =

หรือ 

5 (mod 8) แล้ว สมการน้ีมีสองผลเฉลยคือ 

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 AND  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =

ค�ำส�ำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ�านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน 

ABSTRACT

 In this paper, we study two Diophantine equations nx - ny = z2 and 2x - py = z2 where n
is a positive integer with n ≠ 1 and p is a prime number in order to generate all 

non-negat ive integer  solut ions  (x, y,  z ) .  Th is  can be shown as fol lows:  the 

Diophantine equation nx - ny = z2 has all solutions in the following form (x, y, z)

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 AND  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =

, where r is a non-negative integer. For the 

Diophantine equation 2x - py = z2, we show that 1) if p = 2, then this equation has all solutions in the 

form (x, y, z) 

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  AND   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
  ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛 เป็น
จ านวนเต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛    และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
ทั้งหมด  โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังน้ี  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧    มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบ
ดังนี้  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   )  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ   เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝     แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝     แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝    และ
 𝑝𝑝      หรือ  (     )  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  and  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

where 𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛     and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all  
non-negative integer solutions (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows: the Diophantine equation 

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧   has all solutions in the following form (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟  
  𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ , where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation  𝑥𝑥  
𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧 , we show that 1) if 𝑝𝑝   , then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
{(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √ 𝑟𝑟  is an integer, 2) if 

, where r is a non-negative integer and 

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 AND  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยท่ี 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
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integer, 2) if p = 3, then this equation has only three solutions (x, y, z)
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รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
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บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยท่ี 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
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Keywords: Diophantine equation, integer solution, Catalan’s conjecture

บทน�ำ 

	 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท�ำให้มีการศึกษาและหาผลเฉลย 

ที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ (x, y, z) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษา 

ผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x + py = z2 เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ ในปีต่อมา  

Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 4x + py = 
z2 เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็ม 

ที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x + 2y = z2 และ 3x + 3y = z2 หลังจากนั้น Bacani & Rabago (2015)  

ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ px + qy = z2 เมื่อ p, q เป็นจ�ำนวนเฉพาะ โดยที่ q - p  

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเป็นจ�ำนวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่

ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 8x + py = z2 เมื่อ p ≠ 2 เป็นจ�ำนวนเฉพาะ 

	 ผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 4x - py = z2 ส�ำหรับบางจ�ำนวนเฉพาะ p 

จะอยู่ในรูปต่อไปน้ีเท่าน้ัน (x, y, z) 
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𝑝𝑝   , then this equation has only three solutions (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} and 3) if 
𝑝𝑝    and 𝑝𝑝      or  (     ), then this equation has only two solutions  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
{(     ) (     )}  
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บทน า   
 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท าให้มีการศึกษาและหาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษาผล
เฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ในปีต่อมา 
Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
 𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  หลังจากนั้น Bacani & 
Rabago  (2015) ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะ 
โดยที่ 𝑞𝑞  𝑝𝑝    มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเป็นจ านวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลย
ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝    เป็นจ านวนเฉพาะ  
 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ 
𝑝𝑝 จะอยู่ในรูปต่อไปนี้เท่านั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑞𝑞       𝑞𝑞    )} เมื่อ 𝑝𝑝   𝑞𝑞    และ 𝑞𝑞 เป็นจ านวน
เฉพาะ (Rabago, 2018) และในปีเดียวกัน Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ 
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝                  และ 𝑦𝑦    ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019)  ได้
ค้นพบเง่ือนไขที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧 𝑛𝑛 เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของ
สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili 
(2020) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ ( 𝑛𝑛)𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก
พบว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑘𝑘    𝑛𝑛𝑛𝑛   )} 
เมื่อ 𝑘𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝   𝑛𝑛𝑛𝑛     จะเห็นได้ว่า 𝑝𝑝    หรือ 𝑝𝑝   (     ) ในปีต่อมา Tangjai & 
Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧𝑛𝑛 

เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) นอกจากนี้ได้ให้เง่ือนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑞𝑞𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะที่แตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021) ได้
ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑝𝑝𝑥𝑥  (𝑝𝑝   )𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
นอกจากนี้ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟน
ไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  (Thongnak et al., 2021)  
 ในงานวิจัยนี้จะศึกษาผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสองสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  

และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
 

 เมื่อ p = 2q -1 และ q เป็นจ�ำนวนเฉพาะ  

(Rabago, 2018) และในปีเดยีวกนั Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยทีเ่ป็นจ�ำนวนเตม็บวกของสมการ ไดโอแฟนไทน์  

2x + py = z2 เม่ือ p = 7, 13, 29, 37, 257 และ y = 17 ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019) ได้ค้นพบ 

เงื่อนไขที่ท�ำให้สมการไดโอแฟนไทน์ px + qy = z2n เมื่อ p, q เป็นจ�ำนวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็ม 

ที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มบวกของสมการ 

ไดโอแฟนไทน์ px + py = z4 เม่ือ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili (2020)  

ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ (4n)x - py = z2 เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะคี่ และ n เป็นจ�ำนวนเต็มบวกพบว่า  

ผลเฉลยทั้งหมดท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (x, y, z) 
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𝑝𝑝    and 𝑝𝑝      or  (     ), then this equation has only two solutions  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
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บทน า   
 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท าให้มีการศึกษาและหาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษาผล
เฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ในปีต่อมา 
Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
 𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  หลังจากนั้น Bacani & 
Rabago  (2015) ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะ 
โดยที่ 𝑞𝑞  𝑝𝑝    มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเป็นจ านวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลย
ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝    เป็นจ านวนเฉพาะ  
 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ 
𝑝𝑝 จะอยู่ในรูปต่อไปนี้เท่านั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑞𝑞       𝑞𝑞    )} เมื่อ 𝑝𝑝   𝑞𝑞    และ 𝑞𝑞 เป็นจ านวน
เฉพาะ (Rabago, 2018) และในปีเดียวกัน Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ 
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝                  และ 𝑦𝑦    ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019)  ได้
ค้นพบเง่ือนไขที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧 𝑛𝑛 เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของ
สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili 
(2020) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ ( 𝑛𝑛)𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก
พบว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑘𝑘    𝑛𝑛𝑛𝑛   )} 
เมื่อ 𝑘𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝   𝑛𝑛𝑛𝑛     จะเห็นได้ว่า 𝑝𝑝    หรือ 𝑝𝑝   (     ) ในปีต่อมา Tangjai & 
Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧𝑛𝑛 

เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) นอกจากนี้ได้ให้เง่ือนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑞𝑞𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะที่แตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021) ได้
ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑝𝑝𝑥𝑥  (𝑝𝑝   )𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
นอกจากนี้ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟน
ไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  (Thongnak et al., 2021)  
 ในงานวิจัยนี้จะศึกษาผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสองสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  

และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
 

 เมื่อ k  

เป็นจ�ำนวนเต็มบวก และ p = 2nk + 1 - 1 จะเห็นได้ว่า p = 3 หรือ
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 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท าให้มีการศึกษาและหาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษาผล
เฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ในปีต่อมา 
Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
 𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  หลังจากนั้น Bacani & 
Rabago  (2015) ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะ 
โดยที่ 𝑞𝑞  𝑝𝑝    มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเป็นจ านวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลย
ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝    เป็นจ านวนเฉพาะ  
 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ 
𝑝𝑝 จะอยู่ในรูปต่อไปนี้เท่านั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑞𝑞       𝑞𝑞    )} เมื่อ 𝑝𝑝   𝑞𝑞    และ 𝑞𝑞 เป็นจ านวน
เฉพาะ (Rabago, 2018) และในปีเดียวกัน Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ 
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝                  และ 𝑦𝑦    ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019)  ได้
ค้นพบเง่ือนไขที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧 𝑛𝑛 เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของ
สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili 
(2020) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ ( 𝑛𝑛)𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก
พบว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑘𝑘    𝑛𝑛𝑛𝑛   )} 
เมื่อ 𝑘𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝   𝑛𝑛𝑛𝑛     จะเห็นได้ว่า 𝑝𝑝    หรือ 𝑝𝑝   (     ) ในปีต่อมา Tangjai & 
Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧𝑛𝑛 

เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) นอกจากนี้ได้ให้เง่ือนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑞𝑞𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะที่แตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021) ได้
ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑝𝑝𝑥𝑥  (𝑝𝑝   )𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
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 ในปีต่อมา Tangjai &  

Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 3x + py = zn 

เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ โดยท่ี 
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Keywords: Diophantine equation, integer solution, Catalan’s conjecture 
 
บทน า   
 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท าให้มีการศึกษาและหาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษาผล
เฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ในปีต่อมา 
Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
 𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  หลังจากนั้น Bacani & 
Rabago  (2015) ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะ 
โดยที่ 𝑞𝑞  𝑝𝑝    มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเป็นจ านวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลย
ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝    เป็นจ านวนเฉพาะ  
 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ 
𝑝𝑝 จะอยู่ในรูปต่อไปนี้เท่านั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑞𝑞       𝑞𝑞    )} เมื่อ 𝑝𝑝   𝑞𝑞    และ 𝑞𝑞 เป็นจ านวน
เฉพาะ (Rabago, 2018) และในปีเดียวกัน Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ 
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝                  และ 𝑦𝑦    ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019)  ได้
ค้นพบเง่ือนไขที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧 𝑛𝑛 เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของ
สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili 
(2020) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ ( 𝑛𝑛)𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก
พบว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑘𝑘    𝑛𝑛𝑛𝑛   )} 
เมื่อ 𝑘𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝   𝑛𝑛𝑛𝑛     จะเห็นได้ว่า 𝑝𝑝    หรือ 𝑝𝑝   (     ) ในปีต่อมา Tangjai & 
Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧𝑛𝑛 

เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) นอกจากนี้ได้ให้เง่ือนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑞𝑞𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะที่แตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021) ได้
ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑝𝑝𝑥𝑥  (𝑝𝑝   )𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
นอกจากนี้ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟน
ไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  (Thongnak et al., 2021)  
 ในงานวิจัยนี้จะศึกษาผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสองสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  

และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
 

 นอกจากนี้ได้ให้เงื่อนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  

qx + py = zn เม่ือ p, q เป็นจ�ำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021)  

ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์ px + (p + 1) y = z2 เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ  

นอกจากนี ้(x, y, z) = (0, 0, 0)  เป็นผลเฉลยทีเ่ป็นจ�ำนวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบเพยีงผลเฉลยเดยีวของสมการไดโอแฟนไทน์  

7x + 5y = z2 (Thongnak et al., 2021) 

	 ในงานวิจัยน้ีจะศึกษาผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสองสมการไดโอแฟนไทน์ nx + ny = z2 

และ 2x - py = z2 เม่ือ n ≠ 1 เป็นจ�ำนวนเต็มบวก และ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ
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วิธีการ 

	 ก่อนที่จะศึกษาหาผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) ของสมการไดโอแฟนไทน์น้ัน จะน�ำเสนอ

ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน (Catalan’s conjecture) ซึ่งมีบทบาทส�ำคัญในศึกษาและพิจารณาผลเฉลยของสมการ 

ไดโอแฟนไทน์ หลังจากนั้นจะแสดงผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์  

nx - ny = zn  เมื่อ n ≠ 1 เป็นจ�ำนวนเต็มบวก ตามด้วยผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการ  

ไดโอแฟนไทน์ 2x - py = z2  เม่ือ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ

ทฤษฎีบท 1 (ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน) (Mihailescu, 2004) 

	 ให้ a, b, x, y เป็นจ�ำนวนเต็ม โดยท่ี 
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ผลลัพธ์หลัก  
 ก่อนท่ีจะศึกษาหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์นั้น จะน าเสนอ
ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน (Catalan’s conjecture) ซึ่งมีบทบาทส าคัญในศึกษาและพิจารณาผลเฉลยของสมการ
ไดโอแฟนไทน์ หลังจากนั้นจะแสดงผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก ตามด้วยผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการ        
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
ทฤษฎีบท 1 (ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน) (Mihailescu, 2004)  
 ให้ 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่    {𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦}    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑎𝑥𝑥  𝑏𝑏𝑦𝑦     

มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦)  (       ) 
 
 
บทต้ัง 2 ให้ 𝑘𝑘 𝑠𝑠 𝑡𝑡 เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑘𝑘    จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี  𝑘𝑘    สมมติ    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    

จะมีจ านวนเฉพาะ 𝑞𝑞 ที ่𝑞𝑞|𝑘𝑘𝑠𝑠 และ 𝑞𝑞|(𝑘𝑘𝑡𝑡   ) จะได้ว่า 𝑞𝑞|  จึงเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )                                                                                                                 

         
บทต้ัง 3 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                
(1) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   ) 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (1) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )              
 
บทต้ัง 4 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
              𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                          
(2) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(   ) (  √𝑛𝑛   )}  
เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    และ (2) จะได้ว่า  𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧  √𝑛𝑛    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (  √𝑛𝑛   )  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 

กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )                    
 
ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                               𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (3) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบท้ังหมดอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้ คือ 

 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ ax - by = 1 
มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (a, b, x, y) = (3, 2, 2, 3)

บทตั้ง 2 ให้ k, s, t เป็นจ�ำนวนเต็มบวก จะได้ว่า gcd (ks, kt - 1) = 1
บทพิสูจน์ ถ้า k = 1 จะได้ว่า gcd (ks, kt - 1) = 1 ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี  k ≠ 1 สมมติ gcd (ks, kt - 1) ≠ 1 

จะมีจ�ำนวนเฉพาะ q ที่ q l ks และ q l (kt - 1) จะได้ว่า q l 1 จึงเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น gcd (ks, kt - 1) = 1                                                                                                             

บทตั้ง 3 ให้ n เป็นจ�ำนวนเต็มบวก โดยท่ี n ≠ 1 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   1 - ny = z2	 (1)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (y, z) = (0, 0)

บทพิสูจน์ เนื่องจาก n ≠ 1 จะเห็นได้ชัดว่า y = 0 และ z = 0 ดังนั้น (1) มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ

เพียงผลเฉลยเดียว คือ (y, z) = (0, 0)		

	

บทตั้ง 4 ให้ n เป็นจ�ำนวนเต็มบวก โดยท่ี n ≠ 1 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   n - ny = z2	 (2)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (y, z) 
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ผลลัพธ์หลัก  
 ก่อนท่ีจะศึกษาหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์นั้น จะน าเสนอ
ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน (Catalan’s conjecture) ซึ่งมีบทบาทส าคัญในศึกษาและพิจารณาผลเฉลยของสมการ
ไดโอแฟนไทน์ หลังจากนั้นจะแสดงผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก ตามด้วยผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการ        
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
ทฤษฎีบท 1 (ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน) (Mihailescu, 2004)  
 ให้ 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่    {𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦}    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑎𝑥𝑥  𝑏𝑏𝑦𝑦     

มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦)  (       ) 
 
 
บทต้ัง 2 ให้ 𝑘𝑘 𝑠𝑠 𝑡𝑡 เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑘𝑘    จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี  𝑘𝑘    สมมติ    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    

จะมีจ านวนเฉพาะ 𝑞𝑞 ที ่𝑞𝑞|𝑘𝑘𝑠𝑠 และ 𝑞𝑞|(𝑘𝑘𝑡𝑡   ) จะได้ว่า 𝑞𝑞|  จึงเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )                                                                                                                 

         
บทต้ัง 3 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                
(1) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   ) 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (1) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )              
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              𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                          
(2) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(   ) (  √𝑛𝑛   )}  
เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    และ (2) จะได้ว่า  𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧  √𝑛𝑛    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (  √𝑛𝑛   )  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 

กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )                    
 
ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                               𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (3) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบท้ังหมดอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้ คือ 

เมื่อ 
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 เป็นจ�ำนวนเต็ม

บทพิสูจน์ เนื่องจาก n ≠ 1 และ (2) จะได้ว่า y = 0 หรือ y = 1
กรณี 1 y = 0 จาก (2) จะได้ว่า 
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กรณี 2 y = 1 จาก (2) จะได้ว่า z = 0 ดังน้ัน (y, z) = (1, 0)         	

	

ผลการวิจัยและวิจารณ์

ทฤษฎีบท 5 ให้ n เป็นจ�ำนวนเต็มบวก โดยท่ี n ≠ 1 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   nx - ny = z2	 (3)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบท้ังหมดอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้ คือ
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 4 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)   
{(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 
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เมื่อ r เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ

บทพิสูจน์ ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (x, y, z) = (0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 4 จะได้ว่า  
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

เป็นจ�ำนวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี x>1  จาก (3) จะได้ว่า 

			   ny (nx - y - 1 ) = z2 	 (4)

สมมติว่า y = 0 จาก (4) จะได้ว่า

			   nx - z2 = 1	 (5)          

และจาก n, x > 1 จะเห็นได้ชัดว่า z > 1 ดังน้ันจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น y ≥ 1 

กรณี 1 x - y = 0 ดังน้ัน x = y จาก (3) จะได้ว่า z = 0 เพราะฉะนั้น (x, y, z) = (r, r, 0)   เมื่อ  r เป็นจ�ำนวนเต็ม

ที่ไม่เป็นลบ

กรณี 2 x - y = 1 ดังน้ัน x = y + 1  และจาก (4) จะได้ว่า

                                                   	ny(n - 1 )  = z2	 (6)

ดังนั้น 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

 เพราะฉะน้ัน  
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

เมื่อ r เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ

และ 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

 เป็นจ�ำนวนเต็ม

กรณี 3  x - y > 1 จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า gcd (ny, nx - y - 1) = 1 และจาก (4) จะมีจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ k  

ที่ท�ำให้ nx - y - 1 = k จะได้ว่า 

			   nx - y - k2 = 1	 (7)

	 กรณีย่อย 3.1  k = 0 จาก (7) จะได้ว่า x - y = 0 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก x - y > 1
	 กรณีย่อย 3.2  k = 1 จาก (7) จะได้ว่า n = 2 และ x - y = 1 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก x - y > 1
	 กรณีย่อย 3.3  k > 1จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไม่มีผลเฉลย 	

	                                                                         

บทตั้ง 6 ให้ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   2 - py  = z2	 (8)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

 

บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า y = 0 หรือ y = 1
กรณี 1  y = 0 จาก (8) จะได้ว่า z = 1 ดังน้ัน (p, y, z) = (p, 0, 1)

กรณี 2  y = 1 จาก (8) จะได้ว่า p = 2 และ z = 0 ดังนั้น (p, y, z) = (2, 1, 0)	

	

บทตั้ง 7 สมการไดโอแฟนไทน์

			   2x - 3y  = z2	 (9)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

 

บทพิสูจน์ ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (x, y, z) = (0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (x, y, z) =  

(2, 1, 1) ดังนั้นเหลือพิจารณา x ≥ 2 

กรณี 1   x = 2 จาก (9) จะได้ว่า 4 - 3y = z2 ดังนั้น y = 1 และ z = 1 เพราะฉะนั้น (x, y, z) = (2, 1, 1)

กรณี 2   x ≥ 3 จะได้ว่า 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  และจาก (9) จะได้ว่า z เป็นจ�ำนวนคี่ เพราะฉะนั้น 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

ถ้า y เป็นจ�ำนวนคู่ จะได้ว่า 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า y เป็นจ�ำนวนคี่ จะได้ว่า  
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม 

ผลเฉลย คือ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

   		

				         

บทตั้ง 8 ให้ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ โดยท่ี 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   2x - py = z2	 (10)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 

บทพิสูจน์ ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (x, y, z) = (0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (x, y, z) =  

(1, 0, 1) ดังนั้นเหลือเพียงกรณีท่ี x > 1 จะได้ว่า 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 และเนื่องจาก 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ดังนั้น   

p ≠ 2 เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า z เป็นจ�ำนวนคี่ ดังนั้น 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 จึงท�ำให้   
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ซึ่งเป็นไปไม่ได้  

ทฤษฎีบท 9 ให้ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   2x - py = z2	 (11)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ ดังน้ี

	 1)	 ส�ำหรับ p = 2 จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 

		  เมื่อ r เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ และ 

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 เป็นจ�ำนวนเต็ม

	 2)	 ส�ำหรับ p = 3 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพียงสามผลเฉลย คือ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

	 3)	 ส�ำหรับ p ≠ 3 และ 
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5 
 

ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพียงสองผลเฉลย คือ
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

บทพิสูจน์ 

	 1)	 ให้ p = 2 จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 

		  เมื่อ r เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ และ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 เป็นจ�ำนวนเต็ม

	 2)	 ให้ p = 3 จากบทตัง้ 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพยีงสามผลเฉลย คือ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

	 3)	 ให้ p ≠ 3 และ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

กรณี 1 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

กรณี 2 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (x, y, z) =  

(0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (x, y, z) = (1, 0, 1) ดังนั้นเหลือพิจารณา x ≥ 2 จาก (11) จะได้

ว่า z เป็นจ�ำนวนคี่ เพราะฉะน้ัน 

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 

	 กรณีย่อย 2.1 x = 2 จาก (11) จะได้ว่า (2 - z) (2 + z) = py

	 ดังนั้น จะมีจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ u ซ่ึงท�ำให้  (2 - z) = pu และ (2 + z) = py - u 

	 จะได้ว่า 4 = pu(py - u + 1) และจาก  p ≠ 2 จะได้ว่า u = 0 และ py + 1 = 4 

	 เพราะฉะน้ัน p = 3 และ y = 1 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก p ≠ 3
	 กรณีย่อย 2.2 x ≥ 3 ดังน้ัน 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 

	 ถ้า y เป็นจ�ำนวนคู่ จะได้ว่า 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 ซึ่งเป็นไปไม่ได้
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

  ซึ่งเป็นไปไม่ได้   		

ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีท่ี 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร

ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x - p2y = z2 เมื่อ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

ดังต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 10 ให้ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ และ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   2x - p2y = z2	 (12)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

บทพิสูจน์ ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (x, y, z) = (0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (x, y, z) = 

(1, 0, 1) ดังนั้นเหลือเพียงกรณีท่ี x > 1 จาก 

Phranakhon Rajabhat Research Journal 
Vol. xx No. x (month-month xxxx) 
 

6 
 

 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

ดังนั้น  p ≠ 2 และจาก (12) จะได้ว่า z เป็นจ�ำนวน

คี่ ดังนั้น 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 จะได้ว่า 

กรณี 1 x = 2 จาก (12) จะได้ว่า 4 - py = z2 เพราะฉะนั้น py ≤ 4 นั่นคือ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

(3,0),(3,1),(p, 0)} แต่เน่ืองจาก 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

ดังนั้น p ≠ 2 และ 3 เพราะฉะนั้นเป็นไปได้เพียงกรณีที่ y = 0 

ท�ำให้ z2 = 3 ซึ่งเป็นไปไม่ได้

กรณี 2 x ≥ 3 จะได้ว่า 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

เพราะฉะนั้น
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ 

นั่นคือ (12) มีผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

                

สรุป

	 ในงานวิจัยน้ีได้แสดงผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) ของสองสมการไดโอแฟนไทน์

			   nx - ny = z2 และ 2x - py = z2

	 เมื่อ n ≠ 2 เป็นจ�ำนวนเต็มบวก และ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ ดังนี้

	 1.	 ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ nx - ny = z2 ทั้งหมดจะอยู่ในรูป
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

		  เม่ือ r เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 

	 2.	 ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x - p2y = z2 พบว่า 

	  	 2.1	ถ้า p = 2 จะได้ว่า ผลเฉลยท้ังหมดอยู่ในรูป 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 

			   เม่ือ r เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ และ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

เป็นจ�ำนวนเต็ม

		  2.2	ถ้า p = 3 จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 

		  2.3	ถ้า p ≠ 3 และ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  กิตติกรรมประกาศ 
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