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บทคัดย่อ

 การศึกษาน้ีมีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาชนิดและปริมาณของเชื้อแบคทีเรียในอากาศของส�านักงาน

คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว โดยท�าการศึกษาในช่วงเดือนพฤษภาคม 

2562-เดือนเมษายน 2563  โดยมีการเก็บตัวอย่างในวันจันทร์ วันพุธ และวันศุกร์ในช่วงฤดูกาลต่าง ๆ เป็นเวลา 1 ปี

โดยใช้เครื่องมือ Andersen N-6 stage sampler เก็บตัวอย่างที่อัตราการไหล  28.3 ลิตรต่อนาที เป็นเวลา 10 นาที 

โดยวางเครื่องที่ระดับความสูง 75-120 เซนติเมตร (Breathing zone) ผลการศึกษาพบปริมาณเช้ือแบคทีเรียรวมเฉล่ีย

มากทีส่ดุในช่วงฤดรู้อนจ�านวน 234.39 CFU/m3 เป็นแบคทเีรยี 3 ชนดิ คอื  Bacillus spp. 63.6% Pseudomonas spp. 

18%, และ Staphylococcus spp. 18.4% รองลงมาคือในช่วงฤดูฝนมีจ�านวน 233.21 CFU/m³ เป็นเชื้อแบคทีเรีย 

2 ชนดิ คอื เชือ้ Pseudomonas spp. 23.7%, Staphylococcus spp. 76.3% และพบเชือ้แบคทเีรยีปรมิาณน้อยทีส่ดุ

ในช่วงฤดูหนาวมีจ�านวน 186.09 CFU/m³ พบเช้ือแบคทีเรีย 3 ชนิด คือ Ba cillus spp. 60% Pseudomonas spp. 

22.4% และ Staphylococcus spp. 17.6% ซึ่งผลการศึกษาปริมาณเชื้อทั้ง 3 ฤดู มีค่าไม่เกินค่ามาตราฐาน

องค์การอนามัยโลก (WHO) ก�าหนดไว้ท่ี 500 CFU/m³ ผลการวิเคราะห์ข้อมูลโดยใช้สถิติเชิงพรรณนา F–Test แบบ 

one – way ANOVA พบว่าปริมาณของแบคทีเรียทั้ง 3 ฤดู ไม่แตกต่างกัน (p>0.05) 

ค�ำส�ำคัญ: ชนิดแบคทีเรีย ปริมาณแบคทีเรีย ส�านักงาน
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ABSTRACT

	 This study aimed to identify type and quantity of bacteria in the air collected from the 

administrative office of the Faculty of Science UdonThani Rajabhat University, Sam Phrao Campus. 

The study was conducted during May 2019 - April 2020 to cover all seasons in a year. The samples 

were collected -using Andersen N-6 stage sampler set at 75-120 cm. height from the ground 

(breathing zone) at flow rate of 28.3 l/minute for 10 minute. The results showed that. the highest 

average amount of total bacteria was found in the summer (234.39 CFU/m3) which comprised of 

3 types of bacteria, namely Bacillus spp. 63.6% -Pseudomonas spp. 18%, and Staphylococcus 

spp. 18.4% respectively. The average amount of totel bacteria in rainy season was 233.21 CFU/m³ 

which comprised of -Pseudomonas spp. 23.7%, Staphylococcus spp. 76.3%. The lowest amount 

of total bacteria was found in the winter (186.09 CFU/m³) which comprised of 3 Bacillus spp. 60% 

Pseudomonas spp. 22.4%, and Staphylococcus spp. 17.6%. Our results revealed that the amount 

of bacterial found in all seasons did not exceeded the WHO standard of, 500 CFU/m³. The data 

analysis using F-Test by One-way ANOVA suggested that the amount of bacteria found among the 

3 seasons, were not statistically significant difference (p>0.05).

Keywords: Type of bacteria, Quantity of bacteria, Office

บทน�ำ

	 จุลินทรีย์ (Microorganism) คือ สิ่งมีชีวิตขนาดเล็กซึ่งมีทั้งชนิดที่มีประโยชน์และโทษต่อร่างกายหรือ 

สิ่งแวดล้อม การปนเปื้อนของจุลินทรีย์ในอากาศเกิดข้ึนได้จากปัจจัยต่าง ๆ เช่น จากร่างกายมนุษย์ ทางระบบหายใจ 

การไอหรือจาม จุลินทรีย์กลุ่มที่สามารถสร้างสารพิษได้มักก่อให้เกิดความผิดปกติกับระบบภูมิคุ้มกันต้านทานโรค 

ของร่างกาย เช่น จมูกอักเสบ การอักเสบของระบบทางเดินหายใจส่วนบน ภาวะหอบหืด ปอดอักเสบนอกจากนี ้

ยังพบว่าการสูดดมผงฝุ่นอินทรีย์ ท�ำให้เกิดผื่นและปอดอักเสบจากการแพ้แบบเฉียบพลัน (Kimnarak, 2015) จุลินทรีย์

ส่วนใหญ่ไม่สามารถด�ำรงชีวิตอยู่ในอากาศได้เป็นเวลานาน เนื่องจากอากาศมีสภาพแห้งแล้งและมีสารอาหารปริมาณ

น้อย ดังนั้นอากาศจึงไม่ใช่ถ่ินอาศัยท่ีเหมาะต่อการเจริญของจุลินทรีย์เป็นเพียงที่อยู่อาศัยชั่วคราว (temporary 

habitat) ของจุลินทรีย์ท่ีถูกพัดพามาจากแหล่งอื่น ๆ เช่น น�้ำ ดิน และอากาศ จึงถือได้ว่าอากาศเป็นตัวกลาง 

ที่ส�ำคัญในการท�ำให้เกิดการแพร่กระจายของจุลินทรีย์ไปในสิ่งแวดล้อมอื่น ๆ โดยทั่วไปจุลินทรีย์ในอากาศสามารถ

ก่อให้เกิดการติดเชื้อได้หลายรูปแบบ เช่น การติดเชื้อที่ติดต่อจากคนสู่คนซึ่งเป็นการติดเชื้อทางระบบทางเดินหายใจ 

(communicable respiratory pathogens) และการติดเชื้อฉวยโอกาสที่ปกติจะไม่ติดต่อเว้นแต่บุคคลจะอยู่ใน 

สภาพที่อ่อนแอ (primary nosocomial) เนื่องจากเชื้อโรคประเภทนี้เมื่อเข้าสู่ร่างกายแล้วจะไม่ท�ำให้เกิดอันตรายต่อปอด 

โดยทันที ต้องรอจนกว่าร่างกายของผู้ท่ีได้รับเช้ืออ่อนแอลง จึงจะแสดงอาการติดเชื้อ (Srithewin & Nathapindhu,  

2012) ปัญหาการตดิเช้ือทางอากาศจงึนบัว่าเป็นปัญหาส�ำคญัทีต้่องได้รบัความสนใจโดยเฉพาะภายในอาคาร เนือ่งจาก

คนใช้เวลาส่วนใหญ่อยู่ภายในอาคาร ท้ังน้ีสามารถแบ่งกลุ่มของเชื้อแบคทีเรียในอากาศที่พบในอาคารมีทั้งหมด 7 ชนิด  

ได้แก่ 1) Pseudomonas stutzeri ก่อโรคจุดสีน�้ำตาล 2) Staphylococcus aureus ก่อโรคอาหารเป็นพิษ  

3) Streptococcus ท�ำให้เกิดการติดเชื้อในสตรีและเด็กทารกแรกเกิดหลังการคลอดบุตร 4) Micrococcus  
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ไม่ก่อให้เกดิโรค 5) Enterobacter ก่อโรคอาหารเป็นพษิ 6) Bacillus spp. ก่อโรคอาหารเป็นพษิ และ 7) Escherichia 

coli ก่อโรคอาหารเป็นพิษ (Sakulku, 2018) เห็นได้ว่าเช้ือแบคทีเรียเหล่าน้ีส่งผลกระทบต่อสุขภาพของผู้อาศัย 

ในอาคารได้ดั้งน้ันงานวิจัยน้ีจึงมีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาชนิดและปริมาณของเชื้อแบคทีเรียในอากาศบริเวณส�ำนักงาน

คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว เนื่องจากเป็นบริเวณเป็นสถานที่ท�ำงาน 

ของเจ้าหน้าที่ท่ีมีการติดต่องานจากบุคลากร นักศึกษา และบุคคลภายนอก ท�ำให้มีการกิจกรรมที่ก่อให้เกิดการ 

ฟุ้งกระจายของเชื้อแบคทีเรียอันอาจส่งผลกระทบต่อสุขภาพของเจ้าหน้าที่และผู้ติดต่องาน 

วิธีการ

	 1.	 รูปแบบการวิจัย 	

		  การวิจัยครั้งน้ีเป็นการวิจัยเชิงส�ำรวจ (Survey research) เพื่อหาชนิดและปริมาณของเชื้อแบคทีเรีย

ในอากาศจากกิจกรรมการให้บริการหลักในส�ำนักงานคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษา

สามพร้าว ในช่วงเดือนพฤษภาคม 2562- เดือนเมษายน 2563 

	 2.	 เคร่ืองมือและวิธีการเก็บตัวอย่างอากาศ

	  	 เครื่องเก็บตัวอย่างอากาศท่ีใช้ในการวิจัยครั้งนี้คือ Andersen N-6 stage sampler ที่เป็นเครื่องมือ 

ที่ใช้หลักการดูดอากาศเข้าสู ่เครื่องโดยตรง ท�ำให้เชื้อแบคทีเรียที่แขวนลอยในอากาศถูกดักจับไว้ที่ผิวหน้าของ 

อาหารเลี้ยงเชื้อแข็ง (Nutrient agar, NA) โดยอุปกรณ์แบ่งออกเป็น 6 ชั้น สามารถใช้แยกขนาดของอนุภาคได้  

การวางจุดเก็บตัวอย่างก�ำหนดไว้ 1 จุด คือบริเวณตรงกลางห้องส�ำนักงานฯ โดยมีความสูงของเครื่องเก็บตัวอย่างที่ 

75-120 ซม.จากระดับพื้นราบซ่ึงถือว่าอยู่ระดับการหายใจ (Breathing zone) อัตราการดูดอากาศ 28.3 ลิตรต่อนาที  

เป็นเวลา 10 นาที คิดเป็นปริมาตรอากาศ 0.28 m3 ต่อ 1 ตัวอย่าง (office of Environment Health, Department  

of Health, 2016) เกบ็ตวัอย่างแบคทเีรยีในอากาศในวนัจนัทร์ ช่วงเวลา 09.00 น-12.00 น สัปดาห์ที ่1 (Sakulku, 2018)  

อกีทัง้ แบ่งช่วงเวลาการเกบ็ตวัอย่างเป็น 3 ฤดกูาล ได้แก่ 1) ฤดฝูน (เดอืนพฤษภาคม เดอืนกรกฎาคม และ เดอืนตลุาคม  

2562) 2) ฤดูหนาว (เดือนพฤศจิกายน ธันวาคม 2562-และเดือนกุมภาพันธ์ 2563) 3) ฤดูร้อน (เดือนมีนาคม- 

เดือนเมษายน 2563) รวมท้ังสิ้น 1 ปี
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	 3.	 วิธีการหาชนิดและปริมาณเชื้อแบคทีเรียในอากาศ

	  	 ส�ำหรบัการวเิคราะห์หาชนดิและปรมิาณของเชือ้แบคทเีรยีนัน้ด�ำเนนิการโดยการน�ำจานอาหารเล้ียงเชือ้

ที่ได้จากการเครื่องเก็บตัวอย่างอากาศท้ังหมดไปบ่มในตู้บ่มเชื้อที่อุณหภูมิ 35±2 องศาเซลเซียส เป็นเวลา 48 ชั่วโมง  

จากนั้นน�ำจานเพาะเล้ียงเช้ือมานับจ�ำนวนโคโลนีท่ีเจริญบนอาหารเลี้ยงเชื้อ (Colony Forming Unit: CFU) โดยให้  

1 โคโลนี เจริญมาจาก 1 เซลล์ สุ่มตัวอย่างโคโลนีที่แตกต่างกันมาแยกเช้ือบริสุทธ์ิ โดยวิธี Cross streak plate  

และน�ำเชื้อบริสุทธิ์ไปศึกษาลักษณะสันฐานวิทยาของแบคทีเรีย โดยวิธีการย้อมสีแกรมและย้อมเอนโดสปอร์ และ

คุณสมบัติทางชีวเคมีบางประการ ท่ีสาขาวิชาชีววิทยา คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษา

สามพร้าว การรายงานจ�ำนวนโคโลนีของเช้ือแบคทีเรียมีหน่วยเป็น จ�ำนวนโคโลนีต่อปริมาตรอากาศ 1 ลูกบาศก์เมตร 

(CFU/m3) (Romyen, 2014: Deejamala & Nathapidhu, 2015) โดยมีวิธีการค�ำนวณ ดังนี้

		
                          (P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6) × 1,000)
C (CFU/m3  =  
                                    t (min) × F (L/min)

		  โดย C คือ ปริมาณแบคทีเรียในอากาศในหน่วยโคโลนีต่อลูกบาศก์เมตรอากาศ (CFU/m3) ส่วน P1, 

P2, P3, P4, P5, และ P6 คือ จ�ำนวนโคโลนีในจานอาหารเลี้ยงเชื้อของแต่ละชั้นที่เก็บจากเครื่องเก็บตัวอย่างอากาศ 

T คือ ระยะเวลาในการเก็บตัวอย่าง (min) และ F คือ อัตราการดูดอากาศช่วงเก็บตัวอย่าง (L/min) ผลที่ได้รายงาน

ในรูปของ CFU/m3 

	 4.	 การวิเคราะห์ข้อมูล

		  งานวิจัยนี้ใช้สถิติเชิงพรรณนา (Descriptive Statistics) การวิเคราะห์ทางสถิติ F-test แบบ  

one – way ANOVA ผลการศกึษาได้ท�ำการเสนอเป็นค่าเฉล่ียร้อยละของชนดิและปรมิาณของเช้ือแบคทเีรยีทีต่รวจวดัได้

ภาพท่ี 1 เครื่องมือและจุดวิธีการเก็บตัวอย่างแบคทีเรีย ส�ำนักงานคณะวิทยาศาสตร์ 

มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว
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ผลการทดลองและวิจารณ์

	 การศึกษาชนิดและปริมาณของเชื้อแบคทีเรียในอากาศจากกิจกรรมการให้บริการหลักในส�ำนักงาน 

กรณีศึกษา ส�ำนักงานคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว โดยใช้เครื่องมือ 

เก็บตัวอย่างในอากาศ Andersen N-6 stage sampler พบว่าเป็นเชื้อแบคทีเรียที่พบทั่วไปในส่ิงแวดล้อมและ 

เป็นกลุ่มเชื้อฉวยโอกาส ได้แก่ Pseudomonas spp., Bacillus spp. และ Staphylococcus spp. โดยพบว่า 

มปีรมิาณเชือ้แบคทเีรยีสงูสดุในช่วงฤดรู้อน (234.39 CFU/m³) โดยเป็นเชือ้แบคทเีรยีทัง้หมด 3 ชนดิ คอื Pseudomonas 

spp. 18% Staphylococcus spp. 18.4% และ Bacillus spp. 63.6% ปริมาณเชื้อแบคทีเรียรองลงมาคือช่วงฤดูฝน 

(233.21 CFU/m³) โดยเป็นเช้ือแบคทีเรียท้ังหมด 2 ชนิด คือ Pseudomonas spp. 23.7% Staphylococcus spp. 

76.3% และปริมาณเช้ือแบคทีเรียต�่ำสุดคือช่วงฤดูหนาว (186.09 CFU/m³) โดยพบเชื้อแบคทีเรียทั้งหมด 3 ชนิด คือ  

Pseudomonas spp. 22.4% Staphylococcus spp. 17.6% และ Bacillus spp. 60% ผลการศึกษานี้พบว่า 

เชื้อแบคทีเรียมีจ�ำนวนมากในช่วงฤดูร้อนเน่ืองจากสามารถกระจายตัวได้ดีกว่าในฤดูอื่น (ภาพที่ 4) 

ภาพท่ี 2 ส�ำนักงานคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว

ภาพท่ี 3 (ก) แบบจําลองขนาดอนุภาคที่เข้าสู่ระบบทางเดินหายใจมนุษย์ (Jim, 2000) 

และ (ข) เครื่องมือเก็บตัวอย่าง Andersen N-6 stage sampler
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	 ตารางที ่1 แสดงการเปรยีบเทยีบผลการศกึษาเชือ้แบคทเีรยีรวมทีพ่บภายในห้องส�ำนกังานคณะวทิยาศาสตร์ 

มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี (ศูนย์สามพร้าว) พบว่าทั้ง 3 ฤดู ฤดูร้อน, ฤดูหนาว, ฤดูฝน ไม่เกินค่ามาตราฐาน 

ตาม องค์การอนามัยโลก (WHO) (ก�ำหนดไว้ท่ี 500 CFU/m³) 

ภาพท่ี 4 ร้อยละเฉลี่ยของชนิดและปริมาณแบคทีเรียที่พบในช่วงฤดูกาลต่าง ๆ 

ในส�ำนักงานคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว

ภาพท่ี 5 ชนิดของแบคทีเรียท่ีพบในช่วงฤดูกาลต่าง ๆ ในส�ำนักงานคณะวิทยาศาสตร์ 

มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว
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	 เมื่อวิเคราะห์ข้อมูลโดยใช้สถิติเชิงพรรณนา F–Test แบบ one – way ANOVA ปริมาณเชื้อแบคทีเรีย 

ในอากาศภายในห้องส�ำนักงานคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว ทั้ง 3 ฤดู  

คือฤดูหนาว, ฤดูร้อน และฤดูฝน พบว่า ไม่แตกต่างกัน (p>0.05) (ตารางที่ 2) 

ตารางท่ี 1	ชนิดและปริมาณเช้ือแบคทีเรียรวมท่ีพบตามฤดูกาลของส�ำนักงานคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัย 

	 ราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว

เชื้อแบคทีเรียที่เกิดในแต่ละ stage

ฤดูกาล

ฤดูหนาว

ฤดูร้อน

ฤดูฝน

1

2

3

เฉลี่ย

1

2

3

เฉลี่ย

1

2

3

เฉลี่ย

NA

2

8

3.33

4

10

1

5.99

11

NA

NA

3.67

5

12

2

6.33

6

17

4

9.00

8

NA

2

3.33

7

22

2

10.33

9

18

9

12.00

6

3

1

3.33

7

5

1

4.33

1

43

2

15.33

11

11

2

8.00

34

8

1

14.33

16

36

4

18.67

35

34

2

23.67

24

10

8

14.00

5

11

3

6.33

12

14

46

24.00

272.08

208.48

77.73

186.09

144.86

477.03

81.27

234.38

293.28

219.08

187.27

233.21

1. Bacillus sp.

2. Pseudomonas sp.

3. Staphylococcus sp.

1. Bacillus sp.

2. Pseudomonas sp.

3. Staphylococcus sp.

1. Pseudomonas sp.

2. Staphylococcus sp.

ครั้งที่ เชื้อแบคทีเรียท่ีพบ

1st 2nd 3th 4th 5th 6th ปริมาณ
แบคทีเรีย

เฉลี่ย
(CFU/m³)

d
50

= 7
µm

d
50

= 4.7
µm

d
50

= 3.3
µm

d
50

= 2.1
µm

d
50

= 1.1
µm

d
50

= 0.65
µm

หมายเหตุ:	 ปริมาณแบคทีเรียเฉลี่ย โดย C คือ ปริมาณแบคทีเรียในอากาศในหน่วยโคโลนีต่อลูกบาศก์เมตรอากาศ (CFU/m3) ส่วน  

P1, P2, P3, P4, P5, และ P6 คือ จ�ำนวนโคโลนีในจานอาหารเลี้ยงเชื้อของแต่ละชั้นที่เก็บจากเคร่ืองเก็บตัวอย่างอากาศ T คือ ระยะ 

เวลาในการเก็บตัวอย่าง (min) และ F คือ อัตราการดูดอากาศช่วงเก็บตัวอย่าง (L/min) ผลที่ได้รายงานในรูปของ CFU/m3 C(CFU/m³) 

=   (P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6) x 1,000

                 t(min) / F(L/min)



8 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีที่ 17 ฉบับที่ 1 (มกราคม - มิถุนายน 2565)

สรุป

	 การศึกษาชนิดและปริมาณของเชื้อแบคทีเรียในอากาศจากกิจกรรมการให้บริการหลักในส�ำนักงานกรณีศึกษา 

ส�ำนักงานคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว พบว่า เชื้อแบคทีเรียที่เกิดในแต่ละ 

stage พบมากที่สุด คือ stage 5th (d
50 

=1.1µm), stage 6th (d
50
=0.65 µm และ stage 4th (d

50
=2.1µm) ตามล�ำดับ  

ในทั้ง 3 ฤดูกาล ซึ่งเม่ือพิจารณาจากแบบจ�ำลองขนาดอนุภาคที่เข้าสู่ระบบทางเดินอากาศของมนุษย์นั้นเห็นได้ว่า 

ขนาดของอนุภาคของฝุ่นละอองในอากาศใน stage 5th (d
50 

=1.1µm) และ stage 6th (d
50
=0.65 µm) เป็นขนาด

อนุภาคที่สามารถเคลื่อนท่ีผ่านระบบทางเดินหายใจจนถึงถุงลมในปอด (Alveoli) ซึ่งบริเวณถุงลมในปอดจะม ี

เส้นเลือดฝอยจ�ำนวนมาก เป็นบริเวณที่เกิดการแลกเปล่ียนก๊าซออกซิเจนและล�ำเลียงไปสู่ส่วนต่าง ๆ ของร่างกาย  

ถ้าในอากาศมีฝุ่นละอองขนาดเล็กจ�ำนวนมาก ย่อมก่อให้เกิดการขัดขวางกลไกการแลกเปลี่ยนก๊าซดังกล่าว จึงเป็น

สาเหตุท�ำให้เกิดโรคระบบทางเดินหายใจ หรืออาจจะก่อให้เกิดโรคมะเร็งปอดได้ ดังนั้นจึงต้องมีการเฝ้าระวังฝุ่นหรือ

อนุภาคของเชื้อแบคทีเรียท่ีมีขนาดเล็ก เพื่อไม่ให้ส่งผลกระทบต่อปัญหาสุขภาพได้ นอกจากนี้

	 ส�ำหรับการศึกษาปริมาณของแบคทีเรียรวมเฉลี่ยที่ปนเปื ้อนในอากาศของส�ำนักงานวิทยาศาสตร์ 

มหาวิทยาลัยราชภัฏอุดรธานี ศูนย์การศึกษาสามพร้าว พบว่า ช่วงฤดูร้อนมีปริมาณแบคทีเรียรวมมากที่สุดคือ 234.39 

CFU/m³ โดยเป็นเชื้อ Pseudomonas spp. 18% Staphylococcus spp.18.4% และ Bacillus spp. 63.6%  

รองลงมาคอืช่วงฤดฝูน คอื 233.21 CFU/m³ โดยเป็นเชือ้ Pseudomonas spp. 23.7% Staphylococcus spp. 76.3% 

และพบต�่ำสุดคือช่วงฤดูหนาว คือ 186.09 CFU/m³ โดยเป็นเชื้อ Pseudomonas spp. 22.4% Staphylococcus 

spp. 17.6% และ Bacillus spp. 60% ซ่ึงเป็นแบคทีเรียพบได้ตามธรรมชาติ และเป็นเชื้อฉวยโอกาสซึ่งจะไม่ก่อโรค

ในคนปกติ แต่จะก่อโรคเฉพาะกับคนที่มีร่างกายอ่อนแอหรือช่วงที่มีภูมิคุ้มกันโรคต�่ำเท่าน้ัน ประกอบด้วย 1) เช้ือ 

Pseudomonas spp. สามารถพบในสิ่งแวดล้อมทั่วไป เช่น ในดิน แหล่งของขยะ แหล่งน�้ำ หรือในพืช ถือว่าเป็น 

เชื้อแบคทีเรียประจ�ำถิ่น 2) Bacillus spp. พบทั่วไปในดิน แหล่งน�้ำ สามารถสร้างสปอร์ ทนแล้งได้ดี สปอร์พบได้ทั่วไป

ในอากาศ ฝุน่ ควนั และ 3) Staphylococcus spp. เป็นเช้ือแบคทเีรยีประจ�ำถิน่ และมกัพบทีผ่วิหนงัและสามารถท�ำให้ 

เกดิโรคตดิเชือ้ทีผ่วิหนงัในกรณทีีเ่ป็นแผล โดยท�ำให้ผวิหนงัเกดิการอกัเสบแบบมหีนอง และอาจร้ายแรงจนถงึแก่ชีวติได้  

แหล่งแพร่เชื้อที่ส�ำคัญส่วนมากมาจากแผลของผู้ป่วย ทางเดินหายใจ ภาชนะ สิ่งของเครื่องใช้ รวมทั้งเสื้อผ้าของผู้ป่วย 

เชื้อนี้สามารถทนต่อความร้อนและความแห้งได้ดีอาจท�ำให้เป็นโรคต่าง ๆ เช่น ฝี หนอง โรคปอดบวม อาหารเป็นพิษ 

ล�ำไส้อกัเสบ ไขกระดกูอกัเสบ และการตดิเชือ้ในกระแสเลอืดและเยือ่บหุวัใจอกัเสบ เป็นต้น เมือ่น�ำผลการศกึษาปรมิาณ

ของเชื้อแบคทีเรียรวมของทั้ง 3 ฤดู เปรียบเทียบกับค่ามาตราฐาน องค์การอนามัยโลก (WHO) ก�ำหนดไว้ที่ 500 CFU/m³) 

ตารางท่ี 2	การเปรียบเทียบปริมาณเชื้อแบคทีเรีย ท้ัง 3 ฤดู ฤดูหนาว, ฤดูร้อน, ฤดูฝน โดยใช้สถิติแบบ ANOVA

หมายเหตุ: ความเชื่อม่ัน 95%

ฤดู Average S.D. F P – value

	 ฤดูหนาว	 186.09	 99.08	 0.12	 0.89

	 ฤดูร้อน	 234.39	 212.52		

	 ฤดูฝน	 233.21	 54.39		
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พบว่าไม่เกินค่ามาตรฐานดังกล่าง นอกจากน้ีเม่ือวิเคราะห์ข้อมูลโดยใช้สถิติเชิงพรรณนา F–Test แบบ one – way  

ANOVA ทั้ง 3 ฤดู พบว่าไม่แตกต่างกันอย่างมีระดับนัยส�ำคัญทางสถิติ (p>0.05)
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บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =
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โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =

 เมื่อ r เป็นจ�านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ส�าหรับสมการ

ไดโอแฟนไทน์ 2x - py = z2 ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า p = 2 แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูปแบบ (x, y, z) 

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  AND   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
  ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛 เป็น
จ านวนเต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛    และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
ทั้งหมด  โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧    มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบ
ดังนี้  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   )  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ   เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝     แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝     แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝    และ
 𝑝𝑝      หรือ  (     )  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
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บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =

 เป็นจ�านวนเต็ม 2) ถ้า p = 3 

แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (x, y, z)

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 AND  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =

และ 3) ถ้า p ≠ 3 และ

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 AND  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =

หรือ 

5 (mod 8) แล้ว สมการน้ีมีสองผลเฉลยคือ 

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 AND  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =

ค�ำส�ำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ�านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน 

ABSTRACT

 In this paper, we study two Diophantine equations nx - ny = z2 and 2x - py = z2 where n
is a positive integer with n ≠ 1 and p is a prime number in order to generate all 

non-negat ive integer  solut ions  (x, y,  z ) .  Th is  can be shown as fol lows:  the 

Diophantine equation nx - ny = z2 has all solutions in the following form (x, y, z)

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 AND  2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
 
ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจ านวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน  
 
ABSTRACT 

In this paper, we study two Diophantine equations  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 and 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 where 
𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =

, where r is a non-negative integer. For the 

Diophantine equation 2x - py = z2, we show that 1) if p = 2, then this equation has all solutions in the 

form (x, y, z) 

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 

 

1 
 

สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  
ON THE DIOPHANTINE EQUATIONS  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  AND   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

 

สุธน ตาดี* และ นภาลยั เหลา่มะลอ 

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
มหาวิทยาลัยราชภฏัเทพสตรี ลพบุรี ประเทศไทย 

 

Suton Tadee* and Napalai Laomalaw 
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, 

Thepsatri Rajabhat University, Lopburi, Thailand. 
 

*E-mail: suton.t@lawasri.tru.ac.th  
Received:2022-02-10 
Revised: 2022-02-24 
Accepted:2022-04-21 
 

บทคัดย่อ 
  ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛 เป็น
จ านวนเต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛    และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
ทั้งหมด  โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังน้ี  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧    มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบ
ดังนี้  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   )  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ   เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝     แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝     แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝    และ
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บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยท่ี 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
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integer, 2) if p = 3, then this equation has only three solutions (x, y, z)
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บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยที่ 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
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𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −
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บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 และ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2 เมื่อ 𝑛𝑛 เป็นจ านวน
เต็มบวกโดยท่ี 𝑛𝑛 ≠ 1 และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ เพื่อหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  ทั้งหมด  
โดยผู้วิจัยได้แสดงผลดังนี้  สมการไดโอแฟนไทน์  𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2   มีผลเฉลยทั้งหมดที่แสดงด้วยรูปแบบดังนี้  
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3  เมื่ อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบ 
ส าหรับสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥𝑥 − 𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  ผู้วิจัยพบว่า 1) ถ้า 𝑝𝑝 = 2  แล้วสมการนี้มีผลเฉลยทั้งหมดอยู่ใน
รูปแบบ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)} เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √2𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็ม 2) ถ้า 𝑝𝑝 = 3  แล้วสมการนี้มีสามผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1), (2,1,1)} และ 3) ถ้า 𝑝𝑝 ≠ 3 และ
 𝑝𝑝 ≡ 1, 3 หรือ 5(mod 8)  แล้ว สมการนี้มีสองผลเฉลยคือ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(0,0,0), (1,0,1)} 
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𝑛𝑛 is a positive integer with 𝑛𝑛 ≠ 1, and 𝑝𝑝 is a prime number in order to generate all non- negative 
integer solutions (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) .  This can be shown as follows:  the Diophantine equation 𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2  

has all solutions in the following form  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ {(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0, √𝑛𝑛 − 1), (𝑟𝑟 +

1, 𝑟𝑟, √(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛𝑟𝑟)} ∩ ℤ3, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer. For the Diophantine equation 2𝑥𝑥 −

𝑝𝑝𝑦𝑦 = 𝑧𝑧2, we show that 1 )  if 𝑝𝑝 = 2, then this equation has all solutions in the form (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈
{(𝑟𝑟, 𝑟𝑟, 0), (1,0,1), (𝑟𝑟 + 1, 𝑟𝑟, √2𝑟𝑟)}, where 𝑟𝑟 is a non-negative integer and √2𝑟𝑟 is an integer, 2) if 𝑝𝑝 =
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บทน�ำ 

	 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท�ำให้มีการศึกษาและหาผลเฉลย 

ที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ (x, y, z) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษา 

ผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x + py = z2 เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ ในปีต่อมา  

Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 4x + py = 
z2 เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็ม 

ที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x + 2y = z2 และ 3x + 3y = z2 หลังจากนั้น Bacani & Rabago (2015)  

ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ px + qy = z2 เมื่อ p, q เป็นจ�ำนวนเฉพาะ โดยที่ q - p  

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเป็นจ�ำนวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่

ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 8x + py = z2 เมื่อ p ≠ 2 เป็นจ�ำนวนเฉพาะ 

	 ผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 4x - py = z2 ส�ำหรับบางจ�ำนวนเฉพาะ p 

จะอยู่ในรูปต่อไปน้ีเท่าน้ัน (x, y, z) 
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𝑝𝑝   , then this equation has only three solutions (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} and 3) if 
𝑝𝑝    and 𝑝𝑝      or  (     ), then this equation has only two solutions  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
{(     ) (     )}  
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บทน า   
 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท าให้มีการศึกษาและหาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษาผล
เฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ในปีต่อมา 
Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
 𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  หลังจากนั้น Bacani & 
Rabago  (2015) ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะ 
โดยที่ 𝑞𝑞  𝑝𝑝    มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเป็นจ านวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลย
ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝    เป็นจ านวนเฉพาะ  
 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ 
𝑝𝑝 จะอยู่ในรูปต่อไปนี้เท่านั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑞𝑞       𝑞𝑞    )} เมื่อ 𝑝𝑝   𝑞𝑞    และ 𝑞𝑞 เป็นจ านวน
เฉพาะ (Rabago, 2018) และในปีเดียวกัน Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ 
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝                  และ 𝑦𝑦    ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019)  ได้
ค้นพบเง่ือนไขที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧 𝑛𝑛 เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของ
สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili 
(2020) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ ( 𝑛𝑛)𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก
พบว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑘𝑘    𝑛𝑛𝑛𝑛   )} 
เมื่อ 𝑘𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝   𝑛𝑛𝑛𝑛     จะเห็นได้ว่า 𝑝𝑝    หรือ 𝑝𝑝   (     ) ในปีต่อมา Tangjai & 
Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧𝑛𝑛 

เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) นอกจากนี้ได้ให้เง่ือนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑞𝑞𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะที่แตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021) ได้
ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑝𝑝𝑥𝑥  (𝑝𝑝   )𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
นอกจากนี้ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟน
ไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  (Thongnak et al., 2021)  
 ในงานวิจัยนี้จะศึกษาผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสองสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  

และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
 

 เมื่อ p = 2q -1 และ q เป็นจ�ำนวนเฉพาะ  

(Rabago, 2018) และในปีเดยีวกนั Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยทีเ่ป็นจ�ำนวนเตม็บวกของสมการ ไดโอแฟนไทน์  

2x + py = z2 เม่ือ p = 7, 13, 29, 37, 257 และ y = 17 ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019) ได้ค้นพบ 

เงื่อนไขที่ท�ำให้สมการไดโอแฟนไทน์ px + qy = z2n เมื่อ p, q เป็นจ�ำนวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็ม 

ที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มบวกของสมการ 

ไดโอแฟนไทน์ px + py = z4 เม่ือ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili (2020)  

ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ (4n)x - py = z2 เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะคี่ และ n เป็นจ�ำนวนเต็มบวกพบว่า  

ผลเฉลยทั้งหมดท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (x, y, z) 
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𝑝𝑝   , then this equation has only three solutions (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} and 3) if 
𝑝𝑝    and 𝑝𝑝      or  (     ), then this equation has only two solutions  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
{(     ) (     )}  
 
Keywords: Diophantine equation, integer solution, Catalan’s conjecture 
 
บทน า   
 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท าให้มีการศึกษาและหาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษาผล
เฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ในปีต่อมา 
Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
 𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  หลังจากนั้น Bacani & 
Rabago  (2015) ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะ 
โดยที่ 𝑞𝑞  𝑝𝑝    มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเป็นจ านวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลย
ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝    เป็นจ านวนเฉพาะ  
 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ 
𝑝𝑝 จะอยู่ในรูปต่อไปนี้เท่านั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑞𝑞       𝑞𝑞    )} เมื่อ 𝑝𝑝   𝑞𝑞    และ 𝑞𝑞 เป็นจ านวน
เฉพาะ (Rabago, 2018) และในปีเดียวกัน Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ 
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝                  และ 𝑦𝑦    ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019)  ได้
ค้นพบเง่ือนไขที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧 𝑛𝑛 เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของ
สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili 
(2020) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ ( 𝑛𝑛)𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก
พบว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑘𝑘    𝑛𝑛𝑛𝑛   )} 
เมื่อ 𝑘𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝   𝑛𝑛𝑛𝑛     จะเห็นได้ว่า 𝑝𝑝    หรือ 𝑝𝑝   (     ) ในปีต่อมา Tangjai & 
Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧𝑛𝑛 

เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) นอกจากนี้ได้ให้เง่ือนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑞𝑞𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะที่แตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021) ได้
ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑝𝑝𝑥𝑥  (𝑝𝑝   )𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
นอกจากนี้ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟน
ไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  (Thongnak et al., 2021)  
 ในงานวิจัยนี้จะศึกษาผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสองสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  

และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
 

 เมื่อ k  

เป็นจ�ำนวนเต็มบวก และ p = 2nk + 1 - 1 จะเห็นได้ว่า p = 3 หรือ
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𝑝𝑝   , then this equation has only three solutions (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} and 3) if 
𝑝𝑝    and 𝑝𝑝      or  (     ), then this equation has only two solutions  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
{(     ) (     )}  
 
Keywords: Diophantine equation, integer solution, Catalan’s conjecture 
 
บทน า   
 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท าให้มีการศึกษาและหาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษาผล
เฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ในปีต่อมา 
Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
 𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  หลังจากนั้น Bacani & 
Rabago  (2015) ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะ 
โดยที่ 𝑞𝑞  𝑝𝑝    มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเป็นจ านวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลย
ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝    เป็นจ านวนเฉพาะ  
 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ 
𝑝𝑝 จะอยู่ในรูปต่อไปนี้เท่านั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑞𝑞       𝑞𝑞    )} เมื่อ 𝑝𝑝   𝑞𝑞    และ 𝑞𝑞 เป็นจ านวน
เฉพาะ (Rabago, 2018) และในปีเดียวกัน Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ 
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝                  และ 𝑦𝑦    ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019)  ได้
ค้นพบเง่ือนไขที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧 𝑛𝑛 เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของ
สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili 
(2020) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ ( 𝑛𝑛)𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก
พบว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑘𝑘    𝑛𝑛𝑛𝑛   )} 
เมื่อ 𝑘𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝   𝑛𝑛𝑛𝑛     จะเห็นได้ว่า 𝑝𝑝    หรือ 𝑝𝑝   (     ) ในปีต่อมา Tangjai & 
Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧𝑛𝑛 

เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) นอกจากนี้ได้ให้เง่ือนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑞𝑞𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะที่แตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021) ได้
ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑝𝑝𝑥𝑥  (𝑝𝑝   )𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
นอกจากนี้ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟน
ไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  (Thongnak et al., 2021)  
 ในงานวิจัยนี้จะศึกษาผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสองสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  

และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
 

 ในปีต่อมา Tangjai &  

Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 3x + py = zn 

เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ โดยท่ี 
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𝑝𝑝   , then this equation has only three solutions (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} and 3) if 
𝑝𝑝    and 𝑝𝑝      or  (     ), then this equation has only two solutions  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
{(     ) (     )}  
 
Keywords: Diophantine equation, integer solution, Catalan’s conjecture 
 
บทน า   
 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างมาก ท าให้มีการศึกษาและหาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการดังกล่าวอย่างกว้างขวาง เช่น Suvarnamani (2011) ได้ศึกษาผล
เฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ในปีต่อมา 
Chotchaisthit (2012) ได้ค้นพบผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
 𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Tatong & Suvarnamani (2012) ได้ศึกษาผลเฉลยที่
เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  หลังจากนั้น Bacani & 
Rabago  (2015) ได้ขยายผลดังกล่าวและพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะ 
โดยที่ 𝑞𝑞  𝑝𝑝    มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเป็นจ านวนอนันต์ ต่อมา Qi & Li (2015) ได้ศึกษาผลเฉลย
ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝    เป็นจ านวนเฉพาะ  
 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ 
𝑝𝑝 จะอยู่ในรูปต่อไปนี้เท่านั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑞𝑞       𝑞𝑞    )} เมื่อ 𝑝𝑝   𝑞𝑞    และ 𝑞𝑞 เป็นจ านวน
เฉพาะ (Rabago, 2018) และในปีเดียวกัน Burshtein (2018) ได้ค้นพบผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการ 
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝                  และ 𝑦𝑦    ในปีต่อมา Mina & Bacani (2019)  ได้
ค้นพบเง่ือนไขที่ท าให้สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑞𝑞𝑦𝑦  𝑧𝑧 𝑛𝑛 เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเต็ม ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ หลังจากนั้น Burshtein (2020) ได้แสดงรูปแบบทั้งหมดของผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของ
สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑝𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Elshahed & Kamarulhaili 
(2020) ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ ( 𝑛𝑛)𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧   เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก
พบว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการนี้อยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (𝑘𝑘    𝑛𝑛𝑛𝑛   )} 
เมื่อ 𝑘𝑘 เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝   𝑛𝑛𝑛𝑛     จะเห็นได้ว่า 𝑝𝑝    หรือ 𝑝𝑝   (     ) ในปีต่อมา Tangjai & 
Chubthaisong (2021) ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧𝑛𝑛 

เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) นอกจากนี้ได้ให้เง่ือนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑞𝑞𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 เป็นจ านวนเฉพาะที่แตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021) ได้
ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑝𝑝𝑥𝑥  (𝑝𝑝   )𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
นอกจากนี้ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟน
ไทน์  𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧  (Thongnak et al., 2021)  
 ในงานวิจัยนี้จะศึกษาผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบของสองสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  

และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
 

 นอกจากนี้ได้ให้เงื่อนไขการมีผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  

qx + py = zn เม่ือ p, q เป็นจ�ำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน และในปีเดียวกัน Sandhya & Pandichelvi (2021)  

ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มของสมการไดโอแฟนไทน์ px + (p + 1) y = z2 เมื่อ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ  

นอกจากนี ้(x, y, z) = (0, 0, 0)  เป็นผลเฉลยทีเ่ป็นจ�ำนวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบเพยีงผลเฉลยเดยีวของสมการไดโอแฟนไทน์  

7x + 5y = z2 (Thongnak et al., 2021) 

	 ในงานวิจัยน้ีจะศึกษาผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสองสมการไดโอแฟนไทน์ nx + ny = z2 

และ 2x - py = z2 เม่ือ n ≠ 1 เป็นจ�ำนวนเต็มบวก และ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ
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วิธีการ 

	 ก่อนที่จะศึกษาหาผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) ของสมการไดโอแฟนไทน์น้ัน จะน�ำเสนอ

ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน (Catalan’s conjecture) ซึ่งมีบทบาทส�ำคัญในศึกษาและพิจารณาผลเฉลยของสมการ 

ไดโอแฟนไทน์ หลังจากนั้นจะแสดงผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์  

nx - ny = zn  เมื่อ n ≠ 1 เป็นจ�ำนวนเต็มบวก ตามด้วยผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการ  

ไดโอแฟนไทน์ 2x - py = z2  เม่ือ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ

ทฤษฎีบท 1 (ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน) (Mihailescu, 2004) 

	 ให้ a, b, x, y เป็นจ�ำนวนเต็ม โดยท่ี 
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ผลลัพธ์หลัก  
 ก่อนท่ีจะศึกษาหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์นั้น จะน าเสนอ
ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน (Catalan’s conjecture) ซึ่งมีบทบาทส าคัญในศึกษาและพิจารณาผลเฉลยของสมการ
ไดโอแฟนไทน์ หลังจากนั้นจะแสดงผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก ตามด้วยผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการ        
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
ทฤษฎีบท 1 (ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน) (Mihailescu, 2004)  
 ให้ 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่    {𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦}    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑎𝑥𝑥  𝑏𝑏𝑦𝑦     

มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦)  (       ) 
 
 
บทต้ัง 2 ให้ 𝑘𝑘 𝑠𝑠 𝑡𝑡 เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑘𝑘    จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี  𝑘𝑘    สมมติ    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    

จะมีจ านวนเฉพาะ 𝑞𝑞 ที ่𝑞𝑞|𝑘𝑘𝑠𝑠 และ 𝑞𝑞|(𝑘𝑘𝑡𝑡   ) จะได้ว่า 𝑞𝑞|  จึงเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )                                                                                                                 

         
บทต้ัง 3 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                
(1) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   ) 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (1) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )              
 
บทต้ัง 4 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
              𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                          
(2) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(   ) (  √𝑛𝑛   )}  
เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    และ (2) จะได้ว่า  𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧  √𝑛𝑛    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (  √𝑛𝑛   )  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 

กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )                    
 
ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                               𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (3) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบท้ังหมดอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้ คือ 

 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ ax - by = 1 
มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (a, b, x, y) = (3, 2, 2, 3)

บทตั้ง 2 ให้ k, s, t เป็นจ�ำนวนเต็มบวก จะได้ว่า gcd (ks, kt - 1) = 1
บทพิสูจน์ ถ้า k = 1 จะได้ว่า gcd (ks, kt - 1) = 1 ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี  k ≠ 1 สมมติ gcd (ks, kt - 1) ≠ 1 

จะมีจ�ำนวนเฉพาะ q ที่ q l ks และ q l (kt - 1) จะได้ว่า q l 1 จึงเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น gcd (ks, kt - 1) = 1                                                                                                             

บทตั้ง 3 ให้ n เป็นจ�ำนวนเต็มบวก โดยท่ี n ≠ 1 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   1 - ny = z2	 (1)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (y, z) = (0, 0)

บทพิสูจน์ เนื่องจาก n ≠ 1 จะเห็นได้ชัดว่า y = 0 และ z = 0 ดังนั้น (1) มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ

เพียงผลเฉลยเดียว คือ (y, z) = (0, 0)		

	

บทตั้ง 4 ให้ n เป็นจ�ำนวนเต็มบวก โดยท่ี n ≠ 1 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   n - ny = z2	 (2)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (y, z) 
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ผลลัพธ์หลัก  
 ก่อนท่ีจะศึกษาหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์นั้น จะน าเสนอ
ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน (Catalan’s conjecture) ซึ่งมีบทบาทส าคัญในศึกษาและพิจารณาผลเฉลยของสมการ
ไดโอแฟนไทน์ หลังจากนั้นจะแสดงผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก ตามด้วยผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการ        
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
ทฤษฎีบท 1 (ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน) (Mihailescu, 2004)  
 ให้ 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่    {𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦}    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑎𝑥𝑥  𝑏𝑏𝑦𝑦     

มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦)  (       ) 
 
 
บทต้ัง 2 ให้ 𝑘𝑘 𝑠𝑠 𝑡𝑡 เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑘𝑘    จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี  𝑘𝑘    สมมติ    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    

จะมีจ านวนเฉพาะ 𝑞𝑞 ที ่𝑞𝑞|𝑘𝑘𝑠𝑠 และ 𝑞𝑞|(𝑘𝑘𝑡𝑡   ) จะได้ว่า 𝑞𝑞|  จึงเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )                                                                                                                 

         
บทต้ัง 3 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                
(1) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   ) 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (1) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )              
 
บทต้ัง 4 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
              𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                          
(2) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(   ) (  √𝑛𝑛   )}  
เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    และ (2) จะได้ว่า  𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧  √𝑛𝑛    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (  √𝑛𝑛   )  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 

กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )                    
 
ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                               𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (3) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบท้ังหมดอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้ คือ 

เมื่อ 
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ผลลัพธ์หลัก  
 ก่อนท่ีจะศึกษาหาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์นั้น จะน าเสนอ
ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน (Catalan’s conjecture) ซึ่งมีบทบาทส าคัญในศึกษาและพิจารณาผลเฉลยของสมการ
ไดโอแฟนไทน์ หลังจากนั้นจะแสดงผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก ตามด้วยผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการ        
ไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 
 
ทฤษฎีบท 1 (ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน) (Mihailescu, 2004)  
 ให้ 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่    {𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦}    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑎𝑥𝑥  𝑏𝑏𝑦𝑦     

มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥 𝑦𝑦)  (       ) 
 
 
บทต้ัง 2 ให้ 𝑘𝑘 𝑠𝑠 𝑡𝑡 เป็นจ านวนเต็มบวก จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑘𝑘    จะได้ว่า    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี  𝑘𝑘    สมมติ    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )    

จะมีจ านวนเฉพาะ 𝑞𝑞 ที ่𝑞𝑞|𝑘𝑘𝑠𝑠 และ 𝑞𝑞|(𝑘𝑘𝑡𝑡   ) จะได้ว่า 𝑞𝑞|  จึงเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )                                                                                                                 

         
บทต้ัง 3 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                
(1) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   ) 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (1) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )              
 
บทต้ัง 4 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
              𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                          
(2) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(   ) (  √𝑛𝑛   )}  
เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    และ (2) จะได้ว่า  𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧  √𝑛𝑛    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (  √𝑛𝑛   )  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 

กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )                    
 
ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                               𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (3) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบท้ังหมดอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้ คือ 

 เป็นจ�ำนวนเต็ม

บทพิสูจน์ เนื่องจาก n ≠ 1 และ (2) จะได้ว่า y = 0 หรือ y = 1
กรณี 1 y = 0 จาก (2) จะได้ว่า 
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จะมีจ านวนเฉพาะ 𝑞𝑞 ที ่𝑞𝑞|𝑘𝑘𝑠𝑠 และ 𝑞𝑞|(𝑘𝑘𝑡𝑡   ) จะได้ว่า 𝑞𝑞|  จึงเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น    (𝑘𝑘𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑡𝑡   )                                                                                                                 

         
บทต้ัง 3 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                
(1) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   ) 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (1) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )              
 
บทต้ัง 4 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
              𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                          
(2) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(   ) (  √𝑛𝑛   )}  
เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก 𝑛𝑛    และ (2) จะได้ว่า  𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧  √𝑛𝑛    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (  √𝑛𝑛   )  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม 

กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (2) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (   )                    
 
ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑛𝑛 เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 𝑛𝑛    จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                               𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (3) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบท้ังหมดอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้ คือ 

กรณี 2 y = 1 จาก (2) จะได้ว่า z = 0 ดังน้ัน (y, z) = (1, 0)         	

	

ผลการวิจัยและวิจารณ์

ทฤษฎีบท 5 ให้ n เป็นจ�ำนวนเต็มบวก โดยท่ี n ≠ 1 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   nx - ny = z2	 (3)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบท้ังหมดอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้ คือ
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 4 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)   
{(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

  



13Phranakhon Rajabhat Research Journal (Science and Technology)
Vol.17 No.21 (January - June 2022)

เมื่อ r เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ

บทพิสูจน์ ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (x, y, z) = (0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 4 จะได้ว่า  
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

เป็นจ�ำนวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี x>1  จาก (3) จะได้ว่า 

			   ny (nx - y - 1 ) = z2 	 (4)

สมมติว่า y = 0 จาก (4) จะได้ว่า

			   nx - z2 = 1	 (5)          

และจาก n, x > 1 จะเห็นได้ชัดว่า z > 1 ดังน้ันจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น y ≥ 1 

กรณี 1 x - y = 0 ดังน้ัน x = y จาก (3) จะได้ว่า z = 0 เพราะฉะนั้น (x, y, z) = (r, r, 0)   เมื่อ  r เป็นจ�ำนวนเต็ม

ที่ไม่เป็นลบ

กรณี 2 x - y = 1 ดังน้ัน x = y + 1  และจาก (4) จะได้ว่า

                                                   	ny(n - 1 )  = z2	 (6)

ดังนั้น 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

 เป็นจ�ำนวนเต็ม

กรณี 3  x - y > 1 จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า gcd (ny, nx - y - 1) = 1 และจาก (4) จะมีจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ k  

ที่ท�ำให้ nx - y - 1 = k จะได้ว่า 

			   nx - y - k2 = 1	 (7)

	 กรณีย่อย 3.1  k = 0 จาก (7) จะได้ว่า x - y = 0 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก x - y > 1
	 กรณีย่อย 3.2  k = 1 จาก (7) จะได้ว่า n = 2 และ x - y = 1 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก x - y > 1
	 กรณีย่อย 3.3  k > 1จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไม่มีผลเฉลย 	

	                                                                         

บทตั้ง 6 ให้ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   2 - py  = z2	 (8)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

 

บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า y = 0 หรือ y = 1
กรณี 1  y = 0 จาก (8) จะได้ว่า z = 1 ดังน้ัน (p, y, z) = (p, 0, 1)

กรณี 2  y = 1 จาก (8) จะได้ว่า p = 2 และ z = 0 ดังนั้น (p, y, z) = (2, 1, 0)	

	

บทตั้ง 7 สมการไดโอแฟนไทน์

			   2x - 3y  = z2	 (9)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

 

บทพิสูจน์ ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (x, y, z) = (0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (x, y, z) =  

(2, 1, 1) ดังนั้นเหลือพิจารณา x ≥ 2 

กรณี 1   x = 2 จาก (9) จะได้ว่า 4 - 3y = z2 ดังนั้น y = 1 และ z = 1 เพราะฉะนั้น (x, y, z) = (2, 1, 1)

กรณี 2   x ≥ 3 จะได้ว่า 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  และจาก (9) จะได้ว่า z เป็นจ�ำนวนคี่ เพราะฉะนั้น 
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(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ    
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥     จากบทตั้ ง  3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า  𝑥𝑥    จากบทตั้ ง 4 จะได้ว่า  
(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (    √𝑛𝑛   )}  เมื่อ √𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้นเหลือพิสูจน์กรณี 𝑥𝑥     จาก (3) จะ
ได้ว่า  
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )  𝑧𝑧                                                                               (4) 
สมมติว่า 𝑦𝑦    จาก (4) จะได้ว่า 
                                                        𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑧𝑧                                                                                       (5)           
และจาก 𝑛𝑛 𝑥𝑥    จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧𝑧    ดังนั้นจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย เพราะฉะนั้น 𝑦𝑦     
กรณี 1 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦 จาก (3) จะได้ว่า 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟 𝑟𝑟  )  เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ 
กรณี 2 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ดังนั้น 𝑥𝑥  𝑦𝑦     และจาก (4) จะได้ว่า 
                                                   𝑛𝑛𝑦𝑦(𝑛𝑛   )  𝑧𝑧                                                                                      (6) 
ดังนั้น 𝑧𝑧  √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑦𝑦 เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟) เมื่อ  𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และ √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
กรณี 3 𝑥𝑥  𝑦𝑦    จากบทตั้ง 2 จะได้ว่า    (𝑛𝑛𝑦𝑦 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦   )    และจาก (4) จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘𝑘 ที่
ท าให้ 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦    𝑘𝑘  จะได้ว่า  
                                                             𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑦𝑦  𝑘𝑘                                                       (7) 
 กรณีย่อย 3.1 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.2 𝑘𝑘    จาก (7) จะได้ว่า 𝑛𝑛    และ 𝑥𝑥  𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด้ เนื่องจาก 𝑥𝑥  𝑦𝑦    
 กรณีย่อย 3.3 𝑘𝑘    จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า (7) ไมม่ีผลเฉลย                                                                                  
บทต้ัง 6 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                 𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                   (8) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑝𝑝    ) (     )}  
บทพิสูจน์ จาก (8) จะได้ว่า 𝑦𝑦    หรือ 𝑦𝑦    
กรณี 1 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (𝑝𝑝    ) 
กรณี 2 𝑦𝑦    จาก (8) จะได้ว่า 𝑝𝑝    และ 𝑧𝑧    ดังนั้น (𝑝𝑝 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     )         
 
บทต้ัง 7 สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                        𝑥𝑥   𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                                       
(9) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥     
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (9) จะได้ว่า    𝑦𝑦  𝑧𝑧  ดังนั้น  𝑦𝑦    และ 𝑧𝑧    เพราะฉะนั้น (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) 
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก (9) จะได้ว่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     ) 

ถ้า y เป็นจ�ำนวนคู่ จะได้ว่า 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า y เป็นจ�ำนวนคี่ จะได้ว่า  
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม 

ผลเฉลย คือ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

   		

				         

บทตั้ง 8 ให้ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ โดยท่ี 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   2x - py = z2	 (10)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ 
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5 
 

ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 

บทพิสูจน์ ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (x, y, z) = (0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (x, y, z) =  

(1, 0, 1) ดังนั้นเหลือเพียงกรณีท่ี x > 1 จะได้ว่า 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 และเนื่องจาก 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ดังนั้น   

p ≠ 2 เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า z เป็นจ�ำนวนคี่ ดังนั้น 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 จึงท�ำให้   
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ซึ่งเป็นไปไม่ได้  

ทฤษฎีบท 9 ให้ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   2x - py = z2	 (11)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ ดังน้ี

	 1)	 ส�ำหรับ p = 2 จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 

		  เมื่อ r เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ และ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 เป็นจ�ำนวนเต็ม

	 2)	 ส�ำหรับ p = 3 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพียงสามผลเฉลย คือ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
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มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   
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มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

	 3)	 ส�ำหรับ p ≠ 3 และ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพียงสองผลเฉลย คือ
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

บทพิสูจน์ 

	 1)	 ให้ p = 2 จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 

		  เมื่อ r เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ และ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 เป็นจ�ำนวนเต็ม

	 2)	 ให้ p = 3 จากบทตัง้ 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพยีงสามผลเฉลย คือ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

	 3)	 ให้ p ≠ 3 และ 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   
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มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

กรณี 1 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

กรณี 2 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (x, y, z) =  

(0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (x, y, z) = (1, 0, 1) ดังนั้นเหลือพิจารณา x ≥ 2 จาก (11) จะได้

ว่า z เป็นจ�ำนวนคี่ เพราะฉะน้ัน 

 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ี
ปีท่ี xx ฉบับท่ี x (เดือน-เดือน xxxx) 
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ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ และถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 
𝑧𝑧   𝑥𝑥   𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน ดังนั้น (9) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสาม
ผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}               
 
บทต้ัง 8 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (10) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 ได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และเนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    
เพราะฉะนั้นจาก (10) จะได้ว่า  𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จึงท าให้ 
 𝑝𝑝𝑦𝑦   (     )  ดังนั้น  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  และจาก (10) จะได้ว่า 𝑧𝑧    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้   

 
ทฤษฎีบท 9 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                                 (11) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ 
 1) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยจะในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
 เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2) ส าหรับ 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยมเีพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 3) ส าหรับ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสองผลเฉลย คือ 
  (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
บทพิสูจน์  
1) ให ้𝑝𝑝    จากทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
2) ให้ 𝑝𝑝    จากบทตั้ง 7 จะได้ว่า ผลเฉลยมีเพยีงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )} 
 
 
 
3) ให้ 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     ) 
กรณี 1 𝑝𝑝    หรือ  (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝   (     ) และจากบทตั้ง 8 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
กรณี 2  𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝   (     ) ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) ดังนั้นเหลือพิจารณา 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า 

𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧𝑧   (     )  
 กรณีย่อย 2.1 𝑥𝑥    จาก (11) จะได้ว่า (  𝑧𝑧)(  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 
 ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢𝑢 ซึ่งท าให ้ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑢𝑢  และ (  𝑧𝑧)  𝑝𝑝𝑦𝑦 𝑢𝑢 
 จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑢𝑢(𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑢𝑢   ) และจาก  𝑝𝑝    จะได้ว่า 𝑢𝑢    และ 𝑝𝑝𝑦𝑦       

 

	 กรณีย่อย 2.1 x = 2 จาก (11) จะได้ว่า (2 - z) (2 + z) = py

	 ดังนั้น จะมีจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ u ซ่ึงท�ำให้  (2 - z) = pu และ (2 + z) = py - u 

	 จะได้ว่า 4 = pu(py - u + 1) และจาก  p ≠ 2 จะได้ว่า u = 0 และ py + 1 = 4 

	 เพราะฉะน้ัน p = 3 และ y = 1 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก p ≠ 3
	 กรณีย่อย 2.2 x ≥ 3 ดังน้ัน 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 

	 ถ้า y เป็นจ�ำนวนคู่ จะได้ว่า 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 ซึ่งเป็นไปไม่ได้
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

  ซึ่งเป็นไปไม่ได้   		
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร

ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x - p2y = z2 เมื่อ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

ดังต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 10 ให้ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ และ 

Phranakhon Rajabhat Research Journal 
Vol. xx No. x (month-month xxxx) 
 

6 
 

 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์

			   2x - p2y = z2	 (12)

มีผลเฉลยที่เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

บทพิสูจน์ ถ้า x = 0 จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (x, y, z) = (0, 0, 0) และถ้า x = 1 จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (x, y, z) = 

(1, 0, 1) ดังนั้นเหลือเพียงกรณีท่ี x > 1 จาก 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

ดังนั้น  p ≠ 2 และจาก (12) จะได้ว่า z เป็นจ�ำนวน

คี่ ดังนั้น 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 จะได้ว่า 

กรณี 1 x = 2 จาก (12) จะได้ว่า 4 - py = z2 เพราะฉะนั้น py ≤ 4 นั่นคือ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

(3,0),(3,1),(p, 0)} แต่เน่ืองจาก 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

ดังนั้น p ≠ 2 และ 3 เพราะฉะนั้นเป็นไปได้เพียงกรณีที่ y = 0 

ท�ำให้ z2 = 3 ซึ่งเป็นไปไม่ได้

กรณี 2 x ≥ 3 จะได้ว่า 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

เพราะฉะนั้น
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ 

นั่นคือ (12) มีผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

                

สรุป

	 ในงานวิจัยน้ีได้แสดงผลเฉลยท่ีเป็นจ�ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (x, y, z) ของสองสมการไดโอแฟนไทน์

			   nx - ny = z2 และ 2x - py = z2

	 เมื่อ n ≠ 2 เป็นจ�ำนวนเต็มบวก และ p เป็นจ�ำนวนเฉพาะ ดังนี้

	 1.	 ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ nx - ny = z2 ทั้งหมดจะอยู่ในรูป
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

		  เม่ือ r เป็นจ�ำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 

	 2.	 ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x - p2y = z2 พบว่า 

	  	 2.1	ถ้า p = 2 จะได้ว่า ผลเฉลยท้ังหมดอยู่ในรูป 
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

เป็นจ�ำนวนเต็ม

		  2.2	ถ้า p = 3 จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  

  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ
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 เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝    และ 𝑦𝑦    ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝𝑝    

 กรณีย่อย 2.2 𝑥𝑥    ดังนั้น  𝑥𝑥   (     )   
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคู่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
 ถ้า 𝑦𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦    (     )  ซึ่งเป็นไปไม่ได้                   
ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 9 จะเห็นว่ายังขาดกรณีที่ 𝑝𝑝   (     ) ซึ่งยังไม่สามารถหาผลเฉลยทั้งหมดได้ อย่างไร
ก็ตาม สามารถแสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧  เมื่อ 𝑝𝑝   (     ) ดังต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 10 ให้ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ และ 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
                                                                                𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦  𝑧𝑧                                                                               (12) 
มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}  
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 3 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  (     ) และถ้า 𝑥𝑥    จากบทตั้ง 6 จะได้ว่า (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  
(     ) ดังนั้นเหลอืเพียงกรณทีี่ 𝑥𝑥    จาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น  𝑝𝑝    และจาก (12) จะไดว้่า 𝑧𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ดังนั้น 𝑧𝑧   (     ) จะได้ว่า  
กรณี 1 𝑥𝑥    จาก (12) จะได้ว่า   𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  เพราะฉะนั้น 𝑝𝑝𝑦𝑦    นั่นคือ (𝑝𝑝 𝑦𝑦)  {(   ) (   ) (   )  
(   ) (   ) (𝑝𝑝  )} แต่เนื่องจาก 𝑝𝑝   (     ) ดังนั้น 𝑝𝑝    และ   เพราะฉะนั้นเป็นไปไดเ้พียงกรณีที่  𝑦𝑦    
ท าให้ 𝑧𝑧    ซึ่งเป็นไปไมไ่ด ้
กรณี 2 𝑥𝑥    จะได้ว่า  𝑥𝑥   (     ) และจาก 𝑝𝑝   (     ) จะได้ว่า 𝑝𝑝 𝑦𝑦   (     )  เพราะฉะนั้น 
 𝑧𝑧   𝑥𝑥  𝑝𝑝 𝑦𝑦    (     ) ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
นั่นคือ (12) มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )}                 
 
สรุป 
 ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เปน็จ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน ์

𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  และ  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  

เมื่อ 𝑛𝑛    เป็นจ านวนเต็มบวก และ 𝑝𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ ดังนี ้
1. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑛𝑛𝑥𝑥  𝑛𝑛𝑦𝑦  𝑧𝑧  ทั้งหมดจะอยู่ในรูป 

(𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (    √𝑛𝑛   ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √(𝑛𝑛   )𝑛𝑛𝑟𝑟)}  ℤ  

เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเตม็ที่ไมเ่ป็นลบ  
2. ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑥𝑥  𝑝𝑝𝑦𝑦  𝑧𝑧  พบว่า  

  2.1 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดอยู่ในรูป (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(𝑟𝑟 𝑟𝑟  ) (     ) (𝑟𝑟    𝑟𝑟 √ 𝑟𝑟)}  
เมื่อ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ √ 𝑟𝑟 เป็นจ านวนเต็ม 
 2.2 ถ้า 𝑝𝑝    จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     ) (     )}  
 2.3 ถ้า 𝑝𝑝    และ 𝑝𝑝      หรือ  (     )  จะได้ว่า มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลย คือ 
 (𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧)  {(     ) (     )} 
 
กิตติกรรมประกาศ  กิตติกรรมประกาศ 
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บทควำมวิจัย

บทคัดย่อ

 การวิจัยเชิงพรรณนาหาความสัมพันธ์ มีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาการรับรู้ต่อแนวทางการจัดการเพื่อป้องกัน

การแพร่กระจายเช้ือดื้อยาหลายขนานของพยาบาลวิชาชีพ และความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัยส่วนบุคคลของพยาบาล

วิชาชีพต่อการรับรู้แนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน ด�าเนินการวิจัย ระหว่าง

เดือนเมษายน - กรกฎาคม พ.ศ.2562 เลือกกลุ่มตัวอย่างจากพยาบาลวิชาชีพ จ�านวน 103 คน เครื่องมือที่ใช้ในการ

วิจัยประกอบด้วย แนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน และแบบสอบถามการรับรู้

ของพยาบาลวิชาชีพต่อแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน วิเคราะห์ข้อมูล

โดยใช้สถิติเชิงพรรณนา การแจกแจงความถี่ ร้อยละ ค่าต�่าสุด ค่าสูงสุด ค่าเฉล่ีย ส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน และวิเคราะห์

ความสมัพนัธ์ (Correlation) ด้วยสถติสิมัประสทิธิส์หสมัพนัธ์สเปียร์แมน (Spearman rank correlation coefficient) 

ผลการวิจัย พบว่า พยาบาลวิชาชีพรับรู้ต่อแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานอยู่ใน

ระดับดีมาก ค่าเฉลี่ยโดยรวม เท่ากับ 4.75 ส่วนความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัยด้านการปฏิบัติงาน ในหน่วยงานต่อการ

รับรู้แนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานโดยรวมมีความสัมพันธ์เชิงบวกในระดับต�่า 

อย่างมีนัยส�าคัญทางสถิติ (r = 0.262, p < 0.05)

ค�ำส�ำคัญ: พยาบาลวิชาชีพ ปัจจัยส่วนบุคคล ความสัมพันธ์ การรับรู้ เชื้อดื้อยาหลายขนาน
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ABSTRACT

	 This research was descriptive correlation research. There were two purposes. First, to 

study nurses’ personal factors and perceptions of management to prevent transmission of multi-

drug resistant organisms. Second, to study the relationship between nurse’s personal factors and 

management perception in preventing transmission of multi-drug resistant organisms. The duration of 

research was set between April to July 2019. 103 nurses who worked in a non for profit private hospital 

were selected by purposive sampling. There were two instruments: the guideline of management 

method on transmission prevention of multi-drug resistance and the questionnaire. The response 

rate for the questionnaire was 91.96% . Data analysis was used frequency distribution statistics, 

average, percentage, standard deviation statistics, and correlation analysis by Spearman’s Rank 

Correlation coefficient to analyze the data. The results showed that the perception of management 

to prevent transmission of multi-drug resistance was at an excellent level with an average of 4.75. 

Spearman’s rank correlation analysis disclosed nurse’s personal factors were significantly associated 

with departments of working and management to perceive the prevention of the spread of multi-

drug resistance (r = 0.262, p < 0.05) but it was a positive low level of relation.

Keywords: Nurse, Personal Factors, Relationships, Perception, Multidrug Resistant Organisms

บทน�ำ

	 การติดเชื้อแบคทีเรียดื้อยาหลายขนาน (Multidrug resistant organisms: MDROs) ก�ำลังเป็นปัญหา 

ต่อระบบสาธารณสุขท่ัวภูมิภาคของโลก เน่ืองจากพบว่ามีแนวโน้มสูงขึ้นและเป็นสาเหตุส�ำคัญของเชื้อก่อโรค  

ในโรงพยาบาลและชุมชน (World Health Organization, 2014) 

	 จากรายงานของศูนย์เฝ้าระวังเชื้อดื้อยาต้านจุลชีพแห่งชาติ (National Antimicrobial Resistance 

Surveillance Center, Thailand [NARST]) ระหว่างปี ค.ศ.2000 – 2018 พบเชื้อเครบซีลลานิวโมนิอี 

(K.pneumoniae) ดื้อต่อยาคาร์บาพีเนมเพิ่มจาก 1% เป็น 11.2%, อะซินีโตแบ็กเตอสปีชีส์ (Acinetobacter spp.) 

ที่ดื้อยาอิมมิพีเนม เพิ่มจาก 5.8% เป็น 52.5%, อะซินีโตแบ็กเตอแคลโคซีติกัส บอมมานนิไอ (A.calcoaceticus-

baumannii) จากแผนกผู้ป่วยวิกฤติ (Intensive Care Unit: ICU) เพิ่มจาก 14.2% เป็น 84.6%, เอสเชอริเชียโคไล  

(Escherichia coli: E. coli) ท่ีดื้อต่ออิมมิพีเนม เพิ่มจาก 0.9% เป็น 2%, เอ็นเตอโรค็อกคัส สปีชีส์ (Enterococcus 

spp.) ที่ดื้อต่อยาแวนโคมัยซิน เพิ่มจาก 1.7% เป็น 2.9%, เอ็นเตอโรค็อกคัสฟีเซี่ยม (E. faecium) ที่ดื้อต่อ 

แวนโคมยัซนิเพิม่จาก 0.5% เป็น 8 % (National Antimicrobial Resistance Surveillance Center Thailand, 2018) 

	 ผลกระทบของการติดเช้ือแบคทีเรียดื้อยาหลายขนานเป็นสาเหตุท�ำให้ผู้ป่วยอยู่โรงพยาบาลนานขึ้น  

มีความเสี่ยงต่อการเสียชีวิตมากขึ้น และเสียค่าใช้จ่ายเพิ่มขึ้น จากการประมาณการปัจจุบันมีผู้เสียชีวิตจากการ 

ติดเชื้อดื้อยาหลายขนาน 700,000 รายต่อปี และคาดว่าในปี พ.ศ.2550 จะมีผู้เสียชีวิตจากการติดเชื้อดื้อยา

ปฏิชีวนะ ตามภูมิภาคของโลก10 ล้านราย (Jim, 2016) สูญเสียต้นทุนทางเศรฐกิจทางตรงสูงถึง 20 พันล้านเหรียญ

สหรัฐ ต้นทุนทางอ้อมสูงถึง 35 พันล้านเหรียญสหรัฐ (Centers for Disease Control & Prevention, 2006) 

ประเทศไทยมีการศึกษาผลกระทบจากการติดเช้ือดื้อยาต้านจุลชีพ ในปี พ.ศ.2553 จากผู้ป่วยที่เข้ารับการรักษา 
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ในโรงพยาบาลทุกระดับ จ�ำนวน 1,023 แห่ง พบการติดเชื้อดื้อยาต้านจุลชีพ จ�ำนวน 87,751 ครั้ง ผู้ป่วยอยู่โรงพยาบาล 

นานขึ้น 3.24 ล้านวัน เสียชีวิตจากการติดเชื้อดื้อยา 38,481 ราย เสียค่าใช้จ่ายส�ำหรับรักษาการติดเชื้อดื้อยา 

2,539 – 6,084 ล้านบาท และเสียต้นทุนเศรษฐกิจทางอ้อมจากการเสียชีวิตก่อนวัยอันควร 40,000 ล้านบาท  

(Panumart et al., 2012) 

	 ด้วยบริบทของโรงพยาบาลเอกชนที่ไม่มุ่งแสวงก�ำไรแห่งหนึ่งซึ่งมีการรับย้ายผู้ป่วยระหว่างโรงพยาบาล  

โดยเฉพาะจากโรงพยาบาลท่ีมีการรักษาท่ีซับซ้อน เช่น โรงพยาบาลรัฐ โรงพยาบาลเอกชน การส่งต่อผู้ป่วยไปรักษา 

ที่โรงพยาบาลอื่น การย้ายผู้ป่วยภายในโรงพยาบาลเพื่อให้การรักษาในระดับวิกฤติ การย้ายผู้ป่วยระหว่างหอผู้ป่วย

ทั่วไป รวมถึงการย้ายผู้ป่วยสูงอายุเรื้อรังเข้า - ออก ระหว่างหน่วยงานที่ดูแลผู้สูงอายุกับแผนกผู้ป่วยในหรือแผนก 

ผู้ป่วยวิกฤติ สิ่งเหล่าน้ีเป็นการเพิ่มความเสี่ยงต่อการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน

	 จากการทบทวนแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน (Centers for 

Disease Control & Prevention, 2006) ผู้วิจัยได้ประเด็นการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยา 

หลายขนาน 11 ประเด็น ดังน้ี 1) การสนับสนุนจากผู้บริหาร 2) การเฝ้าระวังและการรายงานเชื้อดื้อยาหลายขนาน  

3) การใช้ยาต้านจุลชีพ 4) หลักการป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน 5) การท�ำความสะอาดมือ  

6) การควบคุมสิ่งแวดล้อม 7) การท�ำลายเช้ือและการท�ำให้ปราศจากเชื้อ 8) การเคล่ือนย้ายผู้ป่วย 9) การส่ือสาร  

10) การให้ความรู้แก่บุคลากร และ 11) การให้ความรู้แก่ผู้ป่วยและญาติ 

	 พยาบาลวิชาชีพมีบทบาทส�ำคัญในการดูแลผู้ป่วยเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยา การเฝ้าระวัง  

การแพร่กระจายเช้ือดือ้ยา การค้นหาและยตุกิารระบาดของเชือ้ดือ้ยาได้อย่างรวดเรว็ การประสานงาน และการสือ่สาร

ข้อมูลผู้ป่วยกับหน่วยงานต่าง ๆ ท้ังภายในและภายนอกหน่วยงาน เป็นต้น ทั้งนี้ประสบการณ์การท�ำงาน การปฏิบัติ

งานในหน่วยงาน ต�ำแหน่งงานและประสบการณ์การดแูลผูป่้วยทีต่ดิเชือ้ดือ้ยาหลายขนาน มคีวามสัมพนัธ์ต่อการจดัการ

เพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานหรือไม่ ด้วยเหตุน้ีผู้วิจัยจึงสนใจที่จะศึกษาความสัมพันธ์ระหว่าง

ปัจจยัส่วนบคุคลของพยาบาลวชิาชพีต่อการรบัรูแ้นวทางการจดัการเพือ่ป้องกนั การแพร่กระจายเช้ือดือ้ยาหลายขนาน 

วัตถุประสงค์ของการวิจัย

	 1.	 เพื่อศึกษาการรับรู ้ต่อแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานของ 

พยาบาลวิชาชีพ

	 2.	 เพื่อศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัยส่วนบุคคลของพยาบาลวิชาชีพต่อการรับรู้แนวทางการจัดการ

เพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน

ขอบเขตของการวิจัย

 	 การศึกษาครั้งน้ีเป็นการวิจัยแบบบรรยายเชิงความสัมพันธ์ (Descriptive correlation research)  

เพื่อศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัยส่วนบุคคลของพยาบาลวิชาชีพต่อการรับรู้แนวทางการจัดการเพื่อป้องกัน 

การแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน ซ่ึงศึกษากับพยาบาลวิชาชีพที่ปฏิบัติงานโรงพยาบาลเอกชนที่ไม่มุ่งแสวงก�ำไร

แห่งหนึ่งในเขตกรุงเทพมหานคร ตั้งแต่เดือนเมษายน - กรกฎาคม พ.ศ.2562
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กรอบแนวคิดการวิจัย

ภาพที่ 1 ความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัยส่วนบุคคลของพยาบาลวิชาชีพต่อการรับรู้แนวทางการจัดการ

เพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน

ตัวแปรต้น

ปัจจัยส่วนบุคคล

1.	 ประสบการณ์ในการท�ำงาน

2.	 ต�ำแหน่งงาน

3.	 การปฏิบัติงานในหน่วยงาน

4.	 ประสบการณ์การดูแลผู้ป่วยเชื้อดื้อยา        

	 หลายขนาน

แนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจาย

เชื้อดื้อยาหลายขนาน

	 1.	การสนับสนุนจากผู้บริหาร

	 2.	ระบบเฝ้าระวังเชื้อดื้อยาหลายขนาน 

	 3.	การใช้ยาต้านจุลชีพ 

	 4.	หลักการป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน

	 5.	การท�ำความสะอาดมือ 

	 6.	การควบคุมสิ่งแวดล้อม 

	 7.	การท�ำลายเชื้อและการท�ำให้ปราศจากเชื้อ 

	 8.	การเคลื่อนย้ายผู้ป่วย 

	 9.	การสื่อสาร 

	10.	การให้ความรู้แก่บุคลากร 

11.	การให้ความรู้แก่ผู้ป่วยและญาติ 

ตัวแปรตาม

วิธีการ

	 ประชากรและกลุ่มตัวอย่าง

	 ประชากรท่ีใช้ในการศึกษาครั้งน้ี คือ พยาบาลวิชาชีพที่ปฏิบัติหน้าที่ดูแลผู้ป่วยในโรงพยาบาลเอกชน 

ที่ไม่มุ่งแสวงผลก�ำไรแห่งหน่ึง ในเขตกรุงเทพมหานคร ซึ่งสังกัดหน่วยงาน ดังนี้ แผนกดูแลผู้ป่วยวิกฤติ แผนกดูแล 

ผู้ป่วยใน แผนกดูแลผู้ป่วยสูงอายุเรื้อรัง แผนกดูแลผู้ป่วยนอก จ�ำนวน 139 คน

	 วิธีการเลือกกลุ่มตัวอย่าง

	 ด�ำเนินการเลือกกลุ่มตัวอย่างแบบเจาะจง (Purposive sampling) โดยคัดเลือกจากพยาบาลที่เข้าเกณฑ์

การคัดเลือกทุกคนจากแผนกดูแลผู้ป่วยวิกฤติ แผนกดูแลผู้ป่วยใน แผนกดูแลผู้ป่วยสูงอายุเรื้อรัง แผนกดูแลผู้ป่วยนอก 

จ�ำนวน 103 คน

	 เกณฑ์การคัดเลือกกลุ่มตัวอย่าง (Inclusion Criteria) มีคุณสมบัติดังนี้

	 1.	 เป็นพยาบาลวชิาชพีทีส่�ำเรจ็การศกึษาระดบัปรญิญาตร ีและขึน้ทะเบยีนเป็นผู้ประกอบวชิาชีพพยาบาล

และผดุงครรภ์ชั้น 1 

	 2.	 เป็นพยาบาลวิชาชีพซึ่งปฏิบัติหน้าที่ในหอผู้ป่วย ได้แก่ แผนกผู้ป่วยวิกฤติ แผนกผู้ป่วยวิกฤติหัวใจ 

แผนกอายุรกรรมผู้ป่วยใน แผนกผู้ป่วยสูงอายุเรื้อรัง แผนกดูแลผู้ป่วยนอก 
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	 3.	 ปฏบิตัหิน้าทีเ่ตม็เวลาในโรงพยาบาลเอกชนทีไ่ม่มุง่แสวงก�ำไรแห่งหนึง่ ตัง้แต่เดอืน เมษายน – กรกฎาคม 

พ.ศ.2562 

	 4.	 ยินดีเข้าร่วมการวิจัย

	 เกณฑ์การคัดออกกลุ่มตัวอย่าง (Exclusion Criteria)

	 1.	 ด�ำรงต�ำแหน่งเป็นพยาบาลป้องกันและควบคุมการติดเชื้อประจ�ำหน่วยงาน (Infection Control  

Ward Nurse: ICWN) ในโรงพยาบาลเอกชนท่ีไม่มุ่งแสวงก�ำไรแห่งหนึ่ง ในช่วงเดือน เมษายน - กรกฎาคม พ.ศ. 2562

	 2.	 เปลีย่น หรอืย้ายไปอยูใ่นหน่วยงานอืน่ทีไ่ม่ใช่แผนกทีม่ปีระชากรทีศ่กึษาช่วงเดอืน เมษายน –  กรกฎาคม 

พ.ศ.2562

	 การพิทักษ์สิทธิ์ของกลุ่มตัวอย่าง 

	 วิจัยน้ีผ่านการพิจารณาอนุมัติโครงร่างวิจัยจากคณะกรรมการจริยธรรมการวิจัยวิทยาลัยเซนต์หลุยส์  

เลขที่ E. 016/2562 วันท่ี 29 พฤษภาคม พ.ศ.2562 และผ่านการอนุมัติให้เข้าเก็บข้อมูลวิจัยจากโรงพยาบาลเอกชน 

ที่ไม่มุ่งแสวงผลก�ำไรแห่งหน่ึง เลขท่ี 95012/094 – 19 

	 เครื่องมือท่ีใช้ในการวิจัย 

	 1.	 แนวทางการจดัการเพือ่ป้องกนัการแพร่กระจายเชือ้ดือ้ยาหลายขนานทีผู่ว้จิยัสร้างขึน้มาจากการทบทวน

แนวทางการจัดการเช้ือดื้อยาในสถานพยาบาล (Centers for Disease Control & Prevention, 2006) 

	 2.	 เครื่องมือที่ใช้ในการเก็บรวบรวมข้อมูล เป็นแบบสอบถามการรับรู้ของพยาบาลวิชาชีพต่อแนวทาง 

การจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน

	 ขั้นตอนการด�ำเนินการวิจัย

	 1.	 การวิเคราะห์ปัญหาและสถานการณ์การแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน ลักษณะการกระจาย 

เชือ้ดือ้ยาหลายขนาน ปัจจยัทีม่ผีลต่อการเกดิเช้ือดือ้ยาหลายขนาน และปัจจยัทีส่มัพนัธ์ในการป้องกนัการแพร่กระจาย

เชื้อดื้อยาหลายขนานในโรงพยาบาล

	 2.	 ทบทวนแนวทางการจัดการเช้ือดื้อยาหลายขนานในสถานพยาบาล (Centers for Disease Control 

& Prevention, 2006) เพื่อใช้เป็นข้อมูลในการจัดท�ำแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยา 

หลายขนานมาเป็นกรอบในการท�ำวิจัย 

	 3.	 ผู ้วิจัยจัดท�ำเครื่องมือที่ใช้ในการเก็บรวบรวมข้อมูล โดยใช้แนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการ 

แพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานมาสร้างรูปแบบค�ำถาม 

	 4.	 ผูว้จิยัน�ำเครือ่งมอืไปปรกึษาผูเ้ชีย่วชาญเพือ่ตรวจสอบความชดัเจนของภาษาและทดสอบความเทีย่งตรง

ของเนื้อหา (Content validity) ค�ำนวณหาค่าดัชนีความตรงตามเนื้อหา (Content Validity Index: CVI) ได้เท่ากับ 

0.875 และน�ำไปปรับปรุงแก้ไขตามข้อเสนอแนะก่อนน�ำไปใช้ในการวิจัย 

	 5.	 ผู้วิจัยน�ำเครื่องมือไปท�ำการทดลอง (Try out ) เพื่อทดสอบความเที่ยงของเครื่องมือโดยทดลองใช้ 

กบับคุลากรพยาบาลทีป่ฏบิตัหิน้าทีใ่นโรงพยาบาลเอกชนทีไ่ม่มุง่แสวงก�ำไรแห่งหนึง่ในแผนกผูป่้วยใน และแผนกผูป่้วย

วิกฤติหัวใจ จ�ำนวน 2 หน่วยงาน และน�ำมาหาค่าความเชื่อมั่นโดยวิธีครอนบาคได้ค่าสัมประสิทธ์แอลฟ่าเท่ากับ 0.994 

	 6.	 การเก็บรวบรวมข้อมูล ผู้วิจัยเข้าพบผู้จัดการฝ่ายการพยาบาล เพื่อช้ีแจงวัตถุประสงค์และวิธีการ 

ด�ำเนินการวิจัยและขอความร่วมมือในการเก็บข้อมูลจากกลุ่มตัวอย่าง โดยเก็บข้อมูลตั้งแต่วันที่ 15 – 21 กรกฎาคม 

พ.ศ.2562
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การวิเคราะห์ข้อมูลและสถิติท่ีใช้ 

	 1.	 การวิเคราะห์ข้อมูลเชิงปริมาณ

		  -	 ข้อมูลท่ัวไปของกลุ่มตัวอย่างโดยใช้ สถิติเชิงพรรณนา แจกแจงความถี่ และร้อยละ

		  -	 ข้อมูลจากแบบสอบถามการรับรู ้ของ พยาบาลวิชาชีพต่อแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการ 

แพร่ กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน โดยวิเคราะห์ ค่าต�่ำสุด ค่าสูงสุด ค่าเฉลี่ย และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเป็นแบบ

มาตราส่วนประมาณค่าเป็น 5 ระดับ ดังน้ี 

			   5	 หมายถึง	 ผู้ตอบแบบสอบถามเห็นด้วยอย่างยิ่งว่ามีการรับรู้ต่อแนวทางฯ มากที่สุด 

			   4	 หมายถึง	 ผู้ตอบแบบสอบถามเห็นด้วยว่ามีการรับรู้ต่อแนวทางฯ มาก 

			   3	 หมายถึง 	 ผู้ตอบแบบสอบถามเห็นด้วยว่ามีการรับรู้ต่อแนวทางฯ ปานกลาง

			   2	 หมายถึง	 ผู้ตอบแบบสอบถามเห็นด้วยว่ามีการรับรู้ต่อแนวทางฯ น้อย 

			   1	 หมายถึง	 ผู้ตอบแบบสอบถามเห็นด้วยว่ามีการรับรู้ต่อแนวทางฯ น้อยที่สุด

		  การแปลผลคะแนนท่ีได้โดยใช้เกณฑ์เฉลี่ย ดังนี้ 

			   ค่าเฉลี่ยเท่ากับ	 4.50 – 5.00	 การรับรู้เรื่องแนวทาง ฯ อยู่ในระดับมากที่สุด 

			   ค่าเฉลี่ยเท่ากับ	 3.50 – 4.49	 การรับรู้เรื่องแนวทาง ฯ อยู่ในระดับมาก	

			   ค่าเฉลี่ยเท่ากับ	 2.50 – 3.49	 การรับรู้เรื่องแนวทาง ฯ อยู่ในระดับปานกลาง 

			   ค่าเฉลี่ยเท่ากับ	 1.50 – 2.49	 การรับรู้เรื่องแนวทาง ฯ อยู่ในระดับน้อย	  

			   ค่าเฉลี่ยเท่ากับ	 1.00 – 1.49	 การรับรู้เรื่องแนวทาง ฯ อยู่ในระดับน้อยที่สุด

		  -	 วิเคราะห์ความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัยส่วนบุคคลของพยาบาลวิชาชีพต่อการรับรู้แนวทางการจัดการ

เพื่อป้องกันการแพร่กระจายเช้ือดื้อยาหลายขนาน โดยการวิเคราะห์หาค่าสัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ แบบสเปียร์แมน 

(Spearman rank correlation coefficient) การพิจารณาระดับความสัมพันธ์ของตัวแปร พิจารณาได้จาก 

ค่าสัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ (Correlation Coefficient) หรือ r โดยไม่ค�ำนึงถึง เครื่องหมาย ± ดังนี้ 

			   ค่า r = ± 1 		  หมายความว่า 	 ตัวแปรมีความสัมพันธ์กันอย่างสมบูรณ์

			   ค่า r > 0.70 		  หมายความว่า 	 ตัวแปรมีความสัมพันธ์ในระดับสูง 

			   ค่า r ระหว่าง 0.30 - 0.70	 หมายความว่า 	 ตัวแปรมีความสัมพันธ์ในระดับปานกลาง 

			   ค่า r < 0.30		  หมายความว่า 	 ตัวแปรมีความสัมพันธ์ในระดับต�่ำ 

			   ค่า r = 0		  หมายความว่า 	 ตัวแปรไม่มีความสัมพันธ์กัน 

	 2.	 วิเคราะห์ข้อมูลปัญหาอุปสรรค และข้อเสนอแนะการรับรู้ต่อแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการ 

แพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน โดยการน�ำเน้ือหามาวิเคราะห์และจัดกลุ่มและหาค่าร้อยละ

ผลการทดลองและวิจารณ์

	 ผลการทดลองและสรุป

	 1.	 เพื่อศึกษาปัจจัยส่วนบุคคลของพยาบาลวิชาชีพต่อการรับรู ้แนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการ 

แพร่ กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน กลุ่มตัวอย่าง 103 คน พบว่า เป็นเพศหญิง ร้อยละ 99 อายุ 25 - 35 ปี มากที่สุด 

ร้อยละ 52.4 ส�ำเรจ็การศกึษาระดบัปรญิญาตรร้ีอยละ 96.1 และระดบัปรญิญาโท ร้อยละ 3.9 ประสบการณ์การท�ำงาน 

ระหว่าง 1 - 5 ปี ร้อยละ 42.7 ปฏบิตังิานในหน่วยบรกิารผูป่้วยในมากทีส่ดุ ร้อยละ 39.8 ปฏบิตังิานในต�ำแหน่งพยาบาล 
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ปฏบิตักิาร ร้อยละ 85.4 ปฏบิตังิานในต�ำแหน่งหวัหน้างาน/ทมีน�ำ ร้อยละ 14.6 ตามล�ำดบั เคยมปีระสบการณ์การดแูล 

ผู้ป่วยติดเชื้อดื้อยาหลายขนานเป็นส่วนใหญ่ ร้อยละ 91.3 เคยได้รับการฝึกอบรม ด้านการป้องกันการแพร่กระจาย 

เชื้อดื้อยาหลายขนานร้อยละ 100 เคยได้รับข้อมูลด้านการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน ร้อยละ 97.1

	 2.	 การรับรู้ต่อแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานของพยาบาลวิชาชีพ 

พบว่าอยู่ในระดับดีมากโดยรวมมีค่าเฉลี่ย 4.75 เมื่อพิจารณาเป็นรายด้านพบว่าอยู่ในระดับดีมากทุกด้าน ค่าเฉล่ีย 

รายด้านสูงสุด คือ การให้ความรู้แก่บุคลากร มีค่าเฉลี่ย เท่ากับ 4.83 รองลงมา คือการให้ความรู้แก่ผู้ป่วยและญาติ  

การสื่อสาร การท�ำความสะอาดมือ การเคลื่อนย้ายผู้ป่วย การสนับสนุนจากผู้บริหาร หลักการป้องกันการแพร่กระจาย

เชื้อดื้อยาหลายขนาน ระบบเฝ้าระวังเชื้อดื้อยาหลายขนาน การใช้ยาต้านจุลชีพ การท�ำลายเชื้อและการท�ำให้ปราศจากเชื้อ  

(  = 4.82, 4.80, 4.78, 4.77, 4.76, 4.76, 4.72, 4.71, 4.70 ตามล�ำดับ) และการควบคุมสิ่งแวดล้อม มีค่าเฉลี่ย 

รายด้านต�่ำสุด เท่ากับ 4.59

	 3.	 ความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัยส่วนบุคคลของพยาบาลวิชาชีพต่อการรับรู้แนวทางการจัดการเพื่อป้องกัน

การแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน ตามตารางที่ 1
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26 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีที่ 17 ฉบับที่ 1 (มกราคม - มิถุนายน 2565)

	 จากตารางท่ี 1 ผลการวิเคราะห์ความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระ พบว่า มีความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัย 

ส่วนบุคคล อยู่ในระดับต�่ำถึงปานกลาง ส่วนความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัยส่วนบุคคลของพยาบาลวิชาชีพต่อการรับรู้

แนวทางการจดัการ เพือ่ป้องกันการแพร่กระจายเช้ือดือ้ยาหลายขนาน พบว่า โดยรวมมคีวามสมัพนัธ์เชงิบวกในระดบัต�ำ่ 

อย่างมีนัยส�ำคัญทางสถิติ (r = .262, p < .05) เมื่อพิจารณาเป็นรายด้าน พบว่า มีความสัมพันธ์เชิงบวกในระดับปานกลาง

กับการสนับสนุนจากผู้บริหาร ระบบเฝ้าระวังเชื้อดื้อยาหลายขนาน การให้ความรู้แก่บุคลากร และการให้ความรู้ 

แก่ผู้ป่วยและญาติ (r = .304**, .330**, .333** และ .328** ตามล�ำดับ) มีความสัมพันธ์เชิงบวกในระดับต�่ำกับการ 

เคลื่อนย้ายผู้ป่วย และการสื่อสาร (r = .202*, .271**ตามล�ำดับ)

วิจารณ์

	 จากงานวจิยั เรือ่งความสมัพนัธ์ระหว่างปัจจยัส่วนบคุคลของพยาบาลวชิาชพีต่อการรบัรูแ้นวทางการจดัการ

เพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน พบว่า การรับรู้ต่อแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจาย

เชื้อดื้อยาหลายขนานของพยาบาลวิชาชีพอยู่ในระดับดีมาก ทั้ง 11 ด้าน มีค่าเฉลี่ยโดยรวม เท่ากับ 4.75 อธิบายได้ว่า 

เกิดจากการที่โรงพยาบาลมีการด�ำเนินการด้านการพัฒนาคุณภาพโรงพยาบาล โดยถือให้ความปลอดภัยของผู้ป่วย 

เป็นประเด็นส�ำคัญ ซึ่งการป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานเป็นเรื่องหนึ่งในแบบแผนความปลอดภัยของ

องค์กรถูกก�ำหนดเป็นนโยบายและมีแผนงานการป้องกันและควบคุมการติดเชื้อประจ�ำปี รวมถึงการรณรงค์ในระดับ 

องค์กร ระดับฝ่าย ระดับหน่วยงานในรูปแบบต่าง ๆ เช่น การฝึกอบรมบุคลากรประจ�ำปี การปฐมนิเทศพยาบาลใหม่ 

และในปีที่ผ่านมาโรงพยาบาลได้มีการจัดอบรมเชิงปฏิบัติการป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานส�ำหรับ

พยาบาลวิชาชีพทุกระดับ ส่งผลให้พยาบาลวิชาชีพรับทราบถึงแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเช้ือ

ดื้อยาหลายขนานไปในทิศทางเดียวกัน หากโรงพยาบาลเอกชนที่ไม่มุ่งแสวงผลก�ำไรแห่งหนึ่งน�ำแนวทางการจัดการ 

เพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานมาใช้ปฏิบัติอย่างเป็นรูปธรรม จะสามารถลดอุบัติการณ์การแพร่

กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานลงได้ ดังท่ี Chutima (2011) ศึกษาผลของโปรแกรมการป้องกันและควบคุมการติดเชื้อ

สแตฟฟิโลค็อกคัสออเรียสที่ดื้อต่อยาเมธิซิลลินต่อความรู้และการปฏิบัติของพยาบาลในหอผู้ป่วยหนักทารกแรกเกิด  

พบว่า การส่งเสริมความรู้และการปฏิบัติท�ำให้พยาบาลมีคะแนนความรู้ และสัดส่วนการปฏิบัติที่ถูกต้องในการป้องกัน

และควบคุมการติดเชื้อสแตฟฟิโลค๊อกคัสออเรียสท่ีดื้อต่อยาเมธิซิลลินเพิ่มขึ้น สอดคล้องกับการศึกษาของ Piyachat 

(2013) เรื่อง การพัฒนารูปแบบการส่งเสริมการปฏิบัติการป้องกันการติดเชื้อดื้อยาของบุคลากรพยาบาลแผนก 

อายุรกรรมโรงพยาบาลระดับตติยภูมิ พบว่า รูปแบบการส่งเสริมการปฏิบัติเพื่อป้องกันการติดเชื้อดื้อยาของบุคลากร

พยาบาล ได้แก่ 1) การจัดอบรมเชิงปฏิบัติการ 2) การทบทวนความรู้ 3) การประเมินผลและให้ข้อมูลย้อนกลับ  

4) การกระตุ้นเตือนโดยใช้โปสเตอร์ 5) การสนับสนุนอุปกรณ์ป้องกันส่วนบุคคลและอุปกรณ์การแพทย์ และ 6) การ

รณรงค์การท�ำความสะอาดมือ ท�ำให้การปฏิบัติงานมีประสิทธิภาพ และช่วยให้บุคลากรตระหนักในการป้องกัน 

การติดเชื้อดื้อยาเพิ่มขึ้น 

	 ส�ำหรับความสัมพันธ์ระหว่างปัจจัยส่วนบุคคลของพยาบาลวิชาชีพต่อการรับรู้แนวทางการจัดการเพื่อ

ป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน พบว่า ปัจจัยด้านการปฏิบัติงานในหน่วยงานมีความสัมพันธ์กับการ 

รับรู้ต่อ แนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานโดยรวมในระดับต�่ำ อย่างมีนัยส�ำคัญ 

ทางสถติ ิอธบิายได้ว่าการป้องกนัการตดิเชือ้ดือ้ยาหลายขนานจ�ำเป็นต้องด�ำเนนิการอย่างต่อเนือ่ง การจดัท�ำแนวปฏิบตัิ

ตามหลักฐานเชิงประจักษ์ในการป้องกันการติดเชื้อดื้อยาหลายขนานมีส่วนช่วยให้พยาบาลวิชาชีพรวมถึงบุคลากร 
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สุขภาพอื่น ๆ  ได้รับความรู้ท่ีถูกต้องทันสมัยและเกิดความมั่นใจในการปฏิบัติงาน และหากมีการน�ำไปปฏิบัติอย่างเป็น 

ระบบ รวมถึงการติดตามนิเทศบุคลากรขณะปฏิบัติงานจะท�ำให้เกิดกระบวนการเรียนรู้และสามารถปฏิบัติเพื่อลด 

การแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานได้ ตามท่ี Paolo et al. (2014) ศึกษาความส�ำเร็จของการควบคุมการระบาด

ของเชื้อ K. pneumoniae ท่ีดื้อต่อยากลุ่มคาร์บาพีเนมในโรงพยาบาลอิตาลี ค.ศ. 2010 พบว่าการมีวิธีการเฝ้าระวัง 

ที่สามารถบ่งชี้การระบาดและการใช้มาตรการควบคุมป้องกันที่รวดเร็ว การฝึกอบรมบุคลากรและการท�ำความสะอาดมือ

จะสามารถยับยั้งการระบาดของเช้ือดื้อยาได้สอดคล้องกับการศึกษาของ Cheon et al. (2016) ที่พบว่า การมีระบบ 

สนับสนุนการใช้ยาต้านจุลชีพอย่างเหมาะสม การให้ความรู้ การใช้มาตรการป้องกันการติดเชื้อจากการสัมผัส  

การเฝ้าระวังเชิงรุก การท�ำความสะอาดสิ่งแวดล้อม การตรวจหาเชื้อในสิ่งแวดล้อมการส่งเสริมการท�ำความสะอาดมือ

จะสามารถลดอุบัติการณ์การติดเช้ือ A.baumannii ส�ำหรับ Anucha et al. (2014) ศึกษาประสิทธิผลของมาตรการ

ป้องกันการติดเชื้อ Acinetobacter baumannii: A. baumannii ที่ดื้อยาปฏิชีวนะเกือบทุกชนิด (Extremely Drug  

Resistant: XDR) ในแผนกผู้ป่วยหนักโดยใช้มาตรการป้องกันการติดเชื้อจากการสัมผัส (Contact Preacution)  

การเฝ้าระวงัเชงิรกุ (Active Surveillance Survey: ACS) การท�ำความสะอาดสิง่แวดล้อม การท�ำความสะอาดร่างกาย 

การท�ำความสะอาดปาก ส่งผลให้ A. baumannii ลดลงจาก 11.1 เป็น 0.98 ต่อพัน วันนอน ทั้งนี้ บทบาทผู้วิจัย 

ซึ่งมีบทบาทด้านการบริหารจัดการเพื่อป้องกันและควบคุมการติดเชื้อในโรงพยาบาลจะต้องมีแนวทางด�ำเนินการ 

ในด้าน 1) การเฝ้าระวังการติดเช้ือ เช่น การจัดท�ำแนวทางคัดกรองผู้ป่วยที่สงสัยเชื้อดื้อยาหลายขนาน การเฝ้าระวัง 

การติดเชื้อดื้อยาหลายขนาน 2) การป้องกันและควบคุมโรคติดเชื้อโดยการส่งเสริมให้บุคลากรน�ำแนวทาง การจัดการ

เพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานไปปฏิบัติ เช่น การจัดหาอุปกรณ์ เครื่องป้องกันที่เหมาะสมเพียงพอ  

ส่งเสริมการปฏิบัติในเชิงบวก 3) การสอบสวนโรคโดยการค้นหาและวิเคราะห์ข้อมูลจากการเฝ้าระวังเชื้อดื้อยาหลายขนาน 

เพือ่ให้ทราบปัญหาและน�ำมาก�ำหนดมาตรการป้องกนัทีเ่หมาะ 4) การจดัท�ำแนวทางปฏิบตัติามมาตรฐานตามหลักฐาน

เชิงประจักษ์และเหมาะสมกับบริบทของโรงพยาบาล 5) วางแผนจัดอบรมให้ความรู้ด้านการป้องกันการแพร่กระจาย

เชือ้ดือ้ยาในโรงพยาบาลให้ครอบคลมุบคุลากรทกุระดบั และ 6) การประเมนิผลลพัธ์การน�ำแนวทางปฏบิตัไิปใช้ รวมถงึ 

การสร้างแนวทางติดตามผลลัพธ์การปฏิบัติเพื่อป้องกันการแพร่กระจายเชื้อ ดื้อยาหลายขนาน และติดตามผลลัพธ์

ด้านผู้ป่วย เพื่อให้การป้องกันและควบคุมการแพร่กระจายเชื้อดื้อยามีประสิทธิภาพ (Kumthorn & Sirilik, 2015)

ข้อเสนอแนะ

	 1.	 ข้อเสนอแนะเชิงวิชาการ

		  1.1	การน�ำไปพัฒนาระบบ ติดตามการปฏิบัติตามแนวทางการจัดการเพื่อป้องกันการแพร่กระจาย 

เชื้อดื้อยาหลายขนาน และผลลัพธ์การดูแลผู้ป่วย

		  1.2	การจัดแผนการจัดอบรมความรู ้ในเรื่องการป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนาน  

ผ่านกิจกรรมและสื่อต่าง ๆ  อย่างต่อเน่ืองแก่บุคลากรทุกระดับ เพื่อสร้างทักษะ ความตระหนัก และสามารถน�ำความรู้ 

ไปใช้ในการปฏิบัติงานอย่างมีประสิทธิภาพ

	 2.	 ข้อเสนอแนะต่อหน่วยงานในการน�ำไปใช้ประโยชน์

		  2.1	การน�ำแนวทางการป้องกันการแพร่กระจายเชือ้ดือ้ยาหลายขนานทีพ่ฒันาขึน้ไปปฏบิตัแิละสามารถ

น�ำไปใช้ในการบริการรักษาผู้ป่วยทุกหน่วยงาน

		  2.2	การพัฒนาช่องทางการสื่อสารที่หลากหลายให้เหมาะสมกับบุคลากรทุกระดับ
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		  2.3	พัฒนาแนวทางการให้ข้อมูลการป้องกันการแพร่กระจายเชื้อดื้อยาหลายขนานโดยการมีส่วนร่วม

ของผู้ป่วยและญาติ

	 2.	 ข้อเสนอแนะการท�ำวิจัยคร้ังต่อไป

	 	 2.1	ศึกษาความสัมพันธ์ของการรับรู้ของพยาบาลวิชาชีพต่อการปฏิบัติตามแนวทางการป้องกันการ

แพร่กระจายเชื้อยาหลายขนาน และประสทิธภิาพของโปรแกรมการปอ้งกนัการแพรก่ระจายของเชือ้ดือ้ยาหลายขนาน
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บทคัดย่อ 

 เพื่อที่จะพัฒนานวัตกรรมดิจิทัลในการแก้ปัญหาคนแปลกหน้าเข้ามาในชุมชน งานวิจัยน้ีมีวัตถุประสงค์

เพือ่ประเมนิประสทิธภิาพของอปุกรณ์ตรวจสอบบคุคลในชมุชนด้วยเทคโนโลยชีวีมติใินการตรวจสอบและจดจ�าใบหน้า 

และเพื่อประเมินการยอมรับการน�าอุปกรณ์ ไปใช้งานในชุมชนในรูปแบบต่าง ๆ กัน โดยท�าการประยุกต์ใช้เทคโนโลยี

ชีวมิติในการพัฒนาระบบอุปกรณ์การจดจ�าและตรวจสอบใบหน้าบนแพลตฟอร์ม Raspberry Pi และน�าไปติดตั้ง

ในชุมชน 3 ในรูปแบบ ได้แก่ ชุมชนท้องถิ่น ชุมชนหอพัก/คอนโด และชุมชนหมู่บ้าน และท�าการประเมินประสิทธิภาพ

และความพึงพอใจในการใช้งานของระบบ ผลการประเมินประสิทธิภาพของระบบใช้ความแม่นย�าเป็นปัจจัยในการ

ประเมิน โดยท�าการทดสอบความแม่นย�า (Accuracy) ในการการจดจ�าและตรวจสอบใบหน้าบุคคลจ�านวน 100 คน 

พบว่ามค่ีาความแม่นย�าร้อยละ 98 และค่าความพงึพอใจในการยอมรบัการใช้งานระบบโดยใช้โมเดล UTAUT ซึง่ประเมนิ

จากกลุ่มผู้ใช้งานทั้ง 3 ชุมชน ชุมชนละ 50 คน ผลท่ีได้จากการประเมินพบว่า มีค่าเฉล่ีย 4.00 อยู่ในเกณฑ์ระดับ

เห็นด้วยมาก โดยสรุปผลงานวิจัยได้ว่า การน�าเทคโนโลยีชีวมิติในการการจดจ�าและตรวจสอบใบหน้าของคนที่เข้ามา

ในชุมชนมีประสิทธิภาพดีและได้รับการยอมรับในการใช้งานในเกณฑ์ดีมาก โดยชุมชนที่มีความต้องการจะใช้งาน

ในทันทีได้แก่ ชุมชนหอพัก รองลงมาได้แก่ชุมชนหมู่บ้านจัดสรร และชุมชนท้องถิ่น หมู่บ้านจัดสรรตามล�าดับ 

ค�ำส�ำคญั: เทคโนโลยชีวีมติ ิการตรวจสอบบคุคล การจดจ�าและตรวจสอบใบหน้า ความปลอดภยัในชมุชน แพลตฟอร์ม

ราสเบอร์รี่พาย 
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ABSTRACT 

	 To develop a digital innovation to prevent strangers entering the community. The objective 

of this research is to assess the effectiveness of personal identification devices in the community 

with biometric technology for face detection and recognition.; and to assess the adoption of  

an equipment to use in different communities. We applied biometric technology for developing 

the face recognition system on the Raspberry Pi platform; we implemented the system in various 

types of communities such as a local community, dormitory/condominium community, and village 

community. This research used the accuracy as the main factor for system efficiency evaluation. The 

system was tested by using 100 persons as a sampling test. The system efficiency evaluation result 

found that the accuracy rate is 0.98. After the system implementation in 3 types of community, we 

applied UTAUT model to evaluate the system satisfaction in term of the system acceptance by using 

a sample of 50 persons for each community. The result found that the average mean of the system 

satisfaction in the good level with mean 4.00. As the results of the experiment, we can conclude 

that applying the biometric technology for preventing strangers entering into the community has a 

good results in both of performance and acceptance rate. We also concluded that the dormitory/

condominium community require the system immediately, followed by a local community and 

village community, respectively. 

Keywords: biometric technology, personal verification, facial recognition, social security, raspberry 

pi platform

บทน�ำ 

	 ปัญหาการที่เกิดขึ้นบ่อยครั้งในสังคมไทยตั้งแต่อดีตจนถึงปัจจุบัน ได้แก่ การลักทรัพย์ การบุกรุก  

โดยผู้ไม่ประสงค์ดี ก่อให้เกิดความเสียหายต่อชีวิตและทรัพย์สินของประชาชน ถึงแม้ความเจริญของเทคโนโลย ี

จะพัฒนาไปไกลเพียงใด แต่การเกิดปัญหาเหล่าน้ียังคงเกิดขึ้นอย่างสม�่ำเสมอ การใช้เทคโนโลยี อาทิเช่นการติดกล้อง

วงจรปิด ตามจุดต่าง ๆ  สามารถช่วยให้ผู้ที่เกี่ยวข้องสามารถทราบได้ว่าเกิดเหตุการณ์ใดขึ้น ซึ่งเป็นการค้นหาตรวจสอบ

เพื่อหาตัวผู้กระท�ำผิด ซ่ึงหลายครั้งสามารถจับตัวคนร้ายได้ แต่ก็มีหลายครั้งที่ไม่สามารถตามหาตัวคนร้ายเจอแม้ว่า 

จะมีภาพจากกล้องวงจรปิดก็ตาม และในบางครั้งกล้องวงจรปิดที่มีคุณภาพดีก็มีราคาสูง ส่งผลให้การตรวจสอบมีพื้นที่

จ�ำกัด หรืออาจท�ำให้ต้องลดคุณภาพของกล้องลงเพื่อให้สามารถครอบคลุมพื้นที่ได้มากขึ้น แต่ก็จะท�ำให้คุณภาพและ

รายละเอียดของภาพลดลงไป อีกทั้งการใช้กล้องวงจรปิดยังเป็นการป้องกันการเกิดเหตุไม่ได้ ท�ำได้เพียงดูเหตุการณ์

ย้อนหลัง ในงานวิจัยน้ีจึงมุ่งเน้นท่ีจะท�ำการแก้ปัญหาในรูปแบบการป้องกันก่อนที่จะเกิดเหตุ (Preventive) โดยน�ำ

เสนอการใช้เทคโนโลยีอินเตอร์เน็ตทุกสรรพสิ่งมาสร้างเป็นอุปกรณ์ในการตรวจสอบคนแปลกหน้าที่เข้ามาในพื้นที่ 

เพื่อให้ผู้ดูแลพื้นท่ีได้เฝ้าระวังก่อนท่ีจะเกิดเหตุใด ๆ 

	 ในปัจจุบันมีการประยุกต์ใช้เทคโนโลยีอินเตอร์เน็ตทุกสรรพสิ่งหรือ Internet of things (IoT)  

ในหลากหลายด้าน เพื่อส่งเสริมให้การท�ำงานด้านต่าง ๆ มีประสิทธิภาพที่มากยิ่งขึ้น อาทิเช่น การท�ำฟาร์มเกษตร

อัจฉริยะ (Smart Farm) การพัฒนาเมืองอัจฉริยะ (Smart City) โรงเรียนอัจฉริยะ (Smart School) และอื่น ๆ  
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ซึ่งจากปัญหาในตรวจสอบการใช้อุปกรณ์ในการตรวจสอบอินเตอร์เน็ตทุกสรรพสิ่งมีราคาไม่สูงนักเมื่อเทียบกับการใช้

กล้องวงจรปิด อีกทั้งติดตั้งได้ง่าย 

	 เทคโนโลยีชีวมิติในปัจจุบันได้มีการน�ำมาประยุกต์ใช้ในด้านต่าง ๆ โดยส่วนมากเป็นการน�ำมาใช้ในการ

ตรวจสอบตัวบุคคล (Personal Verification) การระบุตัวตน (Personal Identification)โดยมีหลักการน�ำสิ่งต่าง ๆ 

ที่มนุษย์มีมาใช้แทนการจดจ�ำรหัส การระบุตัวตนด้วยเอกสารต่าง ๆ ซึ่งไม่สะดวกและอาจเกิดปัญหาการปลอมแปลง

ได้ง่าย การตรวจสอบและจดจ�ำใบหน้าเป็นการใช้เทคโนโลยีชีวมิติรูปแบบหนึ่งในหลาย ๆ รูปแบบ อาทิเช่น การใช้ 

ลายนิ้วมือ เสียง ฝ่ามือ ม่านตา และอื่น ๆ อีกมากมาย ซ่ึงการที่จะเลือกใช้ชีวมิติแบบใดน้ันขึ้นอยู่กับปัจจัยจ่าง ๆ  

เช่น งบประมาณ ความเหมาะสม ความมีประสิทธิภาพ

 	 ในงานวิจัยน้ี ได้เลือกการตรวจสอบและจดจ�ำใบหน้ามาประยุกต์ใช้เนื่องจากอุปกรณ์ที่ใช้หาได้ง่าย ราคา

ไม่สูงนัก โดยท�ำการการน�ำเทคโนโลยีอินเตอร์เน็ตทุกสรรพสิ่งไปประยุกต์ใช้ในการตรวจสอบบุคคลในการเข้าออก

ชุมชนผู้อยู่อาศัยหรือหมู่บ้านด้วยการจดจ�ำใบหน้า ตรวจสอบว่ามีบุคคลภายนอกเข้ามาในพื้นที่ของชุมชน หมู่บ้าน

หรือที่พักอาศัยหรือไม่ เพื่อความปลอดภัยของคนในชุมชนและเพื่อให้ผู้ที่มีหน้าที่ในการดูแลชุมชนได้มีนวัตกรรม 

เพื่อการบริหารและจัดการในอนาคต โดยการพัฒนาระบบการการจดจ�ำและตรวจสอบใบหน้าบนอุปกรณ์ Raspberry 

Pi และ Raspberry Camera โดยท�ำการแจ้งเตือนไปยังผู้ดูแลผ่าน Cloud Service ซ่ึงการใช้ Raspberry Pi  

เป็นอุปกรณ์หลักในงานวิจัยนี้เนื่องจากมีคุณภาพสูงกว่าบอร์ด IoT ในการประมวลผลภาพ และมีขนาดเล็กกว่า PC 

ท�ำให้การน�ำไปติดตั้งไม่กินพื้นท่ีมากนัก อีกท้ังยังใช้พลังงานต�่ำท�ำให้ไม่มีปัญหาเรื่องการเดินสายไฟไปยังอุปกรณ์  

(Dass et al., 2020)

	 วัตถุประสงค์ของงานวิจัยนี้เพื่อประเมินประสิทธิภาพของอุปกรณ์ตรวจสอบบุคคลในชุมชนด้วยเทคโนโลยี

ชีวมิติในการตรวจสอบและจดจ�ำใบหน้า และเพื่อประเมินการยอมรับการน�ำอุปกรณ์ ไปใช้งานในชุมชนในรูปแบบ 

ต่าง ๆ กัน โดยมีการต้ังสมมติฐานดังน้ี

	 H
1
: ประสิทธิภาพของอุปกรณ์ตรวจสอบบุคคลในชุมชนด้วยเทคโนโลยีชีวมิติในการตรวจสอบและจดจ�ำ

ใบหน้ามีความแม่นย�ำอยู่ในเกณฑ์ดี

	 H
2
: ความพึงพอใจในการยอมรับการใช้งานอุปกรณ์ตรวจสอบบุคคลในชุมชนด้วยเทคโนโลยีชีวมิติในการ

ตรวจสอบและจดจ�ำใบหน้าอยู่ในเกณฑ์ดี

 

วิธีการ 

	 งานวจิยันีเ้ริม่ต้นจากการศกึษาปัญหาในเรือ่งความปลอดภยัในชมุชนผูอ้ยูอ่าศยั โดยได้ท�ำการส�ำรวจชมุชน

ผู้อยู่อาศัยในรูปแบบต่าง ๆ  ได้แก่ กลุ่มผู้อยู่อาศัยในท้องถิ่นชนบท กลุ่มชุมชนผู้อาศัยในคอนโดมิเนียม กลุ่มผู้อยู่อาศัย

ในหมู่บ้านจัดสรร เพื่อศึกษารูปแบบของความปลอดภัยในแต่ละประเภทของชุมชน จากนั้นจึงได้ท�ำการออกแบบ

นวัตกรรม IoT เพื่อที่จะน�ำมาเป็นเครื่องมือท่ีใช้ในการวิจัย โดยหลักการออกแบบและพัฒนาในการสร้างเครื่องมือนี้ 

ใช้หลักการ SDLC มาเป็นกรอบในการออกแบบและพัฒนา หลังจากท�ำการพัฒนาเครื่องมือจนแล้วเสร็จได้ท�ำการ

ทดสอบประสิทธิภาพของเครื่องมือโดยทดลองกับกลุ่มตัวอย่าง จากน้ันจึงน�ำเครื่องมือไปใช้ในการท�ำงานจริงในชุมชน

ทั้ง 3 รูปแบบ เพื่อท�ำการอภิปรายและสรุปผลการทดลอง โดยมีขั้นตอนการด�ำเนินงานวิจัยดังภาพที่ 1
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	 1.	 ขั้นตอนท่ี 1 การศึกษาปัญหา 

		  ในงานวจิยันีไ้ด้ตัง้สมมตฐิานในการวจิยัว่า การน�ำเทคโนโลยชีวีมติมิาประยกุต์ใช้ในการตรวจสอบบคุคล

ในชุมชนสามารถสร้างความเชื่อม่ันทางด้านความปลอดภัยให้กับคนในชุมชนได้ในระดับดี โดยได้ท�ำการแบ่งกลุ่มของ

ชุมชนผู้อยู่อาศัยเป็น 3 กลุ่ม ได้แก่ กลุ่มผู้อยู่อาศัยในท้องถิ่น กลุ่มชุมชนผู้อาศัยในคอนโดมิเนียม และกลุ่มผู้อยู่อาศัย

ในหมู่บ้านจัดสรร โดย กลุ่มตัวอย่างในงานวิจัย มีดังนี้

		  1.1	 กลุ่มชุมชนผู้อาศัยในท้องถิ่น ได้แก่ กลุ่มชุมชนที่อาศัยในเขตด้านนอกของตัวเมือง โดยจะมี

ศูนย์กลางของชุมชนเป็นที่รวมการท�ำกิจกรรมต่าง ๆ  ของคนในชุมชน การอยู่อาศัยในลักษณะน้ีคนในชุมชนจะมีความ

ใกล้ชิดกัน รู้จักคนในชุมชนด้วยกันเป็นอย่างดี การดูแลความปลอดภัยของคนในชุมชนจะมีผู้น�ำชุมชนเป็นหลักและ

คนในชุมชนช่วยกันดูแล (Muchima, 1979)

		  1.2	 กลุ่มชุมชนผู้อาศัยในคอนโดนิเนียม ได้แก่ กลุ่มชุมชนที่อยู่กันในอาคารเดียวกัน มีพื้นที่สาธารณะ

เป็นส่วนกลาง มีบุคลกรท่ีเป็นนิติบุคคลเป็นผู้บริหารและดูแลเรื่องต่าง ๆ ในที่พักอาศัย โดยเป็นลักษณะชุมชนเมือง 

ซึ่งมีลักษณะการอยู่อาศัยแบบตัวใครตัวมัน มีปฏิสัมพันธ์ระหว่างคนในชุมชนน้อย (Phanmanavin, 1980) การดูแล

ความปลอดภัยจะเป็นหน้าท่ีของนิติกรเป็นหลัก และมีการเก็บค่าบริการในส่วนกลางค่อนข้างสูง 

		  1.3	 กลุ่มชุมชนผู้อาศัยในหมู่บ้านจัดสรร ได้แก่ กลุ่มชุมชนที่อยู่กันในรูปแบบของหมู่บ้าน โดยมีที่ตั้ง

อยู่ในพื้นที่เดี่ยวกัน โดยจะอยู่ในท้ังในชุมชนเมืองและท้องถิ่น โดยการดูแลความปลอดภัยและเรื่องต่าง ๆ จะท�ำโดย

คณะกรรมการบริหารหมู่บ้าน กลุ่มผู้อยู่อาศัยกลุ่มนี้มีลักษณะกึ่งกลางระหว่างชุมชนท้องถิ่นและชุมชนคอนโดมิเนียม 

กล่าวคือ มีการปฏิสัมพันธ์กันบ้าง แต่ก็ไม่ถึงระดับช่วยกันดูแลแบบใกล้ชิด 

	  2.	ข้ันตอนท่ี 2 การออกแบบและพัฒนาระบบตรวจจับใบหน้า 

		  ในการออกแบบและพัฒนาระบบตรวจจับใบหน้าในงานวิจัยนี้ ใช้หลัก System Develop Life Cycle 

(SDLC) เป็นกรอบในการออกแบบและพัฒนา โดยมีขั้นตอนดังนี้

		  2.1	 การออกแบบสถาปัตยกรรมของระบบ ดังแสดงในภาพที่ 2 ในงานวิจัยนี้ได้ใช้เทคโนโลยี IoT  

มาใช้เป็นแพลตฟอร์ม โดยใช้ Raspberry Pi 4 เป็นตัวประมวลผล และใช้กล้อง Web Camera ของ Raspberry Pi 

Camera (8mp) ในการบันทึกภาพ โดยเชื่อมต่อกับเทคโนโลยี Cloud เพื่อท�ำหน้าที่ในการเก็บข้อมูลและให้บริการ

ต่าง ๆ ในระบบ รวมถึงการส่งข้อความแจ้งเตือนไปยังอุปกรณ์มือถือของผู้ดูแลระบบอีกด้วย

ภาพท่ี 1 ขั้นตอนการท�ำงานวิจัย
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		  2.2	 การออกแบบอุปกรณ์ Hardware ที่ใช้ในงานวิจัยนี้แสดงรายละเอียดในตารางที่ 1 โดยน�ำอุปกรณ์

ต่าง ๆ ในตารางที่ 1 มาท�ำการประกอบในกล่องเพื่อน�ำไปท�ำการติดตั้งยังพื้นที่ที่ต้องการ 

ภาพท่ี 2 สถาปัตยกรรมของระบบตรวจจับใบหน้า

ตารางท่ี 1 ตารางแสดงรายละเอียดของอุปกรณ์ท่ีใช้ในงานวิจัย

ชื่ออุปกรณ์ คุณสมบัติ

Raspberry Pi Camera (8mp)

-	 ค�ำสั่งถ่ายวีดีโอ

-	 ความยาว 10 วินาที

-	 ความละเอียดสูงสุด 1920 x 1080

-	 เฟรมเรท 30 เฟรมต่อวินาที

-	 Video: Dimension: 25mm x 23mm x 9mm / 0.98” x 0.90” x 0.35”

            1920 x 1080 (1080p), 30 fps

            1280 x 720 (720p), 60 fps

            640 x 480 (480p), 90 fps

 -	Weight: (Camera board + attached cable): 3.4g
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		  จากตารางท่ี 1 เม่ือน�ำอุปกรณ์มาท�ำการประกอบแล้วจะได้ชุดอุปกรณ์ในลักษณะดังแสดงในภาพที่ 3

ตารางท่ี 1 (ต่อ)

Raspberry Pi 4 Model B - 4GB

โปรเซสเซอร์ Cortex-A72 แบบ 4 คอร์ รุ่น 64 บิต จาก Broadcom 

2711.

2GB/4GB/8GB LPDDR4 RAM.

พอร์ต True Gigabit Ethernet.

พอร์ต USB 3.0 “Super-Speed” จ�ำนวน 2 พอร์ต

พอร์ต USB 2.0 “High-Speed” จ�ำนวน 2 พอร์ต

ระบบไร้สาย 802.11b/g/n/ac.

Bluetooth 5.0.

พอร์ตคู่ micro-HDMI, วิดีโอ UHD 4K.

ชื่ออุปกรณ์ คุณสมบัติ

ภาพท่ี 3 แสดงลักษณะของชุดกล่องอุปกรณ์ของระบบ
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		  2.3	 การพัฒนาซอฟต์แวร์ ในงานวิจัยน้ีใช้ภาษาไพธอน (Python) ในการเขียนโค้ด และใช้ OpenCV 

เป็น Framework ในการตรวจจับใบหน้าของบุคคล โดยมีกรอบการท�ำงานในการเขียนซอฟต์แวร์ ดังภาพที่ 4

ภาพท่ี 4 กรอบการท�ำงานในการพัฒนาซอฟต์แวร์

			   จากภาพที่ 4 การออกแบบการใช้งานระบบตรวจจับใบหน้า ขั้นตอนการใช้งานของระบบตรวจจับ 

ใบหน้าในงานวิจัยนี้ แบ่งเป็น 3 ส่วน ดังน้ี

			   1)	 ข้ันตอนการลงทะเบียน (Enrollment)

			   2)	 ข้ันตอนการการจดจ�ำและตรวจสอบใบหน้า (Authentication)

			   3)	 ข้ันตอนการแจ้งเตือน (Result Report)

		  2.4	 การออกแบบส่วนประสานงานผู้ใช้ (User Interface) ลักษณะของการออกส่วนประสานงาน 

ผู้ใช้ของระบบมีหลักการออกแบบโดยมุ่งเน้นให้ผู้ใช้เข้าใจได้ง่าย ไม่ต้องมีความรู้ทางด้านเทคนิคก็สามารถใช้งานได้ 

โดยแสดงดังภาพที่ 5, 6 และภาพท่ี 7
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	 หน้าจอการลงทะเบียนแบ่งเป็น 2 ส่วน ได้แก่การกรอกข้อมูลส่วนบุคคลและข้อมูลใบหน้า โดยท�ำการ 

กรอกข้อมลูส่วนบคุคลก่อน แล้วจงึท�ำการบนัทกึภาพใบหน้าโดยจะท�ำการบนัทกึรปูภาพใบหน้าจ�ำนวน 10 ภาพในมมุที่ 

ต่างกันไปต่อหน่ึงคน

ภาพท่ี 5 หน้าจอการใช้งานของระบบ – หน้าจอในการลงทะเบียน

	 การจดจ�ำและตรวจสอบใบหน้านั้นเป็นการจับภาพใบหน้าของคนที่ผ่านหน้าจุดที่ท�ำการติดตั้งอุปกรณ์ไว้  

โดยท�ำการตรวจสอบว่าข้อมูลใบหน้าน้ันตรงกับข้อมูลที่ลงทะเบียนไว้ในระบบหรือไม่ ถ้าตรงจะท�ำการแจ้งชื่อขึ้นใน

หน้าจอพร้อมทั้งบอกอัตราความแม่นย�ำ

ภาพท่ี 6 หน้าจอการใช้งานของระบบ - หน้าตอนในการตรวจจับใบหน้า
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	 กรณีที่ข้อมูลใบหน้าไม่ตรงกับข้อมูลในระบบ จะท�ำการส่งข้อความพร้อมรูปภาพใบหน้านั้น ๆ  ไปยังมือถือ

ของเจ้าหน้าที่หรือผู้ที่ดูแลระบบ เพื่อท�ำการเฝ้าระวัง

	 ขั้นตอนที่ 3 การทดสอบประสิทธิภาพของระบบ

	 การทดสอบประสิทธิภาพของระบบชีวมิติ ในงานวิจัยส่วนมากจะใช้เกณฑ์ความแม่นย�ำ (Accuracy) 

เป็นเกณฑ์หลัก อาทิเช่น งานวิจัยของ Zhao ในเรื่อง Evaluation of biometric recognition in the Covid-10 

period (Zhao et al., 2020) งานของ Al-Assam ในเรื่อง Accuracy and Security Evaluation of Multi-Factor 

Biometric Authentication (Al-Assam et al., 2011) และงานวิจัยของ Ammour ในเรื่อง Multimodal biometric 

identification system based on the face and iris (Ammour et al., 2017) ซึ่งความแม่นย�ำของระบบชีวมิติ

ประกอบด้วย 2 ปัจจัยย่อย ได้แก่ False Match Rate (FMR) และ False Non-Match Rate (FNMR) โดย FMR คือ

อัตราการจับคู่ที่ผิดพลาด หรือกล่าวได้ว่าเป็นอัตราความผิดพลาดของระบบที่ปล่อยให้ผู้ที่ไม่มีสิทธิสามารถผ่านการ 

ตรวจสอบได้ ส่วน FNMR น้ันคืออัตราการปฏิเสธท่ีผิดพลาด หรือกล่าวคือความผิดพลาดที่ระบบท�ำการปฏิเสธ 

ให้ผู้ที่มีสิทธิไม่ให้ผ่านในการตรวจสอบ ในการทดสอบความแม่นย�ำของอุปกรณ์ โดยใช้กลุ่มทดลองในการทดสอบ 

จ�ำนวน 100 คน โดยใช้ข้อมูลใบหน้าในการทดสอบของฐานข้อมูล AT&T โดยที่แต่ละภาพใช้ความละเอียด 640 x 480 

ซึง่เป็นความละเอยีดทีเ่หมาะสมทีส่ดุในการจดจ�ำใบหน้า (Rukhiran et al., 2020) ซึง่ใช้วธิกีารจดจ�ำใบหน้าด้วยเทคนคิ 

LBPH โดยสูตรในการค�ำนวณค่า ความแม่นย�ำ (Accuracy) มีดังนี้ (Ahsan et al, 2021)

ภาพท่ี 7 หน้าจอการใช้งานของระบบ - หน้าจอการแจ้งเตือนไปยังมือถือของผู้ดูแล
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                         (FMR + FNMR)
Accuracy = 100 - 
                                 2

                Number of false acceptance
FMR   =                                                 x 100
              Number of impostor attempts
 
                     Number of false rejection
FNMR =                                                     x 100
              Number of genuine user attempt

	 จากการค�ำนวณค่าความแม่นย�ำจากสูตรข้างต้น พบว่า โดยชุดอุปกรณ์ IoT ในงานวิจัยนี้มีค่า ความแม่นย�ำ 

(Accuracy) อยู่ท่ี 98% 

ขั้นตอนที่ 4 การน�ำไปทดสอบการใช้งาน

	 หลังจากท่ีได้ท�ำการทดสอบประสิทธิภาพของระบบแล้ว การน�ำไปทดสอบการใช้งานในกลุ่มการทดลอง

ทั้ง 3 กลุ่ม ได้แก่ กลุ่มผู้อาศัยในชุมชนท้องถิ่น (กลุ่มที่ 1) กลุ่มผู้อาศัยในคอนโดมิเนียม (กลุ่มที่ 2) และกลุ่มผู้อาศัย 

ในหมู่บ้านจัดสรร (กลุ่มท่ี 3) โดยจะแต่ละกลุ่มจะแบ่งกลุ่มผู้ใช้งาน 2 ประเภท ได้แก่ ลูกบ้านและผู้ดูแล โดยท�ำการ 

สุ่มตัวอย่างโดยใช้จ�ำนวนตัวอย่างกลุ่มละ 50 คน ประกอบด้วยผู้ดูแล 8 คน ลูกบ้าน 42 คน ในแต่ละกลุ่มชุมชน วิธี

การทดสอบแสดงในภาพท่ี 8 	

ภาพท่ี 8 แสดงรูปแบบการติดตั้งอุปกรณ์ในการทดลองใช้งาน - การใช้งานในหอพัก
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ภาพท่ี 9 แสดงรูปแบบการติดตั้งอุปกรณ์ในการทดลองใช้งาน - การใช้งานในหมู่บ้านจัดสรร

ภาพที่ 10 แสดงรูปแบบการติดตั้งอุปกรณ์ในการทดลองใช้งาน - การใช้งานในชุมชนท้องถิ่น

	 ขั้นตอนที่ 5 และ 6 อภิปรายผลและสรุปการผลทดลอง

	 หลังจากท�ำการทดลองในงานวิจัยน้ีประเมินการยอมรับเทคโนโลยีโดยใช้ The Unified Theory of 

Acceptance and Use of Technology (UTAUT) ท่ีได้รับการคิดค้นขึ้นโดย Viswanath Venkatesh, Michael G.  

Morris, Gordon B. Davis และ Fred D. Davis ในปี ค.ศ.2003 โดยเป็นทฤษฎีที่ได้มาจากการสังเคราะห์กลุ่มทฤษฎี

การยอมรับในกลุ่มต่าง ๆ ไว้ด้วยกัน (Wongsumet, 2013) เป็นกรอบในการประเมิน ซึ่ง UTAUT เป็นแบบจ�ำลอง 

ที่ได้รับการยอมรับให้เป็นเครื่องมือท่ีใช้ในการประเมินการยอมรับเทคโนโลยีที่มีการใช้งานอย่างแพร่หลาย อาทิ

เช่น งานวิจัยเรื่อง Explaining Social Media Adoption for a Business Purpose: An Application of the 

UTAUT Model (Puriwat & Tripopsakul, 2021) ได้ใช้ UTAUT ในการประเมินการยอมรับการใช้ Social media 

adoption ในเชิงธุรกิจ เป็นต้น เหตุผลท่ีงานวิจัยน้ีได้น�ำ UTAUT มาใช้ในการประเมินการยอมรับเทคโนโลยีเนื่องจาก 
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UTAUT เป็นการผสมผสานทฤษฎีต่าง ๆ  ด้านพฤติกรรมการยอมรับในหลายทฤษฎีไว้ด้วยกัน ได้แก่ ทฤษฎีการกระท�ำ 

ด้วยเหตุผล (TRA: Theory of Reasoned Action) ทฤษฎีพฤติกรรมตามแผน (TPB: Theory of Planned  

Behavior) ทฤษฎีการแพร่กระจายนวัตกรรม (IDT: Innovation Diffusion Theory) แบบจ�ำลองการจูงใจ (MM: 

Motivational Model) และแบบจ�ำลองการยอมรับเทคโนโลยี(TAM: Technology Acceptance Model) เพื่อที่จะ

ลดข้อจํากัดของแต่ละทฤษฎีและเพิ่มประสิทธิภาพในการประเมิน 

	 ในงานวิจัยนี้ได้น�ำเสนอกรอบแนวคิดการยอมรับเทคโนโลยี โดยท�ำการประเมินโดยการใช้แบบสอบถาม

กับผู้ดูแลชุมชนและลูกบ้านท่ีใช้งานระบบ ดังแสดงภาพที่ 11

ภาพท่ี 11 กรอบแนวคิดการประเมินการยอมรับเทคโนโลยีด้วย UTAUT Model

	 จากภาพที ่11 ใช้ปัจจยัทีค่าดว่าจะมผีลในการประเมนิการยอมรบัในเทคโนโลย ี7 ปัจจยั ได้แก่ เพศ บทบาท 

อายุ อาชีพ รายได้ และสถานภาพ และกลุ่มผู้ใช้งาน โดยจะประกอบด้วยชุดค�ำถาม ดังตารางที่ 2
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	 ระดับคะแนนในการประเมินโดยเป็นออกเป็น 5 ระดับ ดังแสดงในตารางที่ 3

ตารางท่ี 2 ตารางแสดงชุดค�ำถามของ UTAUT

ตัวแปรแฝง ตัวแปรสังเกตได้ ค�ำอธิบาย

ความคาดหวังในความพยายามใช้

(Effort Expectancy)

	 PE3	 เป็นระบบมีการรักษาความปลอดภัยของข้อมูล

	 EE1	 เป็นระบบที่เข้าใจง่าย

	 EE2	 เป็นระบบที่ไม่ซับซ้อน รายงานผลอย่างตรงไปตรงมา

	 EE3	 เป็นระบบช่วยลดปัญหาความปลอดภัยในที่อาศัยได้

	 SI1	 เทคโนโลยีที่ทันสมัยขึ้นมีผลต่อการเลือกใช้งานระบบ

	 SI2	 บุคคลที่ให้ความรู้มีผลต่อการเลือกใช้ระบบ

	 SI3	 สภาพสังคมในปัจจุบันมีผลต่อการเลือกใช้งานระบบ

	 FC1	 คุณมีความรู้ที่จ�ำเป็นในการใช้งานระบบ

	 FC2	 คณุมคีนรูจ้กัทีส่ามารถช่วยคณุได้เมือ่ต้องเผชญิกบัปัญหา

		  ในการใช้งานระบบ

	 FC3	 คุณมีทรัพยากรที่จ�ำเป็นในการใช้งานระบบ

	 BI1	 คุณคิดว่าจะเริ่มใช้งานระบบในทันที

	 BI2	 คุณคิดว่าจะเริ่มใช้งานระบบในอีกสักระยะ

	 BI3	 คุณคิดว่าจะเริ่มใช้งานระบบอีกหลายเดือน

	 UB1	 คุณชอบการแจ้งผลการตรวจสอบไปยังมือถือของผู้ดูแล

	 UB2	 คุณยินดีในการมอบข้อมูลชีวมิติเข้าสู่ระบบ

อิทธิพลของสังคมต่อการใช้งาน

(Social Influence)

สภาพสิ่งอ�ำนวยความสะดวก

ในการใช้งาน

(Facilitating Conditions)

พฤติกรรมความตั้งใจในการใช้งาน

(Behavior Intention)

พฤติกรรมการใช้งาน

(Use Behavior)

ตารางท่ี 3 เกณฑ์ในการสรุปผลประเมินความคิดเห็น

ระดับ คะแนนเฉลี่ย

1.	 เห็นด้วยมากท่ีสุด	 4.21 - 5.00

2.	 เห็นด้วยมาก		  3.41 - 4.20

3.	 เห็นด้วยปานกลาง	 2.61 - 3.40

4.	 เห็นด้วยน้อย		  1.81 - 2.60

5.	 เห็นด้วยน้อยท่ีสุด	 1.00 - 1.80
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ผลการทดลองและวิจารณ์ 

	 ผลการทดลองในงานวิจัยน้ีประกอบด้วยผลการประเมินประสิทธิภาพของอุปกรณ์และผลการประเมิน

การยอมรับการใช้งานอุปกรณ์ โดยผลการประเมินประสิทธิภาพด้วยการค�ำนวณค่าความถูกต้องแม่นย�ำของอุปกรณ์ 

มีค่าความแม่นย�ำ 98% และผลการประเมินการยอมรับการใช้อุปกรณ์โดยการสร้างแบบสอบถามผ่านระบบ Google  

Form โดยท�ำการให้กลุ่มตัวอย่างท้ัง 3 กลุ่ม กลุ่มละ 50 คน รวมทั้งสิ้น 150 คน ท�ำการประเมินและแสดงค่าสถิติ 

เชิงพรรณนา ดังตารางท่ี 4

ตารางท่ี 4 แสดงค่าสถิติเชิงพรรณนา

ค่าสถิติ ลักษณะทางประชากรของกลุ่มตัวอย่าง ความถี่ ร้อยละ

	 เพศ	 ชาย	 72	 48

		  หญิง	 71	 47.33

		  อื่น ๆ	 7	 4.67

	 บทบาท	 ผู้ดูแล	 24	 16.00

		  ผู้พักอาศัย	 126	 14.67

	 อายุ	 ต�่ำกว่า 20 ปี	 22	 35.33

	  	 21 – 30	 53	 32.67

		  31 – 40	 49	 12.00

		  41 – 50	 18	 4.67

		  51 – 60	 7	 0.67

		  มากกว่า 60 ปี	 1	 30.00

	 อาชีพ	 นักเรียน/นักศึกษา	 45	 12.00

		  พ่อบ้าน/แม่บ้าน	 18	 21.33

		  พนักงานภาคเอกชน	 32	 13.33

		  รับราชการ/หนักงานรัฐวิสาหกิจ	 20	 18.67

		  อาชีพอิสระ	 28	 2.67

		  อื่น ๆ	 4	 28.67

	 รายได้ต่อเดือน	 ต�่ำกว่า 15,000	 43	 31.33

		  15,001 – 30,000	 47	 30.00

		  30,001 – 45,000	 45	 6.67

		  45,001 – 55,000	 10	 3.33

		  มากกว่า 55,000	 5	 56.00
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ตารางท่ี 4 (ต่อ)

ค่าสถิติ

ตัวแปรแฝง

ลักษณะทางประชากรของกลุ่มตัวอย่าง

ค่าเฉลี่ย SD แปรผล

ความถี่ ร้อยละ

	 สถานภาพ	 โสด	 84	 44.00

		  สมรส	 66	 14.67

	 กลุ่มที่พักอาศัย	 ชุมชนท้องถ่ิน	 50	 33.33

		  ชุมชนคอนโดมิเนียม	 50	 33.33

		  ชุมชนหมู่บ้านจัดสรรค์	 50	 33.33

ตารางท่ี 5 แสดงค่าเฉลี่ยและส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตัวชี้วัด

	 ความคาดหวังในประสิทธิภาพการใช้			 

เป็นระบบมีการท�ำงานท่ีรวดเร็ว			   4.10	 0.79	 มาก

เป็นระบบมีความแม่นย�ำสูง			   4.10	 0.72	 มาก

เป็นระบบมีการรักษาความปลอดภัยของข้อมูล		  4.03	 0.84	 มาก

	 ความคาดหวังในความพยายามใช้			 

เป็นระบบที่เข้าใจง่าย			   4.07	 0.80	 มาก

เป็นระบบที่ไม่ซับซ้อน รายงานผลอย่างตรงไปตรงมา		  4.04	 0.80	 มาก

เป็นระบบช่วยลดปัญหาความปลอดภัยในท่ีอาศัยได้		  4.25	 0.70	 มากที่สุด

	 อิทธิพลของสังคมต่อการใช้งาน			 

เทคโนโลยีที่ทันสมัยขึ้นมีผลต่อการเลือกใช้งานระบบ		  3.99	 0.92	 มาก

บุคคลที่ให้ความรู้มีผลต่อการเลือกใช้ระบบ		  3.97	 0.85	 มาก

สภาพสังคมในปัจจุบันมีผลต่อการเลือกใช้งานระบบ		  3.93	 0.91	 มาก

	 สภาพสิ่งอ�ำนวยความสะดวกในการใช้งาน			 

คุณมีความรู้ที่จ�ำเป็นในการใช้งานระบบ		  4.02	 0.83	 มาก

คุณมีคนรู้จักที่สามารถช่วยคุณได้เม่ือต้องเผชิญกับปัญหาในการใช้งานระบบ	 3.93	 0.89	 มาก

ในชุมชนของท่านคุณมีความพร้อมท่ีจ�ำเป็นในการใช้งานระบบ		  4.05	 0.87	 มาก
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	 จากตารางท่ี 4 แสดงค่าสถิติเชิงพรรณนา พบว่าค่าเฉลี่ยความพึงพอใจอยู่ในระดับเห็นด้วยมาก มีค่าเฉลี่ย 

4.00 ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเฉลี่ยเท่ากับ 0.83 โดยประเด็นที่มีค่าเฉลี่ยมากที่สุด ได้แก่ การเป็นระบบช่วยลดปัญหา

ความปลอดภัยในท่ีอาศัยได้โดยมีค่าเฉลี่ยอยู่ในระดับเห็นด้วยมากที่สุด มีค่าเท่ากับ 4.25 และประเด็นที่มีค่าเฉล่ีย 

น้อยที่สุด ได้แก่ คุณคิดว่าจะเริ่มใช้งานระบบอีกหลายเดือน โดยมีค่าเฉลี่ยอยู่ในระดับปานกลาง มีค่าเท่ากับ 3.18

การแสดงค่าเฉลี่ยและส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของตัวชี้วัดแบ่งตามกลุ่มทดสอบ

	 จากผลการส�ำรวจพบว่าปัจจัยท่ีมีคะแนนมากที่สุดได้แก่การเป็นระบบที่ช่วยลดปัญหาความปลอดภัย 

ในชุมชนได้ และรองลงมาได้แก่ความต้องการท่ีจะใช้งานระบบในทันที ดังแสดงในภาพที่ 12

 

ตัวแปรแฝง ค่าเฉลี่ย SD แปรผล

ตารางท่ี 5 (ต่อ)

	 พฤติกรรมความตั้งใจในการใช้งาน			 

คุณคิดว่าจะเริ่มใช้งานระบบในทันที		  4.14	 0.80	 มาก

คุณคิดว่าจะเริ่มใช้งานระบบในอีกสักระยะ		  4.03	 0.85	 มาก

คุณคิดว่าจะเริ่มใช้งานระบบอีกหลายเดือน		  3.18	 0.95	 ปานกลาง

	 พฤติกรรมการใช้งาน			 

คุณชอบการแจ้งผลการตรวจสอบไปยังมือถือของผู้ดูแล		  4.09	 0.81	 มาก

คุณยินดีในการมอบข้อมูลชีวมิติเข้าสู่ระบบ		  4.01	 0.81	 มาก

		  ค่าเฉลี่ย	 4.00	 0.83	 มาก

ภาพท่ี 12 (ก) แผนภูมิแสดงร้อยละของความต้องการในการใช้งานระบบในทันทีในแต่ละชุมชน 

(ข) ร้อยละของการเป็นระบบที่ช่วยลดปัญหาความปลอดภัยในชุมชนได้
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	 จากภาพท่ี 12 (ก) พบว่ากลุ่มชุมชนท่ีมีความต้องการในการใช้ระบบในทันทีมากที่สุดได้แก่ ชุมชนหอพัก/

คอนโด รองลงมาได้แก่ชุมชนหมู่บ้านจัดสรรและชุมชนท้องถิ่นตามล�ำดับ โดยมีความเห็นว่าเป็นระบบที่ช่วยลดปัญหา

ความปลอดภัยในชุมชนได้เรียงตามล�ำดับ ได้แก่ ชุมชนหอพัก ชุมชนหมู่บ้านจัดสรร และชุมชนท้องถิ่นตามล�ำดับ

สรุป 

	 ในการทดสอบสมมติฐานของงานวิจัยน้ี ซ่ึงมี 2 ข้อ ได้แก่ เพื่อทดสอบประสิทธิภาพของอุปกรณ์การจดจ�ำ

และตรวจสอบใบหน้าว่ามคีวามแม่นย�ำอยูใ่นเกณฑ์ดแีละความพงึพอใจในการยอมรบัการใช้งานอปุกรณ์การจดจ�ำและ

ตรวจสอบใบหน้าอยู่ในเกณฑ์ดี จากผลการทดลองพบว่า ความแม่นย�ำของอุปกรณ์การจดจ�ำและตรวจสอบใบหน้า 

มีความแม่นย�ำมีค่าร้อยละ 98 อยู่ในระดับดีมาก และค่าเฉล่ียความพึงพอใจในการยอบรับเทคโนโลยี มีค่าเฉล่ียเท่ากับ 

4.00 อยู่ในระดับเห็นด้วยในการใช้เทคโนโลยีในระดับเห็นด้วยมาก ท�ำให้สามารถสรุปได้ว่า ประสิทธิภาพของอุปกรณ์

การจดจ�ำและตรวจสอบใบหน้าว่ามีความแม่นย�ำอยู่ในเกณฑ์ดีและการความพึงพอใจในการยอมรับการใช้งานอุปกรณ์

การจดจ�ำและตรวจสอบใบหน้าอยู่ในเกณฑ์ดี มีความเหมาะสมที่จะน�ำไปใช้ในชุมชน โดยชุมชนที่มีความพึงพอใจ 

มากที่สุด ได้แก่ชุมชนหอพัก ชุมชนหมู่บ้านจัดสรร และชุมชนท้องถิ่น ตามล�ำดับ 

ข้อเสนอแนะและงานวิจัยในอนาคต

	 อุปสรรคของการประยุกต์ใช้เทคโนโลยีชีวมิติในการจดจ�ำใบหน้าในงานวิจัยน้ี ได้แก่ อุปสรรคในการ 

ติดตั้งใช้งาน โดยเฉพาะการใช้งานในชุมชนท้องถ่ินท่ีเป็นระบบเปิด มีทางเข้าออกไม่แน่ชัดท�ำให้การวางจุดติดตั้ง

อุปกรณ์มีความไม่แน่นอนซึ่งอาจส่งผลให้ไม่สามารถครอบคลุมได้ทั่วทั้งพื้นที่ชุมชน อีกทั้งยังต้องระวังปัญหาการขโมย

หรือท�ำลายอุปกรณ์จากผู้ไม่ประสงค์ดี อุปสรรคอีกประการ ได้แก่ชุมชนผู้ใช้งานยังมีความกังวลเกี่ยวกับการยินยอม 

ให้ระบบท�ำการเก็บข้อมูลใบหน้าเข้าสู่ระบบซึ่งในกรณีที่ข้อมูลรั่วไหลอาจก่อให้เกิดความเสียหายกับเจ้าของใบหน้าได้ 

ดังนั้นในการน�ำไปใช้งานจริง ผู้พัฒนาควรจะให้ความส�ำคัญในเรื่องของความปลอดภัยของข้อมูลให้เป็นล�ำดับแรก ๆ

	 ในงานวิจัยน้ีเป็นการศึกษาผลการน�ำอุปกรณ์การจดจ�ำและตรวจสอบใบหน้ามาใช้ในการเฝ้าระวังคน 

แปลกหน้าที่เข้ามาในชุมชนผู้อาศัย ในการน�ำไปใช้จริงในอนาคตควรที่จะเน้นในเรื่องความปลอดภัยของข้อมูล 

สถาปัตยกรรมในการจัดเก็บข้อมูล รวมทั้งการยินยอมของผู้พักอาศัยในชุมชนนั้น ๆ อีกทั้งตัวอุปกรณ์การจดจ�ำและ

ตรวจสอบใบหน้าในงานวิจัยน้ีเป็นเพียงต้นแบบ ยังขาดในเรื่องความทนทานของตัวอุปกรณ์ 
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บทควำมวิจัย

บทคัดย่อ 

 ว่านนางค�า (Curcuma aromatica Salisb.) จัดอยู่ในวงศ์ขิง (Zingiberaceae) เป็นสมุนไพรไทยที่ใช้

ในแพทย์แผนไทยเป็นเวลานานการศึกษาครั้งนี้มีจุดประสงค์เพื่อการตรวจเอกลักษณ์ทางเภสัชเวทและฤทธิ์การต้าน

อนุมูลอิสระของสมุนไพรว่านนางค�า แหล่งท่ีมา จากกรมวิชาการเกษตรและการประเมินลักษณะทางมหทรรศน์และ

จุลทรรศน์ของเครื่องยาสมุนไพร ดูลักษณะภายนอกและลักษณะผงยาสมุนไพรว่านนางค�าและมีการวิเคราะห์เบื้องต้น

ด้วยเทคนิคทินเลเยอร์โครมาโทกราฟีโดยใช้แผ่นซิลิกาเจล 60 GF254 เป็นวัฏภาคคงที่ โดยใช้ตัวท�าละลายโครโรฟอร์ม

ต่อเมทานอล (9:1) รวมท้ังแก๊สโครมาโทกราฟฟี การสกัดน�้ามันหอมระเหยโดยใช้วิธีการกลั่นด้วยไอน�้าและวิเคราะห์

ด้วยแก๊สโครมาโตกราฟี การระบุองค์ประกอบทางเคมีท่ีระเหยง่ายได้ด�าเนินการโดยการวิเคราะห์แก๊สโครมาโตกราฟี

แมสสเปกโตรเมทรี พบว่า มีน�้ามันหอมระเหยท่ีพบมากที่สุดคือ β-Curcumene ใน retention time ที่ 31.25 

คิดเป็นร้อยละ 49.83 ของพื้นท่ี รองลงมา ได้แก่ α-Curcumene retention time ที่ 29.97 คิดเป็นร้อยละ 30.48 

ตามล�าดับ ซึ่งเป็นสารในกลุ่ม Curcuminoids และมีการศึกษาการต้านฤทธิ์ออกซิเดชั่นด้วยวิธีการต้านอนุมูลอิสระ

ดีพีพีเอช พบว่า สารสกัดว่านนางค�ามีฤทธิ์ที่ดี IC
50
 = 0.207 ไมโครกรัมต่อมิลลิลิตร และสารควบคุมกลุ่มเชิงบวก

แอสคอร์บิค แอซิด พบว่ามีฤทธ์ิท่ีดี IC
50 

= 0.195 ไมโครกรัมต่อมิลลิลิตร สารบีเอชที พบว่ามีฤทธิ์ที่ดี IC
50
 = 8.460 

ไมโครกรัมต่อมิลลิลิตรและสารเควซิทิน พบว่ามีฤทธ์ิท่ีดี IC
50
 = 3.137 ไมโครกรัมต่อมิลลิลิตร ตามล�าดับ

ค�ำส�ำคัญ: ว่านนางค�า เภสัชเวท ทินเลเยอร์โครมาโทกราฟี แก๊สโครมาโทกราฟฟี ดีพีพีเอช

ABSTRACT 

 Curcuma aromatica Salisb. (Zingiberaceae) have been used in traditional Thai medicine 

for a long time. This study was carried out to develop the pharmacognostic specifications by 
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qualitative content of C. aromatica Salisb. The sample was collected from the Department of 

Agriculture in Thailand. Macroscopic and microscopic characteristics of crude drug was illustrated. The 

physicochemical parameters of C. aromatica Salisb. was prelim analyzed by thin layer chromatography 

(TLC) using silica gel60 GF254 as stationary phase. Chloroform and methanol (9:1) were used as 

mobile phase. Volatile oils were extracted using steam distillation method and subjected to gas 

chromatographic analysis. Identification of the volatile chemical constituents were performed by 

Gas chromatography mass spectrometry (GC-MS) analysis. Gas Chromatography-Mass Spectrometry 

(GC-MS) was demonstrated the most common volatile oil was β-Curcumene in retention time at 

31.25, accounting for 49.83 % of the area, followed by α-Curcumene retention time at 29.97 %, 

accounting for 30.48 %, respectively. It is a substance in the Curcuminoids group. The free radical 

scavenging potentials of the ethanolic extract of C. aromatica Salisb. was demonstrated with the 

IC
50
 of 0.207 µg/ml for DPPH and the IC

50
 of 0.195 µg/ml for Ascorbic acid, the IC

50
 of 8.460 µg/ml 

for BHT, the IC
50
 of 3.137 µg/ml for Quercetin.

Keywords: Curcuma aromatica Salisb., pharmacognostic, thin layer chromatography, Gas 

chromatography, DPPH

บทน�ำ 

	 ว่านนางค�ำ (Curcuma aromatica Salisb.) เป็นว่านที่อยู่ในกลุ่มหรือวงศ์เดียวกันกับข่า และขิง และ 

มีลักษณะคล้ายกับขม้ิน มีใบกว้าง และใหญ่กว่า และมีแถบแดงที่ขอบ และเส้นกลางใบ เป็นว่านที่ส่วนใหญ่นิยม 

น�ำหัวว่านมาใช้ท�ำเป็นผลิตภัณฑ์เสริมความงาม เครื่องส�ำอาง รวมถึงใช้เป็นยาสมุนไพรรักษาโรคต่าง ๆ  โดยประโยชน์

ทางยาทางแพทย์แผนไทย มีสรรพคุณใช้ฝนแก้เม็ดผื่นคันและโรคผิวหนังชนิดคันอย่างรุนแรง รับประทานเป็นยาขับลม

ในล�ำไส้ แก้ปวดท้อง แก้ฟกช�้ำและข้อเคล็ดหรือห่อท�ำลูกประคบใช้ประคบแก้โรคเหน็บชา ชาตามกล้ามเนื้อ ชาตาม

แขนขา (Shamim, 2011) 

	 กรมวิชาการเกษตรจึงได้เร่งผลักดันให้เกษตรกรปลูกสมุนไพรภายใต้ระบบ GAP เพื่อยกระดับคุณภาพ 

และมาตรฐานสมุนไพรไทยให้เป็นที่ยอมรับ ซึ่งได้เร่งผลักดันให้เกษตรกรปลูกสมุนไพรชนิดหนึ่งใน 18 ชนิด ได้แก่ 

กระชาย กระชายด�ำ ขม้ินชัน บัวบก ขิง ข่า อบเชย ว่านหางจระเข้ ว่านชักมดลูก ว่านนางค�ำ ฟ้าทะลายโจร ฟักข้าว 

เจียวกู่หลาน เพกา เพชรสังฆาต มะดัน หญ้าปักก่ิง หญ้าหวาน จ�ำนวน 818 ราย เป็นพื้นที่ 2,842.46 ไร่ โดยในจ�ำนวน

ดังกล่าว เป็นสมุนไพรประเภท Product champion คือ บัวบก ไพล กระชายด�ำและขมิ้นชัน จ�ำนวน 134 ราย  

คิดเป็นพื้นที่ 165.23 ไร่ และเตรียมเข้าระบบรับรองแปลงอินทรีย์ มีพืช 21 ชนิด ได้แก่ กระชาย กระชายด�ำ ขมิ้นชัน  

บัวบก ขิง ข่า อบเชย ว่านน�้ำ ว่านหางจระเข้ ว่านชักมดลูก ว่านนางค�ำ ฟ้าทะลายโจร ฟักข้าว หญ้าปักกิ่ง ย่านาง 

หญ้าหวาน เจตมูลเพลิง เจียวกู่หลาน เพกา เพชรสังฆาต กระทือ จ�ำนวน 458 ราย พื้นที่ 280.1 ไร่ โดยมี Product 

champion บัวบก ไพล กระชายด�ำ ขม้ินชัน รวม 47 ราย พื้นที่ 39.88 ไร่ ซึ่งว่านนางค�ำเป็นสมุนไพรเศรษฐกิจที่ส�ำคัญ 

(Department of Agriculture, 2019)

	 สมุนไพรไทยท่ีมีศักยภาพตรงความต้องการของตลาด การพัฒนาอุตสาหกรรมและตลาดสมุนไพรให้มี

คุณภาพระดับสากล การส่งเสริมการใช้เพื่อการรักษาโรค เสริมสร้างสุขภาพ และการสร้างความเข็มแข็งด้านการ
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บรหิารและนโยบายภาครฐัเพือ่ขบัเคลือ่นสมนุไพรอย่างยัง่ยนืกระทรวงเกษตรและสหกรณ์ มกีารขบัเคล่ือนด้านวตัถดุบิ

สมุนไพร ขับเคลื่อนเป้าหมายยุทธศาสตร์ท่ี 1 ในประเด็นที่ 1 การส่งเสริมผลิตผลสมุนไพรไทยที่มีศักยภาพตรงความ

ต้องการของตลาด ประกอบกับ แผนการส่งเสริมการเพิ่มผลิตภาพสมุนไพรที่มีคุณภาพสู่การผลิตสมุนไพรที่มีมูลค่าสูง 

สนับสนุนให้เกิดเศรษฐกิจ BCG เพิ่มความสามารถในการแข่งขันภาคเกษตร กระจายรายได้สู่เกษตรกร

	 โดยต้นน�้ำ ผลิตสมุนไพรปลอดภัยให้ได้มาตรฐาน GAP หรือเกษตรอินทรีย์ใช้เทคโนโลยีในการผลิต  

มีการปลูกแปลงใหญ่ สนับสนุนกลุ่มวิสาหกิจ สหกรณ์ กลางน�้ำ การแปรรูปผลิตภัณฑ์ ใช้เทคโนโลยีเพื่อเพิ่มมูลค่า  

มีนวัตกรรมต่อยอด มีการลงทุนวิจัย และปลายน�้ำ ส่งเสริมตลาดชุมชน ออนไลน์ตลาดกลางสมุนไพร โดยมีการ 

ขับเคลื่อนการผลิตสมุนไพร ก�ำหนดพืช Product champion 12 ชนิด ได้แก่ กวาวเครือขาว กระชายด�ำ ขมิ้นชัน  

บัวบก มะขามป้อม กระชาย พริก ฟ้าทะลายโจร กระเจี๊ยบแดง หญ้าหวาน ว่านหางจระเข้ ไพล ทั้งนี้ในปี 2564 

กระทรวงเกษตรและสหกรณ์ได้ด�ำเนินการส่งเสริมการปลูกพืชสมุนไพรให้เกษตรกร จ�ำนวน 363,353 ราย รวมพื้นที่

ปลูกสมุนไพร 1,151,495 ไร่ท้ังน้ี ได้ส่งเสริมการจัดท�ำมาตรฐานเพื่อส่งเสริมการผลิตสมุนไพร Product Champion 

12 ชนิด ให้ได้คุณภาพมาตรฐาน โดย กรมวิชาการเกษตร ด�ำเนินการพัฒนาห้องปฏิบัติการที่ได้มาตรฐาน (ISO 17025) 

เพื่อรองรับการให้บริการการตรวจสอบคุณภาพวัตถุดิบสมุนไพร กรมส่งเสริมการเกษตร กรมวิชาการเกษตร ส�ำนักงาน

การปฏิรูปที่ดินเพื่อเกษตรกรรม กรมพัฒนาที่ดิน กรมส่งเสริมสหกรณ์ส�ำนักงานเศรษฐกิจการเกษตร กรมปศุสัตว์

ร่วมจัดท�ำระบบฐานข้อมูลสมุนไพร โดยมีศูนย์เทคโนโลยีสารสนเทศและการสื่อสาร ส�ำนักงานปลัดกระทรวงเกษตร

และสหกรณ์เป็นหน่วยงานกลางในการจัดท�ำระบบฐานข้อมูลสมุนไพรต่อไป (Department of Agriculture, 2019)

ร่างกายของมนุษย์เรานั้นมีผลเสี่ยงมากมายที่ท�ำให้เกิดโรค เช่น โรคมะเร็ง โรคหัวใจ การเจ็บป่วยต่าง ๆ เน่ืองจาก 

ความเสี่ยงต่าง ๆ ที่อยู่รอบตัวเรา ไม่ว่าจะเป็นอาหารทอด อาหารย่าง อาหารปิ้ง เป็นต้น รวมทั้งอากาศเสีย มลภาวะ 

ควัน ท�ำให้ร่างกายมีการแบ่งเซลล์ที่ผิด เนื่องจากเกิดจากอนุมูลอิสระที่มาจากร่างกายหรือส่ิงแวดล้อมภายนอก 

ที่ก่อให้เกิดโรคดังกล่าว (Rizwana, 2015) ซึ่งอนุมูลอิสระที่เกิดขึ้นมีบทบาททั้งที่จ�ำเป็นและส�ำคัญต่อร่างกายและ 

อีกด้านหนึ่งถ้าไม่สามารถควบคุมปฏิกิริยาท่ีเกิดขึ้น จากสารว่องไวปฏิกิริยาจะสามารถก่อการบาดเจ็บ และสามารถ

เกิดโรคขึ้นได้ สารต้านอนุมูลอิสระมีท้ังท่ีเป็นโมเลกุลขนาดเล็กที่มีในร่างกาย เช่น วิตามิน ซี อี กรดไลโปอิค  

เบต้า-แคโรทีน เป็นต้น (Kukongviriyapan, 2015) 

	 ดังนั้นการวิจัยในครั้งน้ีจึงมุ่งท่ีจะศึกษาการตรวจเอกลักษณ์ทางเภสัชเวทและฤทธิ์การต้านอนุมูลอิสระ 

ของสมุนไพรว่านนางค�ำเพื่อเป็นหลักในการเลือกใช้สมุนไพรและมาตรฐานในการผลิตยา ส่งเสริมศักยภาพในการ

ผลิต ทั้งการผลิตยาในการรักษาโรคต่าง ๆ ท่ีได้มาตรฐานต่อไป รวมทั้งกรมวิชาการเกษตรได้เร่งผลักดันให้เกษตรกร 

ปลูกสมุนไพรชนิดหนึ่งใน 18 ชนิด (Department of Agriculture, 2019)

วิธีการ 

	 ขั้นท่ี 1 การเก็บตัวอย่าง

	 ศึกษาสมุนไพรและแหล่งท่ีเก็บสมุนไพร โดยได้รับการตรวจพิสูจน์ (Authentication) เปรียบเทียบ  

เพื่อยืนยันชนิดของตัวอย่างสมุนไพร (Herbarium) จากตัวอย่างพันธุ์ไม้อ้างอิง จากส�ำนักหอพันธุ์ไม้ กรมอุทยาน 

สัตว์ป่าและพันธุ์พืช กรมวิชาการเกษตร ร่วมกับการยืนยันชนิดของพันธุ์ไม้จากผู้เชี่ยวชาญ 

	 การเก็บตัวอย่าง

	 เก็บตัวอย่างสมุนไพรว่านนางค�ำ (ส่วนเหง้า) จากกรมวิชาการเกษตร จังหวัดกรุงเทพมหานคร โดยศึกษา 
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สมุนไพรและแหล่งท่ีเก็บสมุนไพร โดยได้รับการตรวจพิสูจน์ (Authentication) เปรียบเทียบ เพื่อยืนยันชนิด 

ของตัวอย่างสมุนไพร (Herbarium) จากตัวอย่างพันธุ์ไม้อ้างอิง จากส�ำนักหอพันธุ์ไม้ กรมอุทยานสัตว์ป่าและพันธุ์พืช 

ร่วมกับการยืนยันชนิดของพันธุ์ไม้จากผู้เชี่ยวชาญ 

	 ขั้นท่ี 2 ศึกษาวิธีการทดลอง ทฤษฎีต่าง ๆ ในการท�ำการทดลอง

	 การตรวจเอกลักษณ์ทางเภสัชเวท

	 ดูลักษณะของ monograph ของสมุนไพร ในแต่ละ monograph ของแต่ละตัวยาประกอบด้วยข้อก�ำหนด 

ถือว่าเป็นข้อบังคับ (Requirements) และข้อก�ำหนดในรูปแบบทั่วไป (General Notices) ซึ่งอย่างไรก็ตามโดยทั่วไป 

ตรวจสอบเอกลักษณ์ทางมหทรรศน์ (Macroscopical) และจุลทรรศน์ (Microscopical) ซึ่งเป็นการตรวจสอบ

เอกลักษณ์ทางเภสัชเวท

	 1.	 ตรวจสอบเอกลักษณ์ทางมหทรรศน์ (Macroscopical)

		  น�ำตัวอย่างว่านนางค�ำมาศึกษาท่ีเห็นได้ประสาทสัมผัส เช่น การมอง การดมกล่ิน ลักษณะภายนอก 

ที่เห็น ใบ ราก ล�ำต้น เป็นต้น หลังจากน้ันน�ำมาวาดรูปโดยก�ำหนดอัตราส่วนที่ถูกต้อง

	 2.	 ตรวจสอบเอกลักษณ์ทางจุลทรรศน์ (Microscopical)

		  น�ำตัวอย่างมาบดให้ละเอียดเป็นผง โดยการน�ำมาใส่สไลด์ส่องกล้องจุลทรรศน์จ�ำนวนเล็กน้อย 

แล้วใช้พู่กันเกลี่ยให้เข้ากัน น�ำน�้ำมาใส่สไลด์เล็กน้อยแล้วปิดด้วยกระจกปิดสไลด์ น�ำส่องกล้องจุลทรรศน์ใช้ก�ำลังขยาย 

4x 10x 20x เพ่ือดูลักษณะของสมุนไพรอย่างละเอียด

	 การตรวจสอบเอกลักษณ์ทางเคมี

	 1.	 ตรวจสอบเอกลักษณ์ขององค์ประกอบทางเคมีบนรงคเลขผิวบางโดยเทคนิคทินเลเยอร์โครมาโทกราฟี 

(Thin-layer Chromatographic identification: TLC)

		  การเตรียมสารละลาย

		  น�ำตวัอย่างผงยาว่านนางค�ำแบบแห้ง 2 กรมั สกดัด้วยตวัท�ำละลายเอทานอล จ�ำนวน 20 มลิลิลิตร น�ำไป 

องัในเตาความร้อน เมือ่ได้ตะกอนเตมิเอทานอล 1000 ไมโครลติร เพือ่ละลายเป็นสารละลาย โดยวธิกีาร น�ำออโต้ปิเปต

ดูดบรรจุสารละลาย จ�ำนวน 3 ไมโครลิตร ลงในบนแผ่นซิลิกาเจล (TLC Silica gel 60 F254) โดยแต่ละตัวอย่างห่างกัน 

1 เซนติเมตรแล้วผึ่งให้แห้ง การตรวจสอบและน�ำแผ่นซิลิกาเจลใส่ในอุปกรณ์คอลัมน์ (column) ที่เตรียมสารละลาย 

ขนาด 10×10 เซนติเมตร โดยสารละลายท่ีเตรียมไว้ คลอโรฟอร์ม (chloroform) : เมทานอล (methanol) อัตราส่วน 

9:1 เพื่อเป็นเฟสเคลื่อนท่ี (mobile phase)

	 2.	 Gas chromatography แก๊สโครมาโทกราฟีเป็นเทคนคิทีใ่ช้ส�ำหรบัแยกตวัอย่างทีเ่ป็นสารผสมทีร่ะเหย

ได้โดยเปลี่ยนสารผสมให้เป็นไอท่ีอุณหภูมิหน่ึง ไอที่เกิดขึ้นจะถูกน�ำเข้าสู่คอลัมน์โดยอาศัยการพาไปของเฟสเคลื่อนที่ 

(mobile phase) หรือ carrier gas ตาม flow rate ที่ต้องการ ภายในคอลัมน์บรรจุด้วยสารที่ท�ำหน้าที่ในการแยก 

เรียกว่า เฟสคงที่ (stationary phase) สารผสมจะถูกแยกออกเป็นส่วนๆที่คอลัมน์นี้ ด้วยความแตกต่างของสมบัติ

ทางเคมีโครงสร้างน�้ำหนักโมเลกุลโดยที่จุดเดือดสารที่แยกได้ผ่านออกไปสู่ส่วนตรวจวัด (detector) ท�ำให้เกิดสัญญาณ 

ไฟฟ้าส่งไปยังระบบประมวลผล (data system) ซึ่งสามารถค�ำนวณและรายงานผลออกมาเป็นโครมาโทรแกรม  

ให้ทราบถึงองค์ประกอบหรือเทียบปริมาณของสารตัวอย่างได้กล่าวคือสามารถวิเคราะห์ได้ทั้งเชิงปริมาณและคุณภาพ 

วิธีการ เครื่องแก๊สโครมาโทกราฟี (GC 2010 plus, Shimadzu, ญี่ปุ่น) ประกอบด้วยเครื่องฉีดตัวอย่างอัตโนมัติ (AOC 

5000 plus, Shimadzu, ญ่ีปุ่น) คอลัมน์ชนิด HP-5MS (30 เมตร x 0.25 มิลลิเมตร x 0.25 ไมโครเมตร, Agilent 



52 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีที่ 17 ฉบับที่ 1 (มกราคม - มิถุนายน 2565)

Technologies, เยอรมนี) เครื่องแก๊สโครมาโทกราฟตั้งอุณหภูมิ ของส่วนฉีดสารที่ 300 องศาเซลเซียส ปริมาตร 

การฉีด ตัวอย่าง 3 ไมโครลิตร โปรแกรมอุณหภูมิของตู้อบ เริ่มต้นที่อุณหภูมิ 130 องศาเซลเซียส และคงที่ไว้เป็น  

เวลา 2 นาที จากนั้นเพิ่มอุณหภูมิจนถึง 180 องศา เซลเซียส ด้วยอัตรา 15 องศาเซลเซียสต่อนาที เพิ่มอุณหภูมิต่อไป 

จนถึง 230 องศาเซลเซียส ด้วยอัตรา 2.5 องศาเซลเซียสต่อนาที และเพิ่มอุณหภูมิจนถึง 300 องศาเซลเซียส ด้วยอัตรา  

30 องศาเซลเซียสต่อนาที และคงท่ีไว้ 18 นาที เครื่องตรวจวัดมีอุณหภูมิ 310 องศาเซลเซียส โดยมีแก๊สฮีเลียม 

เป็นแก๊สตัวพาที่มี อัตราการไหลท่ีความเร็งเชิงเส้น 25 เซนติเมตรต่อวินาที

	 3.	 ค่าเฉลี่ยของปริมาณน�้ำมัน เป็นการก�ำหนดปริมาณน�้ำมันหอมระเหยเป็นการควบคุมสมุนไพรอีกวิธีหนึ่ง

โดยการกลั่นตัวยาสมุนไพรกับน�้ำ จากน้ันเก็บของเหลวท่ีกลั่นได้วัดในหลอดวัดปริมาตร (graduated tube) โดยน�้ำ 

กับน�้ำมันจะแยกตัวกัน และไหลกลับไปยังภาชนะที่ใช้กล่ัน (distilling flask) โดยน�้ำมันจะอยู่เหนือน�้ำ ท�ำให้อ่านปริมาณ 

ของน�้ำมันได้ วิธีการโดยการช่ังตัวอย่างแบบแห้ง 100 กรัม ต้มในน�้ำอุณภูมิประมาณจุดเดือด 100-140 องศาเซลเซียส 

โดยใช้ความร้อนจากเครื่อง Portable Steam Distillation Unit เครื่องกลั่นน�้ำมันหอมระเหยนี้ใช้กลั่นเพื่อสกัด 

แยกเอาน�้ำมันชนิดน�้ำมันหอมระเหย (Volatile oil) ออกมา

	 4.	 การทดสอบอนุมูลอิสระ การทดสอบดีพีพีเอช เป็นการวัดความสามารถของสารในงานรีดิวซ์ DPPH 

ซึ่งเป็นสารอนุมูลอิสระสีม่วง ดูดกลืนท่ีแสงความยาวคลื่น 515 นาโนเมตร ไปเป็นอนุมูลไนโตรเจนที่คงตัว ซึ่งค�ำนวณ

เป็น % inhibition = [(Abs
DPPH 

– Abs
DPPH

+test) x 100] /Abs
DPPH

) เขียนเป็นกราฟระหว่าง % inhibition และ 

ความเข้มข้น เพื่อหาค่า IC
50

 การวิเคราะห์แปรผลของการต้านอนุมูลอิสระโดยการคิดค่า IC
50

 (Inhibitory 

Concentration) ของแต่ละสารตั้งต้น 

	 การเตรียมสาร DPPH

	 การตรวจวัดอนุมูลอิสระ DPPH ได้ด�ำเนินการในไมโครเพลท 96 หลุม สารสกัดหรือสารควบคุมที่เป็นบวก  

(Ascorbic acid, Quercetin, BHT) เข้มข้น 0.50 มิลลิโมล ในเอทานอลถูกเติมด้วย 100 ไมโครลิตรของสารละลาย 

DPPH (120 ไมโครโมล) ท่ีบ่มเพาะท่ีอุณหภูมิห้องเป็นเวลา 30 นาที ในที่มืดและวัดการดูดกลืนแสงวัดได้จาก

ความยาวคลื่น 515 นาโนเมตร 30 นาที เม่ือครบกําหนดเวลา วัดค่าการดูดกลืนแสง ด้วยเครื่อง Microplate reader 

คํานวณหาค่า % Inhibition สร้างกราฟความสัมพันธ์ระหว่าง % inhibition กับ ความเข้มข้นของสารที่ใช้ในการ

ทดสอบเพื่อหาค่าความเข้มข้นท่ีให้ผลในการต้านอนุมูลอิสระครึ่งหนึ่ง (IC
50

) เปรียบเทียบผลการวิเคราะห์ทดสอบ

ตัวอย่าง 3 ครั้ง ค�ำนวณโดยใช้สูตรต่อไปน้ี % Inhibition = ([Absorbance control-Absorbance sample])/

(Absorbance control) × 100

	 การทดสอบ DPPH-scavenging assay ด้วยเครื่อง Microplate reader

	 ปิเปตสารมาตรฐาน Ascorbic acid หรือสารตัวอย่าง 1000 ไมโครลิตร ในแต่ละความเข้มข้นใน  

96-well plate ในความเข้มข้นต่าง ๆ  โดยทําความเข้มข้นละ 3 ซํ้า จากน้ันใส่สาร DPPH ที่ความเข้มข้น 0.50 มิลลิโมล 

ปริมาตร 100 ไมโครลิตร ในแต่ละหลุมตัวอย่าง โดยที่ใช้ positive control เป็นเมทานอล 100 ไมโครลิตรและ 

เติมสารละลาย DPPH 100 ไมโครลิตร เขย่าและนําไปบ่มที่มืดที่อุณหภูมิห้องเป็นเวลา 30 นาที เมื่อครบกําหนด

เวลา น�ำไปวัดค่าการดูดกลืนแสงที่ความยาวคลื่น 515 นาโนเมตร ด้วยเครื่อง Microplate reader คํานวณหาค่า  

% Inhibition สร้างกราฟความสัมพันธ์ระหว่าง % inhibition กับ ความเข้มข้นของสารที่ใช้ในการทดสอบเพื่อหา 

ค่าความเข้มข้นที่ให้ผลในการต้านอนุมูลอิสระครึ่งหน่ึง (IC
50
) เปรียบเทียบผลการวิเคราะห์ (Brand-Williams et al., 

1995)
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ผลการทดลองและวิจารณ์

	 เอกลักษณ์ทางมหทรรศน์ (Macroscopical)

ภาพท่ี 1 เครื่องยาสมุนไพรว่านนางค�ำ ภาพที่ 2 ภาพวาดของสมุนไพรว่านนางค�ำ

	 จากภาพท่ี 1 และภาพท่ี 2 เป็นลักษณะเครื่องยาสมุนไพรของว่านนางค�ำ มีลักษณะลักษณะเป็นส่วนของ

หัวเหง้าที่อยู่ใต้ดิน ลักษณะของก้านใบยาวแข็ง สีใบเขียวเข้มโดยมีกระดูกและขอบใบสีแดง เนื้อในหัวเหง้ามีสีเหลือง

ถึงสีเหลืองเข้ม หัวเหง้ามีกลิ่นหอมเย็นและมีรสฝาดว่านนางค�ำมีหลายชนิด (Thummatuchsana, 1980) 

	 เอกลักษณ์ทางจุลทรรศน์ (Microscopic)

ภาพท่ี 3 เอกลักษณ์ทางจุลทรรศน์ลักษณะทางผงยา (Microscopic)

 1. โอลีโอเรซิน (oleoresin)  2. ส่วนของท่าล�ำเลียงน�้ำ (fragment of reticulated vessel)

 3. ส่วนของไฟเบอร์ (fragment of fiber) 4. เม็ดสตาร์ชหรือเม็ดแป้ง (starch grain)

 5. พาเรงไคมาท่ีบรรจุในส่วนเม็ดสตาร์ช (parenchyma containing starch grain)

 6. ส่วนตามยาวของพาเรงไคมา (parenchyma, longitudinal view) 
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	 ซึ่งสอดคล้องกับงานวิจัยของ Charoenphon & Jirakornwong (2007) ได้ศึกษาลักษณะเอกลักษณ์

ทางจุลทรรศน์ของผงยา ของสมุนไพรว่านนางค�ำ กายวิภาคของเหง้าสดพบชั้นของกาบใบแห้ง (scale), periderm, 

cortex, endodermoild และ stele มีระบบน�ำน�้ำและอาหารแบบปฐมภูมิกระจายอยู่ทั้งใน cortex และ stele  

ซึ่งพบอาหารสะสมที่ ได้แก่ โอลีโอเรซิน และเม็ดสตาร์ชเป็นจ�ำนวนมาก รวมทั้งพบท่อล�ำเลียงแบบ reticulate, 

scalariform และ spiral ส่วนท่ีพบมากสุดคือ พาเรงไคมา และที่พบน้อยสุด ได้แก่ ไฟเบอร์

	 จากภาพที่ 4 จะเห็นได้ว่า โครมาโทแกรมชนิดแผ่นบางของสารสกัดว่านนางค�ำเทียบกับสารมาตฐาน 

Curcumin ใช้เฟสอยู่กับท่ีคือ TLC aluminium sheet, Silica gel 60 F254 และ Chroroform : Methanol (9:1) 

เป็นเฟสเคลื่อนที่ พ่นด้วยสารละลาย Anisaldehyde ตัวอย่างจากซ้ายไปขวา สารมาตฐาน Curcumin (1-2) และ 

สารสกัดว่านนางค�ำ (3-4) ซ่ึงจะเห็นได้ว่ามีระยะท่ีตรงกับสารมาตฐาน Curcumin ซึ่งในงานวิจัยของ Panicha (2009) 

พบว่า ในว่านนางค�ำมีสารในกลุ่ม Curcuminoids ซ่ึงประกอบด้วย Curcumin ซึ่งมีลักษณะสีเหลือง มีฤทธิ์ในการ 

ต้านอนุมูลอิสระ ต้านการอักเสบ ต้านมะเร็ง และต้านจุลินทรีย์ 

 

ภาพท่ี 4 โครมาโทกราฟีชนิดแผ่นบาง (Thin layer chromatography, TLC) ของสารสกัดว่านนางค�ำ

รูปแบบโครมาโทแกรมของสารสกัดว่านนางค�ำ

(ก) ส่องภายใต้แสงปกติ (ข) ส่องภายใต้แสงอัลตราไวโอเลตที่ความยาวคลื่น 254 นาโนเมตร

(ค) ส่องภายใต้แสงอัลตราไวโอเลตท่ีความยาวคลื่น 366 นาโนเมตร และ (ง) พ่นด้วยสารละลาย Anisaldehyde

(1-2) สารมาตฐาน Curcumin (3-4) สารสกัดว่านนางค�ำ
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ตารางท่ี 1 แก็สโครมาโทกราฟี (Gas chromatography)

Sample name Library search NIST11 Quality tR Area %

β-Curcumene	 97	 31.25	 41.55

α-Curcumene	 99	 29.97	 30.48

(+)-2-Bornanone	 98	 15.45	 5.6

(E)- β-Famesene	 98	 28.5	 3.52

Curzerene	 95	 30.26	 2.13

Isoborneol	 95	 16.08	 1.31

Endo-Borneol	 97	 16.44	 0.78

(-)-β-Elemene	 90	 25.78	 0.43

Caryophyllene	 99	 27.03	 0.34

α-Bergamotene	 99	 26.77	 0.3

α-Phellandrene	 91	 9.483	 0.21

α-Selinene	 98	 30.06	 0.21

δ-Elemene	 96	 23.44	 0.2

(+)-δ-Cadinene	 97	 31.34	 0.15

Selina-3,7(11)-diene	 97	 31.07	 0.15

β-Pinene	 97	 8.498	 0.12

γ-Elemene	 96	 27.41	 0.12

2-Nonanol	 90	 13.29	 0.09

Eremophilene	 91	 31.92	 0.09

D-Limonene	 99	 10.34	 0.08

β-Linalool	 83	 13.22	 0.08

Cis-muurola-3,5-diene	 95	 28.22	 0.07

P-Cymene	 94	 10.16	 0.06

Eucalyptol	 98	 10.48	 0.05

α-Terpineol	 90	 17.37	 0.05

Terpinen-4-ol	 90	 16.74	 0.04

Oil 1



56 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีที่ 17 ฉบับที่ 1 (มกราคม - มิถุนายน 2565)

	 จากตารางที่ 1 จะเห็นได้ว่า น�้ำมันหอมระเหยที่พบมากที่สุดในสมุนไพรว่านนางค�ำ ได้แก่ β -Curcumene 

ในretention time ที่31.25 คิดเป็นร้อยละ 49.825 ของพื้นที่ ล�ำดับ 2 รองลงมา ได้แก่ α-Curcumene retention 

time ที่ 29.97 คิดเป็นร้อยละ 30.48 และล�ำดับ 3 ได้แก่ (+)-2-Bornanone retention time ที่ 15.45 คิดเป็น 

ร้อยละ 5.6 ตามล�ำดับ และน�้ำมันหอมระเหยท่ีพบน้อยที่สุดคือ Terpinen-4-ol etention time ที่ 16.74 คิดเป็น

ร้อยละ 0.04 ซึ่งสอดคล้องกับงานวิจัยของ Panicha (2009) พบน�้ำมันหอมระเหย Curcumin ซึ่งเป็นสารส�ำคัญ 

ของข่าและว่านนางค�ำ ซ่ึงโครมาโทแกรมแก๊สโครมาโทกราฟฟีของน�้ำมันหอมระเหยว่านนางค�ำ แสดงในภาพที่ 5

ภาพท่ี 5 โครมาโทแกรมแก๊สโครมาโทรกราฟีของน�้ำมันหอมระเหยของว่านนางค�ำ

การทดสอบฤทธิ์ต้านอนุมูลอิสระ

	 การวิเคราะห์สารต้านอนุมูลอิสระดีพีพีเอช (DPPH radical scavenging assay)

	 สารสกัดเอทานอลจากว่านนางค�ำ พบว่า มีฤทธิ์ในการยับยั้งอนุมูลอิสระของ IC
50
 เท่ากับ 0.207 ไมโครกรัม

ต่อมิลลิลิตร (ภาพที่ 6) สารมาตรฐาน Ascorbic acid, BHT และ Quercitin เป็นค่าบวกซ่ึงมีค่า IC
50
 0.195 ไมโครกรัม

ต่อมิลลิลิตร (ภาพที่ 7) 8.460 ไมโครกรัมต่อมิลลิลิตร (ภาพที่ 8) และ 3.137 ไมโครกรัมต่อมิลลิลิตร (ภาพที่ 9)  

ตามล�ำดับ
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ภาพท่ี 6 การยับย้ังดีพีพีเอชของสารสกัดว่านนางค�ำ

ภาพท่ี 7 การยับย้ังดีพีพีเอชของแอสคอร์บิค แอซิด
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ภาพท่ี 8 การยับย้ังดีพีพีเอชของบีเอชที

ภาพท่ี 9 การยับย้ังดีพีพีเอชของเควอซิทิน
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สรุปผล

	 การควบคุมคุณภาพทางมหทรรศน์และจุลทรรศน์ รวมทั้งข้อก�ำหนกทางเภสัชเวท จะใช้เพื่อรักษา 

ความปลอดภัยและประสิทธิภาพของยาสมุนไพร กระบวนการที่ส�ำคัญที่สุดอย่างหนึ่งของการควบคุมคุณภาพ 

คือมาตรฐานที่ก�ำหนดข้อก�ำหนดของพารามิเตอร์ด้วยการวัดด้วยกล้องจุลทรรศน์สมบัติทางเคมีฟิสิกส์ลายและ 

โครมาโทกราฟี การหาน�้ำมันหอมระเหยรวมทั้งการหาสารส�ำคัญโดยการเทียบกับสารมาตรฐาน และการหาคุณสมบัติ

ทางเคมีเพื่อให้แน่ใจถึงความบริสุทธิ์และคุณภาพของเครื่องยา รวมทั้งการทดสอบฤทธิ์การต้านอนุมูลอิสระ ซึ่งปัจจุบัน

ในประเทศไทยรัฐบาลได้มีการก�ำหนดนโยบายเกี่ยวกับสมุนไพรไทย ออกเป็นแผนแม่บทแห่งชาติว่าด้วยการพัฒนา

สมุนไพรไทย (พ.ศ.2560 - 2564) โดยเป้าหมายเพื่อส่งเสริมและสนับสนุนสมุนไพรไทย และการใช้ยาที่ผลิตจาก

สมุนไพรไทย และส�ำนักยาและวัตถุเสพติด กรมวิทยาศาสตร์การแพทย์ ได้จัดท�ำต�ำรับยาสมุนไพรไทย (Thai Herbal 

Pharmacopoeia; THP) โดยจัดท�ำครั้งแรกในปี 2538 และประกาศใช้อย่างเป็นทางการเมื่อปี 2541 ต�ำรับยาดังกล่าว

ได้ถกูน�ำไปใช้เป็นมาตรฐานทัง้ในด้านการผลติ การควบคมุคณุภาพและความปลอดภยัของผลติภณัฑ์สมนุไพรไทย และ

เป็นคู่มือการใช้ส�ำหรับบุคลากรทางการแพทย์ เป็นต้น 
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บทควำมวิจัย

บทคัดย่อ 

 งานวิจัยเรื่องน้ีมีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาชนิดของกลุ่มยีสต์เพื่อระบุสายพันธุ์ที่พบในพื้นที่ป่าเขาพลวง 

ด้วยหลักการระบุตามวิวัฒนาการชาติพันธุ ์ ผลการศึกษาตัวอย่างดินที่สุ ่มเก็บจากการแบ่งพื้นที่ตามวิธีการสุ ่ม

เกบ็ตวัอย่างแบบง่ายร่วมกบัการใช้วจิารณญาณ พบยสีต์ทีเ่จรญิบนอาหารสตูร acidified yeast extract malt extract 

agar ที่มีสารปฏิชีวนะคลอแรมเฟนิคอลเข้มข้น 200 มิลลิกรัมต่อลิตร และกรดโพรพิโอนิก ร้อยละ 0.1 ปรับความเป็น

กรดเบสเท่ากับ 3.7 จ�านวน 126 ไอโซเลท เม่ือศึกษาเปรียบเทียบล�าดับนิวคลีโอไทด์ส่วนของ ITS พบยีสต์ 3 สายพันธุ์ 

ได้แก่ Candida tropicalis PRUCT1, Trichosporon asahii PRUTA1, และ Pichia sp. PRUPS1 โดยมีร้อยละ

ความเหมือน 100, 100 และ 99.12 ตามล�าดับ และเปรียบเทียบล�าดับนิวคลีโอไทด์ส่วนของ D1/D2 domain ของ 

large subunit ribosomal DNA (LSU rDNA) หรือ 26S rDNA พบยีสต์ 1 สายพันธุ์ คือ Dipodascus albidus 

PRUDA1 โดยมีร้อยละความเหมือน 91.47

ค�ำส�ำคัญ: ยีสต์พ้ืนถิ่น ป่าเขาพลวง ITS D1/D2 domain

ABSTRACT 

 The objective of this research was to identify the yeast species found in the Khaoploung 

forest area. The results showed that the 126 isolated yeasts were grown on acidified yeast extract 

Received: 2021-06-08
Revised: 2022-05-12
Accepted: 2022-05-20



62 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีที่ 17 ฉบับที่ 1 (มกราคม - มิถุนายน 2565)

malt extract agar which contained the antibiotic chloramphenicol at the concentration of 200 mg / l  

and 0.1 % propionic acid (pH 3.7). In a comparative study of the nucleotide sequences of ITS,  

3 yeast species were identified; namely, Candida tropicalis PRUCT1, Trichosporon asahii PRUTA1, and 

Pichia sp. PRUPS1, with similarity percentage at 100, 100 and 99.12, respectively, and the nucleotide 

sequence of the D1/D2 domain of large subunit ribosomal DNA (LSU rDNA) or 26S rDNA was found 

in Dipodascus albidus PRUDA1 with a percentage of similarity at 91.47.

Keywords: Local yeast, Khaoploung forest, ITS, D1/D2 domain

บทน�ำ

	 ยีสต์ (yeast) เป็นจุลินทรีย์ในอาณาจักรเห็ดรา (Fungi) มีลักษณะการเจริญแบบเซลล์เดี่ยว (unicellular)  

บางชนิดพบการสร้างกลุ่มใยคล้ายรา โดยพบทั้งกลุ่มใยราแท้ (true mycelium) และกลุ่มใยราเทียม (pseudomycelium) 

ทั้งนี้สามารถพบได้ทั้งในน�้ำ ทะเล บรรยากาศ และบนบก (Kurtzmanet al., 2011) การศึกษาความหลากหลาย 

ของยีสต์อาจท�ำได้โดยแยกยีสต์จากแหล่งที่มา และน�ำมาพิสูจน์เอกลักษณ์ ซ่ึงการจัดจ�ำแนกท�ำได้โดยหลักอนุกรม 

วิธานแบบดั้งเดิม (conventional taxonomy) และอนุกรมวิธานระดับโมเลกุล (molecular taxonomy) หรือ 

ใช้อนุกรมวิธานหลายแบบร่วมกัน ที่เรียกว่า polyphasic taxonomy (Vandamme et al., 1996) โดยอนุกรม 

วธิานแบบดัง้เดมิทีใ่ช้ในการจ�ำแนกประเภท (classification) และการจดัจ�ำแนกยสีต์นัน้อาศยัลกัษณะทางสณัฐานวทิยา 

ชีวเคมี และสรีรวิทยา ซ่ึงอาจให้ผลท่ีไม่แน่นอนเพราะข้ึนอยู่กับสภาวะการเลี้ยง ในขณะที่อนุกรมวิธานระดับโมเลกุล 

สามารถช่วยแก้ปัญหาความไม่แม่นย�ำ และขจัดข้อโต้แย้งในการจ�ำแนกได้ (Sawitree, 2013; Kurtzman & Robnett, 

1998; Fell et al., 2000; Lopandic & Prillinger, 2001; Oslan et al., 2012; Haelewaters et al., 2020;  

Li et al., 2020) ดังนั้นล�ำดับนิวคลีโอไทด์จึงสามารถน�ำมาใช้เพื่อบ่งชี้ความสัมพันธ์ในบรรดายีสต์ได้ โดยเฉพาะ 

การเปรียบเทียบล�ำดับนิวคลีโอไทด์ของ nuclear rRNA gene ใช้มากส�ำหรับการประเมินความสัมพันธ์ทางวิวัฒนาการ

ของสิ่งมีชีวิต เนื่องจากมีท้ังส่วนท่ีมีวิวัฒนาการน้อย หรือบริเวณอนุรักษ์ (conserved region) และส่วนที่วิวัฒนาการ

มาก ที่เรียกว่าบริเวณผันแปร (variable region) ท�ำให้สามารถใช้บริเวณอนุรักษ์เป็นจุดอ้างอิง เพื่อเทียบหาความ 

แตกต่างของบริเวณผันแปรได้ ในบรรดา nuclear rRNA gene นั้น D1/D2 domain ของ large subunit (LSU)  

rRNA gene ช่วยในการแยกสปีชส์ีของยสีต์ส่วนใหญ่ได้ดกีว่าบรเิวณอืน่ ซึง่เป็นเป้าหมายหลกัส�ำหรบัการจดัจ�ำแนกยสีต์

อย่างรวดเร็ว รายงานวิจัยแสดงให้เห็นว่ามีการจ�ำแนกยีสต์และรายงานยีสต์จากแหล่งต่าง ๆ  จ�ำนวนมาก และได้ค้นพบ

และเสนอยีสต์สปีชีส์ใหม่มากกว่า 50 สปีชีส์ เช่น Candida phayaonensis sp. nov., C. sakaeoensis sp. nov., C. 

sirachaensis sp. nov., C. uthaithanina sp. nov., Metschnikowia lopburiensis sp. nov., M. saccharicola 

sp. nov., Ogataea kanchanaburiensis sp. nov., O. wangdongensis sp. nov., Wickerhamomyces 

siamensis sp. nov., W. xylosica sp. nov., Yamadazyma phyllophila sp. nov. และ Y. siamensis sp. nov. 

(Limtong, 2013) โดย Sumpradit et al. (2015) ได้ศึกษาความหลากหลายชนิดของยีสต์ป่าในดินป่าเบญจพรรณ 

และป่าดิบแล้งของอุทยานแห่งชาติแม่วงก์โดยใช้เทคนิคการเพาะเล้ียง (culture-dependent) เพื่อบ่งบอก 

ความหลากชนิดของยีสต์และประเมินบทบาทเชิงนิเวศของยีสต์ในดินป่าธรรมชาติของอุทยานแห่งชาติแม่วงก์ โดย 

คัดแยกยีสต์จากตัวอย่างดินป่าเบญจพรรณและดินป่าดิบแล้ง จ�ำนวน 16 และ 29 สายพันธุ์ ตามล�ำดับ ผลการพิสูจน์

เพื่อระบุชื่อชนิดของยีสต์โดยใช้หลักการระบุตามวิวัฒนาการชาติพันธุ์ (phylogenetic identification) พบว่า ยีสต์  
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16 สายพันธุ์ที่คัดแยกจากดินป่าเบญจพรรณ เป็นยีสต์ที่มีความแตกต่างกัน 11 ชนิด คือ Candida albicans,  

C. diversa, C. maltose, Galactomyces geotrichum, Kloeckera apiculata, Millerozyma phetchabunensis, 

Pichia kluyveri, Saccharomyces cerevisiae, S. pastorianus, Tetrapisispora namnaonensis และ T. phaffii 

และยีสต ์29 สายพนัธุ์ทีค่ัดแยกจากดินป่าดบิแล้ง เป็นยีสต์ที่มคีวามแตกต่างกัน 13 ชนดิ คอื C. albicans, C. diversa, 

Debaryomyces hansenii, Geotrichum candidum, Hanseniaspora uvarum, Kazachstania humatica, 

Kloeckera lindneri, P. kluyveri, S. cerevisiae, T. namnaonensis, T. phaffii และ Yarrowia lipolytica  

ความหลากหลายชนิดของยีสต์ทั้งหมดมีผลต่อการท�ำหน้าที่ในระบบนิเวศในป่าไม้ ซ่ึงยีสต์แต่ละชนิดหรือแต่ละกลุ่ม

มีแหล่งที่อยู่ (habitat) จ�ำเพาะ การปรากฏของยีสต์แต่ละชนิดในแหล่งที่อยู่นั้นขึ้นอยู่กับลักษณะทางสรีรวิทยาของ

ยีสต์นั้น ๆ ได้แก่ ความสามารถในการใช้สารประกอบบางชนิด และความสามารถในการเจริญในสภาวะแวดล้อม เช่น 

Candida sonorensis พบในเน้ือเยื่อกระบองเพชร ยีสต์ที่ชอบอุณหภูมิต�่ำ (psychrophilic yeast)  และยีสต์จาก

เศษอาหาร (Kuncharoen et al, 2020) ในแถบข้ัวโลก ดังนั้นสารประกอบอินทรีย์ที่ท�ำหน้าที่เป็นแหล่งคาร์บอนและ

สารอาหาร และสภาวะแวดล้อมของแหล่งท่ีอยู่เหล่านั้น จะร่วมกันก�ำหนดชนิดของยีสต์ที่พบ ดังนั้นการแพร่กระจาย 

ของยีสต์ในธรรมชาติอาจเกิดโดยละอองลอยในอากาศ มีสัตว์เป็นพาหะและกิจกรรมของมนุษย์ ตลอดจนส่งเสริม 

การเจริญของพืช (Kurtzman & Robnett, 1998; Tapia-Vázquez et al., 2020) ยีสต์ที่พบบนดอกไม้ เช่น  

สายพันธุ์ Candida phlcherrima และ Cryptococcus sp. ยีสต์ที่พบบนผลไม้ เช่น สายพันธุ์ Hanseniaspora 

uvarum และ Pichai kluyveri ยีสต์ท่ีพบบนใบพืช เช่น สายพันธุ์ Cryptococcus sp. และ Rhodotorular sp.  

แม้กระทั่งยางไม้หลายชนิดก็ยังอาจจะพบยีสต์ได้ เช่น สายพันธุ์ Saccharomycodes ludwigii ยีสต์หลายชนิด 

พบอยู่ในดินชนิดท่ีมีความแตกต่างกันท้ังองค์ประกอบทางเคมี ได้แก่ ยีสต์สกุล Liomyces และ Debaryomyces 

(Alfred, 2011; Yurkov, 2018) การน�ำยีสต์มาใช้ประโยชน์ก็พบในหลากหลายผลิตภัณฑ์ที่เกิดจากงานวิจัย เช่น  

การพฒันาผลติภณัฑ์โยเกร์ิตผสมลกูจากเชือ่ม (Sasiapa, 2021) ซึง่เกดิจากบทบาทของยสีต์ในการบวนการหมกั เป็นต้น

วทิยาลยัชยับาดาลพพิฒัน์เป็นพืน้ทีข่องมหาวทิยาลยัราชภฏัพระนคร ซึง่ตัง้อยูใ่นพืน้ทีต่�ำบลชยับาดาล อ�ำเภอชยับาดาล 

จงัหวดัลพบรุ ีโดยมพีืน้ทีท่างด้านทศิใต้เป็นภเูขาชือ่ว่า “เขาพลวง” จดัเป็นป่าอนรุกัษ์ทีม่รีะบบนเิวศทีย่งัคงความสมบรูณ์ 

เนื่องจากไม่มีการรุกล�้ำของคนในพื้นท่ี มีความหลากหลายทางธรรมชาติอยู่สูงเหมาะแก่การนํามาศึกษา สํารวจ  

เก็บรวบรวมทรัพยากรชีวภาพของประเทศไทย โดยเฉพาะความหลากหลายของจุลินทรีย์ เนื่องจากจุลินทรีย์เป็นสิ่งมีชีวิต 

ที่มีจ�ำนวนชนิดมากท่ีสุดเม่ือเทียบกับสิ่งมีชีวิตชนิดอื่น รวมไปถึงจุลินทรีย์มีความหลากหลายทางชีวภาพ ในเชิง 

ความหลากหลายของชนิดพันธุ์ (species diversity) ความหลากหลายทางพันธุกรรม (genetic diversity) และ 

ความหลากหลายทางยิเวศวิทยา (ecological diversity) (Rungcharoen et al., 2019) ดินมีลักษณะเป็นดิน 

ที่เกิดจากการผุกร่อนของหินภูเขาไฟ ซึ่งพบเศษหินกระจัดกระจายอยู่ทั่วไป บริเวณพื้นที่นี้มีลักษณะอุณหภูมิอากาศ 

ค่อนข้างร้อนและแห้งแล้งในฤดูแล้งพืชพรรณที่พบส่วนใหญ่จึงมีขนาดของล�ำต้นและความสูงไม่มากนัก (Bamrungsawad, 

2012) อย่างไรกต็ามพืน้ทีป่่าเขาพลวงมคีวามส�ำคญัด้านการเป็นพืน้ทีป่่าปกปักในโครงการอนรุกัษ์พนัธกุรรมพชือนัเนือ่ง

มาจากพระราชด�ำริ สมเด็จพระเทพรัตนราชสุดาฯ สยามบรมราชกุมารี มหาวิทยาลัยราชภัฏพระนคร (อพ. สธ.-มรภ.  

พระนคร) เป็นพื้นที่ที่ไม่มีการศึกษาชนิดของยีสต์มาก่อน นํามาสู่การสํารวจและเก็บรวบรวมข้อมูลการใช้ประโยชน์ 

จากทรัพยากรชีวภาพท่ีมีศักยภาพและสามารถนํามาพัฒนาและใช้ประโยชน์ตามภูมิปัญญาท้องถิ่นด้านต่าง  ๆ ได้  

สอดคล้องกับปรัชญา วิสัยทัศน์ และพันธกิจของวิทยาลัยชัยบาดาลพิพัฒน์ที่มุ่งเน้นการพัฒนาตามความต้องการของ

ท้องถิ่น พัฒนาด้านการเรียนรู้โดยมุ่งเน้นการวิจัยและน�ำกระบวนการวิจัยมาใช้เป็นหลักการศึกษา ค้นคว้าพัฒนาด้าน
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ความรู้ของท้องถิ่นและสร้างเครือข่าย ใช้ประโยชน์จากทรัพยากรธรรมชาติสิ่งแวดล้อมอย่างสมดุลและยั่งยืน สืบสาน

โครงการอันเนื่องมาจากพระราชด�ำริในการปฏิบัติภารกิจของมหาวิทยาลัยเพื่อพัฒนาท้องถิ่น (Chongsuwat W., 

2011) จึงท�ำให้ผู้วิจัยสนใจการคัดแยกสายพันธุ์ยีสต์ในพื้นที่แห่งนี้เพื่อจัดเก็บข้อมูลไว้เพื่อประโยชน์ต่อการวิจัยที่เป็น

ประโยชน์ต่อชุมชนท้องถิ่นต่อไปในอนาคต ทั้งในด้านการน�ำวัสดุเหลือใช้ทางการเกษตรมาเพื่อผลิตน�้ำมันไบโอดีเซล 

การท�ำน�้ำหมักชีวภาพ ตลอดจนคาดหวังว่าอาจพบสายพันธุ์ใหม่ในพื้นที่ป่าแห่งนี้อีกด้วย

วิธีการ

	 1.	 การสุ่มเก็บตัวอย่างดิน

		  สุ่มเก็บตัวอย่างดินจากพื้นท่ีป่าเขาพลวง วิทยาลัยชัยบาดาลพิพัฒน์ จังหวัดลพบุรี (ภาพที่ 1) ในช่วง

เดือนมิถุนายนและเดือนพฤศจิกายน พ.ศ.2563 ซึ่งเป็นช่วงฤดูฝนและฤดูหนาว โดยสุ่มเก็บดินจากการแบ่งพื้นที่ 

ตามวธิ ีวธิกีารสุม่เกบ็ตวัอย่างแบบง่าย (simple random sampling) ร่วมกบัการใช้วจิารณญาณ (judgment method) 

ทุก ๆ  ระยะ 100 - 200 เมตร บริเวณใต้ต้นไม้ที่มีใบไม้ทับถมหรือมีลูกไม้ตก และบริเวณหน้าผิวดินมีความช้ืน (Yurkov, 

2018) ตามพกิดัเส้นทางเดนิศกึษาธรรมชาตเิขาพลวง ระยะทาง 1 กโิลเมตร ค�ำนวณพืน้ทีด้่วยโปรแกรม Google Earth 

Pro (เวอร์ชัน 7.3.4.8573, บริษัท Google, สหรัฐอเมริกา) คิดเป็นพื้นที่ 53,564.78 ตารางเมตร ดังแสดงในภาพที่ 2  

จากนั้นใช้พล่ัวขุดจากหน้าดินลึกลงไป 0-15 เซนติเมตรเป็นรูปตัว V เก็บตัวอย่างดินปริมาณ 50 กรัม จ�ำนวน 40 จุดเก็บ 

ก�ำหนดรหัส Chaibadan (CB)-1 ถึง Chaibadan (CB)-40 บรรจุใส่ถุงพลาสติกซิปล็อค เก็บที่อุณหภูมิ 4-10 องศาเซลเซียส 

ก่อนน�ำมาศึกษาต่อไป

ภาพท่ี 1 แผนท่ีป่าเขาพลวง วิทยาลัยชัยบาดาลพิพัฒน์ จังหวัดลพบุรี
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	 2.	 การคัดแยกยีสต์จากดินโดยเทคนิคการเพาะเลี้ยงเชื้อ (culture-dependent method)

		  คัดแยกยีสต์จากตัวอย่างดินที่สุ่มเก็บด้วยเทคนิคการเพิ่มจ�ำนวน (Enrichment Culture Technique)  

ร่วมกับการใช้อาหารคัดเลือกจ�ำเพาะ (Selective media) และบ่มในสภาวะที่เหมาะสมกับการเจริญของยีสต์  

โดยใส่ตัวอย่างดินปริมาณ 5 กรัม ลงในอาหารเหลวสูตร Acidified Yeast Extract Malt Extract Broth ปริมาตร  

50 มิลลิลิตร ที่มีสารปฏิชีวนะคลอแรมเฟนิคอล เข้มข้น 200 มิลลิกรัมต่อลิตร และกรดโพรพิโอนิก 0.1 เปอร์เซ็นต์  

ปรับพีเอชเป็น 3.7 บ่มบนเครื่องเขย่าที่ความเร็ว 160 รอบต่อนาที ที่อุณหภูมิ 30 องศาเซลเซียส นาน 2-7 วัน  

จากนั้นแยกยีสต์ท่ีเจริญบนอาหารดังกล่าวมาเลี้ยงต่อบนอาหารกึ่งแข็งสูตร Acidified Yeast Extract Malt Extract 

Agar ที่มีสารปฏิชีวนะคลอแรมเฟนิคอลเข้มข้น 200 มิลลิกรัมต่อลิตร และกรดโพรพิโอนิก 0.1 เปอร์เซ็นต์ ปรับพีเอช

เป็น 3.7 ด้วย Spread plate technique บ่มท่ีอุณหภูมิ 30 องศาเซลเซียส เป็นเวลา 24-48 ชั่วโมง คัดเลือกเก็บ 

โคโลนีที่มีความแตกต่างกัน และน�ำไปท�ำให้บริสุทธ์ิ (Pure culture) ด้วยเทคนิค Cross streak บนอาหารสูตร Yeast 

Extract Malt Extract (YM) Agar (ดัดแปลงวิธีการจาก Sumpradit et al., (2015) และ Kurtzman & Sugiyama, 

2001) เก็บเชื้อยีสต์บริสุทธิ์ไว้ใช้ในการศึกษาลักษณะฟีโนไทป์ที่ส�ำคัญของยีสต์ตามวิธีการมาตรฐานทางอนุกรมวิธาน 

ของยีสต์ โดยศึกษาคุณสมบัติทางสัณฐานวิทยา (Barnett et al., 2000) ซึ่งพิจารณาลักษณะโคโลนีของยีสต ์

ด้วยกล้องจุลทรรศน์แบบสเตอริโอ (Stereo Microscope) และลักษณะทางสัณฐานวิทยา ด้วยวิธีการย้อมเซลล ์

ด้วยสี Lactophenol Cotton Blue (LPCB) ศึกษาด้วยกล้องจุลทรรศน์แบบใช้แสง (Light Microscope)

ภาพท่ี 2 พื้นท่ีเก็บตัวอย่างดินตามพิกัดเส้นทางเดินศึกษาธรรมชาติป่าเขาพลวง



66 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีที่ 17 ฉบับที่ 1 (มกราคม - มิถุนายน 2565)

	 3.	 การจัดจ�ำแนกยีสต์โดยอาศัยอนุกรมวิธานระดับโมเลกุลด้วยการระบุตามวิวัฒนาการชาติพันธุ ์

เปรียบเทียบล�ำดับนิวคลีโอไทด์

		  การระบุตามวิวัฒนาการชาติพันธุ ์เพื่อระบุชนิดยีสต์โดยเปรียบเทียบศึกษาเปรียบเทียบล�ำดับ 

นิวคลีโอไทด์ส่วนของ ITS (White et al., 1990) และล�ำดับนิวคลีโอไทด์ส่วนของ D1/D2 domain ของ large  

subunit ribosomal DNA (LSU rDNA) หรือ 26S rDNA โดยใช้ไพรเมอร์ (Primer) NL1 และ NL4 (Sumpradit, 

2005) โดยสกัดดีเอ็นเอของยีสต์ เพิ่มปริมาณดีเอ็นเอบริเวณ D1/D2 ของ 26S rRNA gene ของยีสต์ตามวิธี 

ของ Kurtzman & Robnett (1998) วิเคราะห์เปรียบเทียบล�ำดับนิวคลีโอไทด์โดยศูนย์จุลินทรีย์ สถาบันวิจัย

วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีแห่งประเทศไทย (วว.) เพื่อรับรองผล

ผลการทดลองและวิจารณ์ 

	 1.	 การแยกยีสต์ในดินป่าเขาพลวง

		  จากการน�ำดินที่เก็บมาจากพื้นที่เขาพลวง วิทยาลัยชัยบาดาลพิพัฒน์ มหาวิทยาลัยราชภัฏพระนคร 

จ�ำนวน 40 ตัวอย่าง ที่สุ่มเก็บดินในช่วงเดือนมิถุนายนและเดือนพฤศจิกายน พ.ศ.2563 ซึ่งเป็นช่วงฤดูฝนและฤดูหนาว 

โดยวิธี culture-dependent method พบว่าสามารถคัดเลือกลักษณะโคโลนีที่แตกต่างกันทั้งหมดที่เจริญบนอาหาร

เลี้ยงเชื้อได้ 126 ไอโซเลท ซ่ึงมาจากดินทุกตัวอย่างท่ีศึกษา โดยป่าเขาพลวงประกอบด้วยป่าไม้ผลัดใบชนิดป่าเต็งรัง 

เป็นไม้หลักผสมกับป่าเบญจพรรณที่มีพืชลักษณะเด่นหลายชนิด เช่น มะค่า ตะโก ไผ่เพ็ก ติ้ว พุทราป่า เป็นต้น  

ดินมีลักษณะเป็นดินที่เกิดจากการผุกร่อนของหินภูเขาไฟ ซึ่งพบเศษหินกระจายอยู่โดยทั่วไป ดินมีความชื้นต�่ำ 

เนื่องจากพื้นที่บริเวณนี้มีลักษณะภูมิอากาศค่อนข้างร้อนและแห้งแล้งในฤดูแล้งมีค่าความเป็นกรดเป็นด่างอยู่ระหว่าง 

6.4-6.8 พืชพรรณที่พบส่วนใหญ่จึงมีขนาดของล�ำต้นและความสูงไม่มาก และบางจุดเก็บมีการก�ำหนดพิกัดต้นไม้ 

โดย Siringam et al. (2019) ซ่ึงลักษณะกายภาพของดินที่สุ่มเก็บมีสีน�้ำตาลเข้ม ร่วนซุย มีเศษหินขนาดเล็กปนอยู่

และมีเศษรากไม้กับเศษใบไม้ทับถมหรือมีลูกไม้ตก และบริเวณหน้าผิวดินมีความชื้น ซึ่งเป็นดินที่มีความเหมาะสม 

แก่การเจริญของยีสต์ อ้างอิงจากผลงานวิจัยของ Jamai & Ettayebi (2013) ซึ่งรายงานว่ายีสต์สามารถพบได้ในดิน

หลากหลายชนดิและบรเิวณทีพ่บจะมกีารย่อยสลายของสารอนิทรย์ีเนือ่งจากยสีต์เป็นผูย่้อยสลายสารอนิทรย์ีและยสีต์

ที่ยังมีชีวิตอยู่สามารถเจอได้ตั้งแต่ผิวดินลึกถึง 100 เซนติเมตร ยิ่งความลึกมากยิ่งเจอจ�ำนวนน้อย (Yurkov, 2018)  

เมื่อน�ำดินตัวอย่างมาบ่มในอาหารสูตร acidified yeast extract malt extract broth ซึ่งมีการเติมสารปฏิชีวนะ 

คลอแรมเฟนิคอล และกรดโพรพิโอนิก ลงในอาหารส่งผลในการยับยั้งการเจริญของเชื้อแบคทีเรียและเชื้อราบางชนิด 

และช่วยรักษาสภาพของเซลล์ให้อยู่ในสภาพพร้อมใช้งานและเป็นการเพิ่มจ�ำนวน 

	 2.	 ผลการศึกษาลักษณะทางสัณฐานวิทยาของยีสต์บริสุทธิ์ 

		  ผลการศึกษาลักษณะทางสัณฐานวิทยาของยีสต์บริสุทธ์ิ โดยพิจารณาจากลักษณะโคโลนีของยีสต ์

ด้วยกล้องจุลทรรศน์แบบสเตอริโอ และลักษณะทางสัณฐานวิทยาด้วยวิธีการย้อมเซลล์ด้วยสี Lactophenol Cotton 

Blue (LPCB) ศึกษาด้วยกล้องจุลทรรศน์แบบใช้แสง แสดงให้เห็นลักษณะการเจริญบนอาหารเลี้ยงเชื้อและลักษณะ 

ทางสัณฐานภายใต้กล้องจุลทรรศน์ท่ีแตกต่างกันอย่างชัดเจน 4 ชนิด ดังสรุปในตารางที่ 1 
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	 3.	 ผลการจัดจ�ำแนกยีสต์โดยอาศัยอนุกรมวิธานระดับโมเลกุลด้วยการระบุตามวิวัฒนาการชาติพันธุ์

เปรียบเทียบล�ำดับนิวคลีโอไทด์

		  ผลการวิเคราะห์เปรียบเทียบล�ำดับนิวคลีโอไทด์โดยศูนย์จุลินทรีย์ สถาบันวิจัยวิทยาศาสตร์และ

เทคโนโลยีแห่งประเทศไทย (วว.) รายงานว่าการพิสูจน์เอกลักษณ์ด้วยการวิเคราะห์ล�ำดับเบสในส่วนของ ITS พบยีสต์ 

3 สายพันธุ์ คือ Trichosporon asahii, Candida tropicalis, และ Pichai sp. และในส่วนของ D1/D2 LSU rDNA  

พบยีสต์ 1 สายพันธุ์ คือ Dipodascus albidus  โดยแสดงร้อยละความเหมือน (% Similarity) และความยาวของ      

นิวคลีโอไทด์ในตารางท่ี 2 ซ่ึงการเปรียบเทียบความเหมือนของล�ำดับนิวคลีโอไทด์ในส่วนของ ITS และบริเวณ D1/

D2 ของ 26S rRNA gene ซ่ึงมีขนาดประมาณ 500-600 นิวคลีโอไทด์ เป็นบริเวณที่มีวิวัฒนาการเร็ว จึงเป็นบริเวณ 

ที่มีความแตกต่างมากในล�ำดับนิวคลีโอไทด์ของ rRNA gene ความแตกต่างในบริเวณนี้พอเพียงที่จะแบ่งแยกสปีชีส ์

ของยีสต์ได้ ซึ่งหลักการพิจารณาตามหลักเกณฑ์การระบุสปีชีส์ยีสต์ โดยยีสต์ต่างสปีชีส์กันจะมีความแตกต่างกัน 

ของล�ำดับนิวคลีโอไทด์บริเวณ D1/D2 domain ของ 26S rDNA มากกว่าร้อยละ 1 หรือประมาณ 6 นิวคลีโอไทด์  

แต่ถ้าแตกต่างกัน 0-3 นิวคลีโอไทด์ จัดเป็นสปีชีส์ที่ใกล้ชิดกันมาก ๆ (sister species) และถ้าไม่แตกต่างกันเลย 

จะจัดว่าเป็นสปีชีส์เดียวกัน (conspecific species) (Sumpradit, 2005; Kurtzman & Robnett, 1998) 

ตารางท่ี 1 ลักษณะการเจริญบนอาหารเลี้ยงเช้ือและลักษณะทางสัณฐานภายใต้กล้องจุลทรรศน์

จุดเก็บดิน โคโลนี ลักษณะเซลล์ภายใต้กล้องจุลทรรศน์

CB-13

CB-20

CB-29

CB-31

CB-32

CB-9

CB-17

CB-19

CB-21

CB-25

CB-34

CB-20

CB-26

CB-21

CB-34

ลักษณะกลม (circular) ขอบเป็นเส้นใย

เส้นสั้น ๆ (filamentous) สีขาวขุ ่น 

ทบึแสง (white and opaque) มลีกัษณะ

นูนขึ้นจากผิวหน้าอาหาร (convex)

ลักษณะกลม ขอบเรียบ (entire) สีขาว

ขุ่นทึบแสง ผิวเรียบด้าน (smooth and 

dull) ยกตัวนูนขึ้นจากผิวหน้าอาหาร

ลักษณะคล้ายร่ม (umbonate)

ลักษณะกลม ขอบเรียบ ผิวขรุขระด้าน 

(rough) สีขาวขุ่นทึบแสง โคโลนีแบน 

ไปกับผิวหน้าอาหาร (raised)

ลักษณะกลม ขอบเป็นเส้นใยเส้นสั้น ๆ  

สขีาวโปร่งแสง (white and translucent) 

โคโลนียกตัวนูนขึ้นจากผิวหน้าอาหาร 

ทรงกระบอกต ่อกันเป ็นเส ้นสายยาวขนาดเล็ก 

สืบพันธุ ์โดยการแตกหน่อเส้นสายกลุ่มใยราเทียม 

(pseudomycelium)

วงกลมขนาดใหญ่ (round and large) สืบพันธุ์แบบ 

ไม่อาศัยเพศโดยการแตกหน่อ (budding)

หัวแหลมท้ายแหลมคล้ายลูกมะนาวฝรั่งขนาดกลาง 

สืบพันธุ์แบบอาศัยเพศโดยการแตกหน่อ

วงกลมขนาดใหญ่ สืบพันธุ์แบบไม่อาศัยเพศโดยการ

แตกหน่อ 
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	 เมื่อพิจารณาลักษณะสัณฐานวิทยาดังแสดงในภาพที่ 3 (ก) - (ง) พบว่า Trichosporon asahii พบที่ 

บริเวณจุดเก็บดิน CB-13, CB-20, CB-29, CB-31 และ CB-32 โคโลนีลักษณะกลม ขอบเป็นเส้นใยเส้นสั้น ๆ  สีขาวขุ่น 

ทึบแสง มีลักษณะนูนข้ึนจากผิวหน้าอาหาร ลักษณะเซลล์ภายใต้กล้องจุลทรรศน์เป็นทรงกระบอกต่อกันเป็น 

เส้นสายยาวขนาดเลก็ สบืพนัธุโ์ดยการแตกหน่อเส้นสายเส้นกลุม่ใยราเทยีม (pseudomycelium) Candida tropicalis 

พบที่บริเวณจุดเก็บดิน CB-9, CB-17, CB-19, CB-21, CB-25 และ CB-34 โคโลนีลักษณะกลม ขอบเรียบ สีขาวขุ่น

ทึบแสง ผิวเรียบด้าน ยกตัวนูนข้ึนจากผิวหน้าอาหารลักษณะคล้ายร่ม ลักษณะเซลล์ภายใต้กล้องจุลทรรศน์เป็นวงกลม

ขนาดใหญ่ สืบพันธุ์แบบไม่อาศัยเพศโดยการแตกหน่อ Pichai sp. พบที่บริเวณจุดเก็บดิน CB-20 และ CB-26 โคโลน ี

ลักษณะกลม ขอบเรียบ ผิวขรุขระด้าน สีขาวขุ่นทึบแสง โคโลนีแบนไปกับผิวหน้าอาหาร ลักษณะเซลล์ภายใต้

กล้องจุลทรรศน์เป็นแบบหัวแหลมท้ายแหลมคล้ายลูกมะนาวฝรั่งขนาดกลาง สืบพันธุ์แบบอาศัยเพศโดยการแตกหน่อ 

และ Dipodascus albidus พบท่ีบริเวณจุดเก็บดิน CB-21 และ CB-34 โคโลนีลักษณะกลม ขอบเป็นเส้นใยเส้นสั้น ๆ   

สีขาวโปร่งแสง โคโลนียกตัวนูนขึ้นจากผิวหน้าอาหาร ลักษณะเซลล์ภายใต้กล้องจุลทรรศน์เป็นวงกลมขนาดใหญ่ 

สืบพันธุ์แบบไม่อาศัยเพศโดยการแตกหน่อ  

	 เมื่อพิจารณาการกระจายของยีสต์ท่ีพบบริเวณป่าเขาพลวง (ตารางที่ 3) แสดงให้เห็นว่าพบ Candida 

tropicalis มากที่สุด 6 ไอโซเลท รองลงมาคือ Trichosporon asahii 5 ไอโซเลท, Pichai sp. 2 ไอโซเลท และ 

Dipodascus albidus 2 ไอโซเลท ตามล�ำดับ ซ่ึง C. tropicalis เป็นยีสต์กลุ่ม Budding Yeast สืบพันธุ์แบบ 

ไม่อาศัยเพศ (asexual diploid organism) พบได้ท่ัวไปโดยเฉพาะในพื้นที่เขตร้อนบริเวณรอบเส้นศูนย์สูตรของโลก

และสามารถคัดแยกได้จากตัวอย่างหลากหลายประเภท (Prasatsri, 2006; Boonmak et al., 2009; Chanklan et 

al., 2012) สามารถย่อยสลายสารอนิทรย์ีคาร์บอนทีห่ลากหลายเพือ่ใช้เป็นแหล่งคาร์บอนและแหล่งพลงังานในการเจรญิ 

(Jamai, L. & Mohamed, 2013) นอกจากนี้ยังพบว่า C. tropicalis หลายสายพันธุ์ที่คัดแยกจากตัวอย่างในธรรมชาติ

สามารถย่อยเซลลูโลสหรือไซแลนได้ Soetarto, 1998; Thongekkaew et al., 2011; Sulman & Rehman, 2013; 

Hermansyah & Wiraningsih, 2016) Trichosporon asahii มีความสามารถในการย่อยได้ทั้งแป้ง คาร์บอกซีเมทิล

เซลลูโลส และไซแลน (Kaewwichian, R. & Khamthaiklang, S., 2017) และรายงานของ Limtong  et al. (2002) 

ที่พบ T. asahii ในลูกแป้งข้าวหมากสามารถผลิตเอนไซม์แอมีเลส (amylase) Pichai sp. เกี่ยวข้องกับกระบวนการ

ผลิตอาหารและอาหารสัตว์ ซ่ึงสามารถพบได้ในอาหารกลุ่มนี้ เนื่องจากสามารถเจริญได้ในที่ความเป็นกรด-เบส

ตารางท่ี 2 ชื่อสายพันธุ์ยีสต์ ร้อยละความเหมือน และความยาวนิวคลีโอไทด์ของยีสต์

หมายเหตุ ผลการพิสูจน์เอกลักษณ์เพื่อระบุชนิดยีสต์จากศูนย์จุลินทรีย์ สถาบันวิจัยวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีแห่งประเทศไทย (วว.)

ชื่อสายพันธุ์ยีสต์

(Yeast strain name)

ร้อยละความเหมือน

(% Similarity)

ความยาวนิวคลีโอไทด์

(bp)

Trichosporon asahii	 100	 513

Candida tropicalis	 100	 494

Pichai sp.			  99.12	 496

Dipodascus albidus	 91.47	 1061
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ต�่ำ แรงดันออสโมซิสสูง และมีปริมาณออกซิเจนน้อย นอกจากนี้ยังมีความสามารถใช้แหล่งไนโตรเจนและฟอสฟอรัส 

ที่หลากหลาย ส่งผลต่อการลดมลภาวะต่อสิ่งแวดล้อมจากขยะอินทรีย์ทางการเกษตร (Passoth et al., 2005) และ 

Dipodascus albidus เป็นยีสต์กลุ่ม Budding Yeast พบได้จากยางของต้น Puya (Bromeliaceae) ยางของต้น 

Betula (Corylaceae) (Lagerheim, 1892)

ตารางท่ี 3	การกระจายของยีสต์ท่ีพบบริเวณป่าเขาพลวง วิทยาลัยชัยบาดาลพิพัฒน์ มหาวิทยาลัยราชภัฏพระนคร

หมายเหตุ เครื่องหมาย + พบ – ไม่พบ

จุดเก็บดิน
ยีสต์

Trichosporon asahii Candida tropicalis Pichai sp. Dipodascus albidus

CB-9	 -	 +	 -	 -

CB-13	 +	 -	 -	 -

CB-17	 -	 +	 -	 -

CB-19	 -	 +	 -	 -

CB-20	 +	 -	 +	 -

CB-21	 -	 +	 -	 +

CB-25	 -	 +	 -	 -

CB-26	 -	 -	 +	 -

CB-29	 +	 -	 -	 -

CB-31	 +	 -	 -	 -

CB-32	 +	 -	 -	 -

CB-34	 -	 +	 -	 +
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	 4.	 การวิเคราะห์ความสัมพันธ์เชิงวิวัฒนาการ

ภาพที่ 3 ลักษณะการเจริญบนอาหารเลี้ยงเช้ือแตกต่างกันของยีสต์ ด้วยกล้องจุลทรรศน์แบบสเตอริโอ 

ก�ำลังขยาย 45 เท่า และลักษณะทางสัณฐานวิทยาของยีสต์ ด้วยกล้องจุลทรรศน์แบบใช้แสง ก�ำลังขยาย 60 เท่า

(ก) Trichosporon asahii (ข) Candida tropicalis (ค) Pichai sp. (ง) Dipodascus albidus
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สรุป 

	 การระบุตามวิวัฒนาการชาติพันธุ์เพื่อระบุชื่อชนิดของยีสต์ป่าเขาพลวง วิทยาลัยชัยบาดาลพิพัฒน์ 

มหาวิทยาลัยราชภัฏพระนคร โดยใช้หลักการระบุตามวิวัฒนาการชาติพันธุ์ (phylogenetic identification) ตามพิกัด

เส้นทางเดินศึกษาธรรมชาติเขาพลวงจ�ำนวน 40 จุดเก็บ (CB-1 - CB-40) ในช่วงเดือนมิถุนายนและเดือนพฤศจิกายน 

พ.ศ.2563 ซึ่งเป็นช่วงฤดูฝนและฤดูหนาวประกอบด้วยการศึกษาสัณฐานวิทยาของกลุ่มยีสต์ และพิสูจน์เอกลักษณ์

เพื่อระบุชนิดยีสต์โดยศึกษาเปรียบเทียบล�ำดับนิวคลีโอไทด์ส่วนของ ITS พบยีสต์ 3 ชนิด คือ Candida tropicalis 

PRUCT1, Trichosporon asahii PRUTA1, และ Pichia sp. PRUPS1 และเปรียบเทียบล�ำดับนิวคลีโอไทด์ส่วน

ของ D1/D2 domain ของ large subunit ribosomal DNA (LSU rDNA) หรือ 26S rDNA พบยีสต์ 1 ชนิด คือ 

Dipodascus albidus PRUDA1 ซ่ึงเป็นสายพันธุ์ที่มีบทบาทในระบบนิเวศ ตลอดจนสามารถน�ำมาใช้ประโยชน์ต่อย

อดงานวิจัยเพื่อพัฒนาท้องถ่ินได้ในอนาคต อาทิเช่น การคัดเลือกยีสต์ที่มีสามารถในการสะสมไขมันสูง (Oleaginous 

Yeast) จากวัสดุเหลือใช้ทางการเกษตรเพื่อผลิตไบโอดีเซล
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บทคัดย่อ 

 การไม่คัดแยกมูลฝอย และการก�าจัดมูลฝอยอย่างไม่ถูกต้องตามหลักวิชาการ นอกจากจะส่งผลกระทบ

ทางสิ่งแวดล้อมและสุขภาพแล้ว ยังจัดเป็นปัญหาที่องค์กรปกครองส่วนท้องถิ่นหลายแห่งก�าลังประสบอยู่ การแก้ไข

ปัญหามูลฝอยอย่างยั่งยืนและเหมาะสมกับประเภทของมูลฝอยนั้นจึงนับว่าเป็นสิ่งส�าคัญ การศึกษานี้มีวัตถุประสงค์

เพื่อ (1) ศึกษาแหล่งก�าเนิด อัตราการเกิดและประเภทของมูลฝอยชุมชน และ (2) ศึกษาสถานการณ์การจัดการมูลฝอย

ในปัจจุบัน ณ เทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย ระหว่างเดือนกันยายน พ.ศ.2563 ถึงเดือนเมษายน พ.ศ. 2564 จากการ

ศึกษาพบว่า ปัจจุบันมูลฝอยกว่าร้อยละ 99 ของปริมาณมูลฝอยชุมชนที่เก็บรวบรวมได้ในพื้นที่ ถูกน�าไปก�าจัดด้วยวิธี

การเทกองควบคุม ทั้งนี้หากสนับสนุนให้มีการคัดแยกมูลฝอย ซึ่งมีแหล่งก�าเนิดจากชุมชน (ร้อยละ 76.49) ตลาด 

(ร้อยละ1.70) สถานศึกษา (ร้อยละ 0.79) ศาสนสถาน (ร้อยละ 1.77) โรงงานอุตสาหกรรม (ร้อยละ 16.04) และ

สถานประกอบการที่ไม่เข้าข่ายเป็นโรงงานอุตสาหกรรม (ร้อยละ 3.21) จะพบว่า อัตราการเกิดมูลฝอยในภาพรวม

มีค่าเท่ากับ 1.48±0.08 กิโลกรัมต่อคนต่อวัน นอกจากนี้ยังพบว่า มูลฝอยอินทรีย์เป็นมูลฝอยที่พบมากที่สุด (ร้อยละ 

51.44±0.85 ) จากทุกแหล่งก�าเนิด รองลงมาเป็นมูลฝอยทั่วไป (ร้อยละ 39.75±3.95) มูลฝอยรีไซเคิล (ร้อยละ 

8.69±3.09) และมูลฝอยอันตราย (ร้อยละ 0.12±0.20) ดังนั้น ในอนาคตจึงควรมุ่งเน้นการศึกษาเทคโนโลยีทางเลือก

ที่เหมาะสมกับมูลฝอยแต่ละประเภท เช่น การน�ามูลฝอยอินทรีย์ไปท�าปุ๋ยหมักหรือเข้าสู่กระบวนการผลิตก๊าซชีวภาพ 

การคัดแยกมูลฝอยท่ัวไปเพื่อผลิตเป็นเชื้อเพลิง (RDF) เป็นต้น จะมีส่วนช่วยให้เกิดการจัดการมูลฝอยแต่ละประเภท

ได้อย่างเหมาะสมและยั่งยืนต่อไป

ค�ำส�ำคัญ: องค์ประกอบของขยะ มูลฝอยชุมชน การจัดการมูลฝอย
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ABSTRACT 

	 Lack of Municipal Solid Waste (MSW) sorting coupled with non-sanitary disposal causes 

not only effects on the environment and human health but also a current management problem 

for local authorities. Sustainable and proper management of the problem according to types of 

the MSW is important. This research aimed to evaluate sources, generation rate, and types of the 

MSW and to study current situation of MSW management in Poochaosamingprai Municipality during 

September 2020 to April 2021. The results indicated that approximately 99% of collected MSW from 

this area was disposed by Controlled Open Dump. The source identification revealed that this MSW 

was generated from communities (76.49%), fresh-food markets (1.70%), schools (0.79%), temples 

(1.77%), industrial sector (16.04%) and non-industrial establishments (3.21%). If MSW separation 

at source was implemented properly, the estimated generation rate would be 1.48±0.08 kg per 

capita per day. Moreover, the highest proportion of the MSW from all sources was organic waste 

(51.44±0.85%), followed by general waste (39.75±3.95%), recycle waste (8.69±3.09%) and hazardous 

waste (0.12±0.20%), respectively. In the future, therefore, studies should focus on alternative waste 

management technologies for each type of MSW, for example composting or biogas production for 

organic waste and Refuse-derived fuel (RDF) for general waste, which can contribute to the proper 

and sustainable management of MSW.

Keywords: Solid Waste composition, Municipal Solid Waste, Solid Waste Management

บทน�ำ 

	 ปัญหาสิ่งแวดล้อมจากการจัดการมูลฝอยยังคงเป็นปัญหาส�ำคัญอย่างหนึ่งที่ยังต้องการการแก้ไข  

เพราะนอกจากจะส่งผลกระทบต่อสิ่งแวดล้อม สภาพภูมิอากาศ ภูมิทัศน์ของบ้านเมือง ยังส่งผลต่อสุขภาพอนามัย 

ของประชาชน (Silpasuwan, 2014) สถานการณ์ดังกล่าวนี้เป็นผลมาจากการเพิ่มขึ้นของประชากร การขยายตัว 

ของชุมชน การเจริญเติบโตของภาคอุตสาหกรรม ตลอดจนการท่องเที่ยว Nichols & Smith (2019) ได้จัดท�ำรายงาน 

Waste Generation and Recycling Indices ในปี ค.ศ. 2019 พบว่า ในแต่ละปีทั่วโลกจะผลิตมูลฝอยชุมชนมากกว่า 

2.1 พันล้านตัน ในจ�ำนวนน้ีมีเพียง 323 ล้านตัน (หรือคิดเป็นร้อยละ 16) เท่านั้น ซึ่งถูกน�ำไปเข้าสู่กระบวนการรีไซเคิล 

ในขณะที่มูลฝอยชุมชนส่วนท่ีเหลือยังคงถูกน�ำไปก�ำจัดอย่างไม่ถูกต้อง ดังนั้นจะเห็นได้ว่าการจัดการมูลฝอยยังคงเป็น

ปัญหาที่ทุกหน่วยงาน รวมไปถึงองค์กรปกครองส่วนท้องถิ่นหลายแห่งก�ำลังประสบอยู่ ไม่ว่าจะเป็นปัญหามูลฝอย

ตกค้าง ปัญหาการก�ำจัดมูลฝอยอย่างไม่ถูกต้องตามหลักวิชาการ หรือปัญหาการไม่มีที่ดินส�ำหรับการก�ำจัดมูลฝอย 

(Vajarodaya, 2013)		

	 มูลฝอยชุมชน อันประกอบไปด้วยมูลฝอยอินทรีย์ มูลฝอยทั่วไป มูลฝอย มูลฝอยรีไซเคิล และมูลฝอย

อันตราย มักมีรูปแบบการจัดการโดยเริ่มต้นจากการคัดแยกมูลฝอย ณ แหล่งก�ำเนิด (บางแห่ง) การเก็บรวบรวม

มูลฝอย การขนส่งมูลฝอย การน�ำมูลฝอยไปใช้ประโยชน์ และการก�ำจัดมูลฝอย (Pollution Control Department, 

2015) ทั้งนี้การคัดแยกมูลฝอยก่อนท้ิงถือได้ว่าเป็นส่วนส�ำคัญที่ส่งผลให้ปริมาณมูลฝอยที่จะถูกน�ำไปก�ำจัดมีปริมาณ

น้อยลง มูลฝอยชุมชนจากแหล่งก�ำเนิดที่แตกต่างกัน เช่น บ้านเรือน ตลาด สถานศึกษา ศาสนสถาน โรงงาน
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อุตสาหกรรม เป็นต้น อาจมีปริมาณ อัตรา ชนิด และองค์ประกอบของมูลฝอยที่แตกต่างกัน (Khantaphat, 2006) 

นอกจากนี้ แนวทางการน�ำมูลฝอยชุมชนแต่ละประเภทไปใช้ประโยชน์อย่างคุ้มค่า ยังมีความแตกต่างกันไปตาม

คุณสมบัติของมูลฝอย เช่น มูลฝอยอินทรีย์ โดยท่ัวไปมักประกอบไปด้วย เศษอาหาร ผัก ผลไม้ และมีคุณสมบัติ 

ทางกายภาพและเคมีที่ส�ำคัญคือ มีความชื้นร้อยละ 50-60 และองค์ประกอบของอินทรีย์สารมากกว่าร้อยละ 40 

จึงนิยมน�ำไปใช้ประโยชน์ด้วยวิธีการท�ำปุ๋ยหมัก (Composting) ซึ่งเป็นวิธีการที่สะดวกและง่าย สามารถท�ำได้เอง

ภายในครัวเรือน (Pollution Control Department, 2009) นอกจากนี้ยังนิยมน�ำไปใช้เป็นวัตถุดิบตั้งต้นในการผลิต

ก๊าซชีวภาพ (Biogas Production) โดยอาจหมักร่วมกับวัตถุดิบอื่น ๆ เช่น มูลสัตว์ ตะกอนจากระบบบ�ำบัดน�้ำเสีย 

เป็นต้น (Jitpranee & Ladpala, 2009) ในขณะที่มูลฝอยทั่วไป หากมีกระบวนการคัดแยกอย่างเหมาะสม 

จะนิยมน�ำไปแปรรูปให้เป็นเช้ือเพลิงมูลฝอย (Refuse Derived Fuel: RDF) (Department of Alternative Energy 

Development and Efficiency, 2005) หรือมูลฝอยรีไซเคิล เช่น กระดาษ พลาสติก แก้ว โลหะ ซึ่งมีมูลค่า จึงนิยม

เก็บและรวบรวมเพื่อจ�ำหน่ายหรือสร้างรายได้ต่อไป (Na Sakolnakorn & Leknoi, 2020)

	 เทศบาลเมอืงปูเ่จ้าสมงิพราย จดัเป็นแหล่งก�ำเนดิมลูฝอยชมุชนทีส่�ำคญั ประกอบไปด้วยชมุชน สถานศกึษา 

ตลาด ศาสนสถาน โรงงานอุตสาหกรรม และสถานประกอบการที่ไม่เข้าข่ายเป็นโรงงานอุตสาหกรรม ครอบคลุมพื้นที่

กว่า 25.5 ตารางกิโลเมตร ในแต่ละวันจะมีปริมาณมูลฝอยเกิดขึ้นเป็นจ�ำนวนมาก จากสถิติข้อมูลปริมาณมูลฝอยชุมชน

ที่เก็บรวบรวมได้ตั้งแต่ปี พ.ศ. 2559 – 2563 พบว่า ในแต่ละปีจะมีปริมาณมูลฝอยชุมชนที่เก็บรวบรวมได้ทั้งหมด เฉลี่ย

ปีละ 40,000 ตัน ในปัจจุบัน มูลฝอยเกือบทั้งหมดจะถูกส่งไปก�ำจัดด้วยวิธีการเทกองที่มีการควบคุม (Controlled 

dump) ประกอบไปด้วยการบดอัด และการกลบทับมูลฝอย โดยไม่ผ่านกระบวนการคัดแยก (Phonla, 2016) ท�ำให้

มีค่าใช้จ่ายในการด�ำเนินการแต่ละปีกว่า 60 ล้านบาท นอกจากนี้ จากเหตุการณ์เพลิงไหม้ ซึ่งเกิดขึ้นจากการก�ำจัด

มูลฝอยอย่างไม่เหมาะสม ท�ำให้เกิดกลุ่มก๊าซท่ีติดไฟได้ และปัญหามลพิษทางอากาศ ยังคงเป็นปัญหาสิ่งแวดล้อม 

ที่ส�ำคัญที่หน่วยงานภาครัฐ และองค์กรต่าง ๆภายในพื้นที่ยังต้องด�ำเนินการติดตามตรวจสอบ (Thai Publica, 2014) 

จากสถานการณ์ข้างต้น หากผู้ปฏิบัติงานและผู้ท่ีมีส่วนเกี่ยวข้องกับการวางแผนการจัดการมูลฝอยมีความเข้าใจถึง

แหล่งก�ำเนิด ชนิด ปริมาณ อัตราการเกิดและองค์ประกอบของมูลฝอยในเทศบาลจะช่วยให้การน�ำข้อมูลดังกล่าว 

มาประกอบการตัดสินใจ และการด�ำเนินการจัดการอย่างยั่งยืนต่อไปได้อย่างมีประสิทธิภาพ ดังน้ัน การศึกษาในครั้งน้ี 

จึงมีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาแหล่งก�ำเนิด ชนิด อัตราการเกิด องค์ประกอบ และและประเภทของมูลฝอยชุมชน และ

เพื่อศึกษาสถานการณ์การจัดการมูลฝอยในปัจจุบันของเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย

วิธีการ 

	 การศึกษาสถานการณ์การจัดการมูลฝอยชุมชนในพื้นที่เทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย อ�ำเภอพระประแดง 

จังหวัดสมุทรปราการ มีรายละเอียดดังต่อไปน้ี

	 1) เก็บและรวบรวมข้อมูลท่ัวไปเก่ียวกับขนาดพื้นที่ จ�ำนวนประชากร แหล่งก�ำเนิด และประเภทมูลฝอย

ชุมชนในปัจจุบัน จากระบบบันทึกสถิติฐานข้อมูลปริมาณมูลฝอยของเทศบาล

	 2) คัดเลือกพื้นท่ีเพื่อใช้เป็นตัวแทนในการส�ำรวจชนิด ปริมาณ องค์ประกอบ และแนวทางการจัดการ 

ในปัจจุบันจ�ำแนกตามแหล่งก�ำเนิดของมูลฝอย โดยมีขั้นตอนดังนี้

		  2.1)	 แบ่งแหล่งก�ำเนิดมูลฝอยออกเป็น 6 แหล่งก�ำเนิด ได้แก่ ชุมชน สถานศึกษา ตลาด ศาสนสถาน  

โรงงานอุตสาหกรรม และสถานประกอบการท่ีไม่เข้าข่ายเป็นโรงงานอุตสาหกรรม
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		  2.2)	 ค�ำนวณจดุเกบ็ตวัอย่างมลูฝอยชมุชนจากแต่ละแหล่งก�ำเนดิจากสมการที ่(1) อ้างองิจากสตูรของ 

Taro Yamane (Yamane, 1973) ดังน้ี

				  
              N
n =
         1 + N (e)2

					     (1)	

	

			   โดยท่ี 	 n แทน ขนาดของกลุ่มตัวอย่าง (มีหน่วยเป็น แห่ง)

				    N แทน ขนาดของประชากรจ�ำแนกตามแหล่งก�ำเนิด (โดยชุมชน ตลาด สถานศึกษา  

				    ศาสนสถาน โรงงานอุตสาหกรรม และสถานประกอบการที่ไม่เข้าข่ายเป็นโรงงาน 

				    อุตสาหกรรม มีขนาดของประชากร เท่ากับ 62 แห่ง 8 แห่ง 25 แห่ง 11 แห่ง 166 แห่ง  

				    และ 95 แห่ง ตามล�ำดับ) (Poochaosamingprai Municipality, 2020)

				    e แทน ค่าความคลาดเคลื่อนของการสุ่มตัวอย่าง (ก�ำหนดให้เท่ากับ 0.05)

			   การสุม่เกบ็ตวัอย่างมลูฝอยในแต่ละแหล่งก�ำเนดิเพือ่ศกึษาประเภทของมลูฝอย จะสุม่เกบ็ตวัอย่าง

จากจ�ำนวนกลุ่มตัวอย่าง (n) ท่ีค�ำนวณได้จากสมการท่ี (1) โดยแบ่งตามแหล่งก�ำเนิดของมูลฝอยชุมชน ดังนั้น จากการ

ค�ำนวณ จะมีตัวแทนของตัวอย่างมูลฝอยจากชุมชน จ�ำนวน 54 แห่ง ตลาด จ�ำนวน 8 แห่ง สถานศึกษา จ�ำนวน 24 แห่ง  

ศาสนสถาน จ�ำนวน 11 แห่ง โรงงานอุตสาหกรรม จ�ำนวน 117 แห่ง และสถานประกอบการที่ไม่เข้าข่ายเป็นโรงงาน

อุตสาหกรรม จ�ำนวน 77 แห่ง

	 3)	 ส�ำรวจปริมาณมูลฝอยตามจ�ำนวนจุดเก็บมูลฝอยจ�ำแนกแหล่งก�ำเนิดมูลฝอย ซึ่งค�ำนวณได้จากข้อ 2.2 

เป็นระยะเวลา 1 เดือน โดยท�ำการส�ำรวจตั้งแต่วันจันทร์ถึงวันอาทิตย์ พร้อมทั้งจดบันทึกข้อมูลน�้ำหนักมูลฝอยชุมชน

ที่เก็บรวบรวมได้ทั้งหมด (ในหน่วยกิโลกรัม) จากน้ันจึงค�ำนวณหาปริมาณมูลฝอยชุมชนต่อวันจากสมการที่ 2 และ

อัตราการเกิดมูลฝอยจ�ำแนกตามแหล่งก�ำเนิดมูลฝอย (สมการที่ 3) นอกจากนี้ ยังรวบรวมสถิติปริมาณมูลฝอยที่เก็บ

รวบรวมได้ในพื้นที่ ในช่วงปี พ.ศ. 2559-2563 จากระบบบันทึกสถิติฐานข้อมูลปริมาณมูลฝอยของเทศบาล เพื่อใช ้

ในการประเมินอัตราการเกิดมูลฝอยในภาพรวมของเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย

		
                                                           น�้ำหนักรวมของมูลฝอยที่เก็บขนได้ (กก.)
ปริมาณมูลฝอยเฉลี่ยต่อวัน (กก.ต่อ วัน)       =
                                                                     จ�ำนวนวันที่เก็บขน (วัน) 

	

				    (2)

		
                                                                   จ�ำนวนวันที่เก็บขน (วัน)
อัตราการเกิดมูลฝอย (กก.ต่อหน่วย ต่อวัน)  =
                                                          จ�ำนวนประชากรในพื้นที่ศึกษา (หน่วย) 

	

				    (3) 

 

	 4)	 สุ่มเก็บตัวอย่างมูลฝอยจากแหล่งก�ำเนิด จากจ�ำนวนจุดเก็บซึ่งค�ำนวณได้จากข้อ 2.2 ทั้งในวันธรรมดา 

(จันทร์-ศุกร์) และในวันหยุด (เสาร์ อาทิตย์ วันหยุดนักขัตฤกษ์) ระหว่างวันที่ 1 กันยายน พ.ศ. 2563 ถึง 30 เมษายน 

พ.ศ. 2564 เพื่อน�ำมาวิเคราะห์หาความหนาแน่นของมูลฝอย (สมการที่ 4) และวิเคราะห์องค์ประกอบมูลฝอยชุมชน  

ทัง้ในภาพรวมและจ�ำแนกตามแหล่งก�ำเนดิ ด้วยวธิแีบ่งสี ่(Quartering Method) โดยท�ำการแบ่งชนดิของมลูฝอยชมุชน 

ออกเป็น 11 ชนิด ได้แก่ เศษอาหาร ไม้/ก่ิงไม้ กระดาษ พลาสติก แก้ว โลหะ ยาง ผ้า หนัง อื่น ๆ และมูลฝอยอันตราย 

น�ำมูลฝอยแต่ละชนิดมาชั่งน�้ำหนัก (บันทึกน�้ำหนักในหน่วยของกิโลกรัม) และประเมินร้อยละขององค์ประกอบของ

มูลฝอยทั้ง 11 ชนิด (สมการท่ี 5) (Pollution Control Department, 2007)
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                                                             น�้ำหนักมูลฝอยแยกประเภท (กก.)
ความหนาแน่นของมูลฝอย (กก.ต่อ ลบ.ม.)     =
                                                             ปริมาตรของภาชนะบรรจุ (ลบ.ม.) 

	 (3)

		
                                                            น�้ำหนักมูลฝอยแยกประเภท (กก.)
ร้อยละขององค์ประกอบมูลฝอย (เปอร์เซ็นต์)  =                                             × 100
                                                                น�้ำหนักมูลฝอยรวม (กก.) 

	 (4)

	 5)	 เม่ือทราบร้อยละของมูลฝอยท้ัง 11 ชนิดแล้ว จึงจัดกลุ่มแยกมูลฝอยอีกครั้งเป็น 4 ประเภทย่อย ได้แก่ 

มูลฝอยทั่วไป (ประกอบไปดวย ยาง ผา หนัง และอื่น ๆ) มูลฝอยอินทรีย (ประกอบไปดวย เศษอาหาร ไม/กิ่งไม) 

มูลฝอยรีไซเคิล (ประกอบไปดวย กระดาษ พลาสติก แกว และโลหะ) และมูลฝอยอันตราย (ประกอบไปดวยของเสีย 

อันตรายตาง ๆ  เชน ถานไฟฉาย แบตเตอรรี่ หลอดไฟ เป็นต้น) แล้วน�ำมูลฝอยแต่ละประเภทมาชั่งน�้ำหนัก และประเมิน

ร้อยละของมูลฝอยแต่ละประเภทในแต่ละแหล่งก�ำเนิด (ดังสมการที่ 5) 

	

ผลการทดลองและวิจารณ์ 	

	 1)	 สถานการณ์และการจัดการมูลฝอยชุมชนในปัจจุบัน

	  	 จากสถิติข้อมูลปริมาณมูลฝอยในเขตเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย พบว่า ปริมาณมูลฝอยที่เก็บ

รวบรวมได้ในปี พ.ศ. 2559 - 2563 (ดังแสดงในภาพที่ 1) มีค่าเฉลี่ยโดยประมาณ 39,958±1,997.42 ตันต่อปี  

ทั้งนี้พบว่า ปริมาณมูลฝอยท่ีเก็บรวบรวมได้ในแต่ละปีมีความแตกต่างกัน ดังเห็นได้อย่างชัดเจนในปี พ.ศ. 2562 

พบว่าปริมาณมูลฝอยที่เก็บขนได้ มีจ�ำนวนลดลงถึง ร้อยละ 11 เมื่อเทียบกับปริมาณมูลฝอยที่เก็บขนได้ ในปี พ.ศ. 2561  

แต่กลับเพิ่มสูงขึ้นอีกครั้งในปี พ.ศ. 2563 ทั้งนี้เป็นผลมาจากในปีงบประมาณ พ.ศ. 2562 เทศบาลฯ มีการ 

จัดโครงการอบรมการจัดการขยะมูลฝอยในชุมชน และโครงการอบรมให้ความรู ้แก่นักเรียนในด้านการจัดการ 

ขยะมูลฝอย ซึ่งเน้นการอบรมให้ความรู้เกี่ยวกับแนวทางการจัดการขยะมูลฝอยในชุมชน การคัดแยกและการน�ำ 

กลบัมาใช้ประโยชน์ใหม่ การเลอืกใช้ผลติภณัฑ์ทีเ่ป็นมติรกบัสิง่แวดล้อม การสร้างจติส�ำนกึและการมวีนิยัในการจดัการ

มูลฝอยในชุมชน ซ่ึงอาจส่งผลต่อปริมาณมูลฝอยท่ีเกิดขึ้น ต่อมาในปี พ.ศ. 2563 เนื่องจากสถานการณ์การระบาดของ

โรคติดเชื้อไวรัสโคโรนา 2019 (COVID-19) ท�ำให้มูลฝอยชุมชนอาจประกอบด้วยมูลฝอยติดเชื้อ ท�ำให้มีการจัดการ 

โดยเน้นการเก็บรวบรวมให้ได้มากที่สุด เพื่อลดความเสี่ยงจากจากการสัมผัสมูลฝอยติดเชื้อ นอกจากนี้ อาจมีสาเหต ุ

มาจากการเปลีย่นแปลงในหลายปัจจยั เช่น เขตเทศบาลเมอืงปูเ่จ้าสมงิพรายเป็นพืน้ทีท่ีม่ปีระชากรแฝง และนกัทศันาจร

เป็นจ�ำนวนมาก มีการลงทุน และประกอบกิจการจ�ำนวนมากทั้งอุตสาหกรรม การพาณิชยกรรม และที่พักอาศัย 

เป็นจ�ำนวนมาก จึงส่งผลต่อปริมาณมูลฝอยได้ อย่างไรก็ตามเมื่อพิจารณาในภาพรวม จะสามารถสรุปได้ว่า ในแต่ละวัน 

เทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพรายจะมีศักยภาพในการเก็บรวบรวมมูลฝอยโดยเฉลี่ย 109.35±5.39 ตัน
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	 ปัจจุบันการด�ำเนินการจัดการมูลฝอยภายในพื้นที่เทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย อยู่ในความรับผิดชอบ

ของส�ำนักสาธารณสุขและสิ่งแวดล้อม โดยจะท�ำการเก็บรวบรวม และขนส่งมูลฝอย เพื่อน�ำไปก�ำจัดโดยบริษัท

เอกชน ด้วยวิธีการฝังกลบมูลฝอยในรูปแบบพื้นที่เทกองแบบควบคุม (Controlled Dump) จากสถิติข้อมูล 

ใน ปี พ.ศ. 2563 พบว่า เทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพรายมีการคัดแยกมูลฝอยบางประเภทเพื่อน�ำไปใช้ประโยชน์ เช่น  

น�ำไปท�ำหลังคา ขาเทียมพระราชทาน ผ้าไตรจีวร เป็นต้น (ร้อยละ 0.019) และคัดแยกมูลฝอยอันตรายเพื่อน�ำไป

ก�ำจัดโดยวิธีการฝังกลบแบบปลอดภัยภายนอกพื้นที่ (Secure Landfill) อีกกว่า ร้อยละ 0.002 ในขณะที่มูลฝอย 

ทีเ่กบ็รวบรวมได้ทีเ่หลอื ซึง่ไม่มกีารคดัแยก (ร้อยละ 99) จะถกูน�ำไปก�ำจดัโดยการเทกองแบบควบคมุ ดงัแสดงในภาพที ่2 

ภาพท่ี 1 ปริมาณมูลฝอยท่ีเก็บรวบรวมได้ในเขตเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย ปี พ.ศ. 2559-2563 

ภาพท่ี 2 แนวทางการจัดการมูลฝอยในปัจจุบันของเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย
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	  	 จากสถานการณ์ดังกล่าว จะเห็นได้ว่ามูลฝอยกว่า 39,958 ตันต่อปี ถูกน�ำไปก�ำจัดทิ้งโดยไม่มีการ 

คัดแยกหรือใช้ประโยชน์อย่างคุ้มค่า ดังนั้นหากเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพรายมีข้อมูลทั้งชนิด ประเภท องค์ประกอบของ

มูลฝอยอย่างถูกต้อง จะท�ำให้สามารถใช้เป็นข้อมูลสนับสนุนให้เกิดการคัดแยกและน�ำไปสู่การส่งเสริมการใช้ประโยชน์

มูลฝอยได้อย่างมีประสิทธิภาพ

	 2)	 แหล่งก�ำเนิด ชนิด ปริมาณ อัตราการเกิดและองค์ประกอบมูลฝอยชุมชน

	  	 ในการส�ำรวจชนิด ปริมาณ อัตราการเกิด และองค์ประกอบของมูลฝอย จากจ�ำนวนกลุ่มตัวอย่าง 

ที่ค�ำนวณได้จากวิธีการศึกษา ข้อ 2.2 (ชุมชน 54 แห่ง ตลาด 8 แห่ง สถานศึกษา 24 แห่ง ศาสนสถาน 11 แห่ง 

โรงงานอุตสาหกรรม 117 แห่ง และสถานประกอบการที่ไม่เข้าข่ายเป็นโรงงานอุตสาหกรรม 77 แห่ง) พบว่า ปริมาณ

มูลฝอยที่เก็บรวบรวมได้ท้ังหมดจากพื้นท่ีของเทศบาลเมืองเมืองปู่เจ้าสมิงพราย ส่วนใหญ่มากกว่าร้อยละ 70 มีแหล่ง

ก�ำเนดิมาจากชมุชน รองลงมาเป็นมลูฝอยทีเ่กดิขึน้จากโรงงานอตุสาหกรรม สถานประกอบการทีไ่ม่เข้าข่ายเป็นโรงงาน

อุตสาหกรรม ศาสนสถาน ตลาด และสถานศึกษา ตามล�ำดับ ดังภาพที่ 3

		  แหล่งก�ำเนิดมูลฝอยซ่ึงจ�ำแนกได้ในการศึกษาครั้งนี้ ยังมีความสอดคล้องกับผลการศึกษาของ 

Prohmtong (1997) ซ่ึงได้มีการจัดแบ่งออกเป็น แหล่งก�ำเนิดจากชุมชน ตลาด สถานศึกษา ศาสนสถาน โรงงาน

อุตสาหกรรม และสถานประกอบการที่ไม่เข้าข่ายเป็นโรงงานอุตสาหกรรม เช่นเดียวกัน นอกจากนี้ ปริมาณมูลฝอย 

ที่เก็บรวบรวมได้ท้ังหมดจากพื้นท่ีของเทศบาลเมืองเมืองปู่เจ้าสมิงพราย ซึ่งพบว่าส่วนใหญ่มีแหล่งก�ำเนิดมาจากชุมชน  

(ร้อยละ 76.49) ยังมีความสอดคล้องกับผลการศึกษา ณ เทศบาลนครรังสิต โดยพบว่ามูลฝอยที่เก็บรวบรวมได้ 

ส่วนใหญ่มีแหล่งก�ำเนิดมูลฝอยจาก บ้านเรือนและชุมชนมากที่สุด (Thakhamsuk et al., 2019) 

		  จากข้อมูลสถิติปริมาณมูลฝอยที่เก็บรวบรวมได้ในปี พ.ศ. 2559 – 2563 จะพบว่า อัตราการเกิด

มูลฝอยต่อประชากร มีค่ากับ 1.48±0.08 กิโลกรัมต่อวัน โดยมีค่าสูงกว่าอัตราการเกิดมูลฝอยชุมชนในภาพรวม 

ของประเทศ (1.14 กิโลกรัมต่อคนต่อวัน) (Pollution Control Department, 2017) และสูงกว่าอัตราการเกิดมูลฝอย 

ชุมชนในจีน (1.00 กิโลกรัมต่อคนต่อวัน) (Wang & Nie, 2001) และยังพบว่ามีค่าสูงกว่าถึง 1.5 เท่าของอัตรา 

การเกิดมูลฝอยในจังหวัดเชียงราย (0.9 กิโลกรัมต่อคนต่อวัน) (Suma et al., 2019) ทั้งนี้อาจเป็นผลมาจากภายใน 

เขตเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย เป็นพื้นที่ที่ประกอบไปด้วยแหล่งก�ำเนิดมูลฝอยที่หลากหลายทั้งบ้านเรือน ชุมชน 

ตลาด ตลอดจนอุตสาหกรรม และมีจ�ำนวนประชากรแฝงเป็นจ�ำนวนมาก ส�ำหรับอัตราการเกิดมูลฝอยโดยการจ�ำแนก

ตามแหล่งก�ำเนิดได้แก่ ชุมชน ตลาด สถานศึกษา ศาสนสถาน โรงงานอุตสาหกรรม และสถานประกอบการที่ไม่เข้าข่าย

เป็นโรงงานอุตสาหกรรม สามารถสรุปได้ ดังแสดงในตารางที่ 1

		  นอกจากนี้ ผลจากการศึกษายังพบว่า มูลฝอยที่เก็บรวบรวมได้จากเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย 

ทั้งจากแหล่งก�ำเนิดชุมชน ตลาด สถานศึกษา ศาสนสถาน โรงงานอุตสาหกรรม และสถานประกอบการที่ไม่เข้าข่าย

เป็นโรงงานอุตสาหกรรม มีความหนาแน่นมูลฝอยเฉลี่ยเท่ากับ 194.44±48.11, 251.11±77.84, 130.56±54.22, 

200.00±22.05, 137.78±43.50 และ 127.78±19.25 กโิลกรมัต่อลูกบาศก์เมตร ตามล�ำดบั ซึง่สอดคล้องกบัการส�ำรวจ

ของกรมควบคุมมลพิษ ในปี พ.ศ. 2550 ท่ีได้ท�ำการวิเคราะห์ความหนาแน่นของมูลฝอยจากเทศบาลทั่วประเทศ และ

พบว่าความหนาแน่นมูลฝอยของชุมชนจะอยู่ในช่วงระหว่าง 124.76 - 296.00 กิโลกรัมต่อลูกบาศก์เมตร (Pollution 

Control Department, 2007)
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ภาพท่ี 3 ร้อยละของปริมาณมูลฝอยจ�ำแนกตามแหล่งก�ำเนิด ณ เทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพราย

ตารางท่ี 1 อัตราการเกิดมูลฝอยตามแหล่งก�ำเนิด

หมายเหตุ :	 [1]	 อัตราการเกิดมูลฝอย ในหน่วยของ กก./คน/วัน คิดจากจ�ำนวนประชากรของชุมชน (71,631 คน) สถานศึกษา (9,064 
คน) 	  โรงงานอุตสาหกรรม (27,813 คน) และสถานประกอบการที่ไม่เข้าข่ายเป็นโรงงานอุตสาหกรรม (2,607 คน)
	 [2]	 อัตราการเกิดมูลฝอย ในหน่วยของ กก./ตร.ม./วัน คิดจากขนาดพ้ืนที่ของตลาด (40,620 ตร.ม.) สถานศึกษา (131,020 
ตร.ม.) 	  และศาสนสถาน (211,740 ตร.ม.) 
	 [3]	 อัตราการเกิดมูลฝอย ในหน่วยของ กก./แผง/วัน คิดจากจ�ำนวนแผงร้านค้าของตลาด (536 แผง)

แหล่งก�ำเนิดมูลฝอย

	 ชุมชน	 1.120	 -	 -

	 ตลาด	 -	 0.044	 3.342

	 สถานศึกษา	 0.091	 0.006	 -

	 ศาสนสถาน	 -	 0.009	 -

	 โรงงานอุตสาหกรรม	 0.605	 -	 -

	 สถานประกอบการท่ีไม่เข้าข่ายโรงงานฯ	 1.290	 -	 -

อัตราการเกิดมูลฝอยตามแหล่งก�ำเนิด

กก./คน/วัน [1] กก./ตร.ม./วัน [2] กก./แผง/วัน [3]
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	 จากการด�ำเนินการสุ่มเก็บตัวอย่างมูลฝอยชุมชนในแต่ละแหล่งก�ำเนิด เพื่อศึกษาประเภทของมูลฝอย  

พบว่า มูลฝอยชุมชนท่ีเก็บรวบรวมได้จากเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพรายในภาพรวม ประกอบไปด้วย มูลฝอยอินทรีย์ 

(ร้อยละ 51.44±0.85) มูลฝอยรีไซเคิล (ร้อยละ 8.69±3.09) มูลฝอยทั่วไป (ร้อยละ 39.75±3.95) และมูลฝอยอันตราย 

(ร้อยละ 0.12±0.20) ท้ังน้ี หากพิจารณาตามแหล่งก�ำเนิดทั้ง 6 แหล่ง จะสามารถสรุปได้ดังแสดงในตารางที่ 2

ตารางท่ี 2 ประเภทของมูลฝอยจ�ำแนกตามแหล่งก�ำเนิด

แหล่งก�ำเนิด

ชุมชน	 57.53±8.53	 18.23±5.28	 23.86±5.43	 0.38±0.66

ตลาด	 63.81±6.57	 8.98±0.30	 25.98±4.75	 1.23±2.14

สถานศึกษา	 40.36±1.94	 27.45±3.21	 31.39±6.00	 0.80±1.38

ศาสนสถาน	 51.81±6.92	 15.16±2.38	 32.74±4.82	 0.29±0.50

โรงงานอุตสาหกรรม	 22.05±7.34	 46.54±15.04	 31.41±7.83	 -

สถานประกอบการท่ีไม่เข้าข่ายเป็นโรงงานฯ	 28.03±6.56	 44.08±10.70	 27.89±4.58	 -

ร้อยละโดยน�้ำหนักของมูลฝอย (ค่าเฉลี่ย±ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน)

มูลฝอยอินทรีย์ มูลฝอยรีไซเคิล มูลฝอยทั่วไป มูลฝอยอันตราย

	 ผลการศึกษาองค์ประกอบของมูลฝอย จ�ำแนกตามแหล่งก�ำเนิด ซึ่งประกอบไปด้วย เศษอาหาร ไม้/กิ่งไม้  

กระดาษ พลาสติก แก้ว โลหะ ยาง ผ้า หนัง ของเสียอันตราย และอื่น ๆ (ดังแสดงในภาพที่ 4) พบว่า มูลฝอย 

ประเภทเศษอาหาร กระดาษ และมูลฝอยอื่น ๆ (เช่น เศษเปลือกลูกอม ถุงพลาสติกที่เปื้อนเศษอาหาร เป็นต้น)  

เป็นองค์ประกอบของมูลฝอยท่ีพบสูงท่ีสุด 3 อันดับแรก จากทุกแหล่งก�ำเนิด และพบว่า เศษอาหารเป็นชนิด 

ของมูลฝอยที่พบมากที่สุด โดยอยู่ในช่วงระหว่าง ร้อยละ 20.78-62.30 ซึ่งสอดคล้องกับงานวิจัยของ Meesang  

(2016) และ Joshi et al. (2015) ซึ่งสรุปได้ว่าเศษอาหารเป็นองค์ประกอบของมูลฝอยชุมชนที่พบได้มากที่สุด  

ในทางกลับกันการศึกษาของ University of Michigan (2020) พบว่า มูลฝอยชุมชนที่พบส่วนใหญ่จากการศึกษา 

มักประกอบไปด้วยมูลฝอยรีไซเคิล ทั้งนี้อาจเนื่องมาจากความแตกต่างของบริบทพื้นที่ และนโยบายในการจัดการ 

ที่แตกต่างกันไป 

	 นอกจากนี้ ผลจากการส�ำรวจชนิดและปริมาณของมูลฝอย ยังพบว่า มีจ�ำนวนของมูลฝอยชนิดหน้ากาก

อนามัยเพิ่มสูงขึ้น เน่ืองจากเป็นช่วงเวลาท่ีมีการระบาดของโรคติดเชื้อไวรัสโคโรนา 2019 (COVID-19) ซึ่งเทศบาลฯ 

ได้จัดตั้งถังรองรับมูลฝอย (ส�ำหรับท้ิงหน้ากากอนามัยโดยเฉพาะ) พร้อมกับประชาสัมพันธ์และให้ความรู้แก่ประชาชน

ในเรื่องของการคัดแยกมูลฝอยอย่างถูกต้อง โดยมูลฝอยในส่วนน้ี ถูกด�ำเนินการเก็บรวบรวมไปพร้อมมูลฝอยติดเช้ือ 

จากศูนย์บริการสาธารณสุขของเทศบาลฯ และส่งก�ำจัด ณ โรงพยาบาลสมุทรปราการ 

หมายเหตุ : ด�ำเนินการศึกษาและสุ่มเก็บตัวอย่าง จ�ำนวนทั้งหมด 3 คร้ัง (ระหว่างเดือนกันยายน พ.ศ. 2563 – เดือนเมษายน พ.ศ. 2564)
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สรุป 

	 การจดัการมลูฝอยชมุชนในปัจจบุนัของเทศบาลเมอืงปูเ่จ้าสมงิพราย ซึง่มปีรมิาณมลูฝอยเฉลีย่ 39,958 ตนั 

ต่อปี ยังคงเป็นการก�ำจัดด้วยวิธีการเทกอง แนวทางการก�ำจัดดังกล่าวนี้ยังคงเป็นวิธีการที่ก่อให้เกิดผลกระทบ 

ต่อสุขภาพและสิ่งแวดล้อม อย่างไรก็ตามหากเทศบาลเมืองปู่เจ้าสมิงพรายสนับสนุนให้เกิดการคัดแยกมูลฝอย ซึ่งมี

แหล่งก�ำเนิดมาจากชุมชน โรงงานอุตสาหกรรม สถานประกอบการที่ไม่เข้าข่ายเป็นโรงงานอุตสาหกรรม ศาสนสถาน 

ตลาด และสถานศึกษา คิดเป็นร้อยละ 76.43 16.02 3.21 1.85 1.70 และ 0.79 ตามล�ำดับ จะสามารถคัดแยก 

มูลฝอยได้เป็น 4 ประเภท ได้แก่ มูลฝอยอินทรีย์ มูลฝอยรีไซเคิล มูลฝอยทั่วไป และมูลฝอยอันตราย นอกจากนี้ 

ยังพบว่า เศษอาหารเป็นมูลฝอยที่มีสัดส่วนมากที่สุด ซึ่งอยู่ในช่วงระหว่างร้อยละ 20.78-62.30 ดังนั้น หากมีการ 

คัดแยกและน�ำมูลฝอยในแต่ละประเภทไปใช้ประโยชน์หรือจัดการอย่างเหมาะสมกับคุณสมบัติของมูลฝอย จะช่วย

ให้เกิดประโยชน์อย่างมากมาย เช่น ช่วยลดปริมาณมูลฝอยที่จะต้องน�ำไปก�ำจัดขั้นสุดท้าย เกิดการแปรสภาพมูลฝอย 

ให้อยู่ในรูปที่สามารถใช้ประโยชน์ได้ ช่วยลดผลกระทบที่เกิดจากการระบายก๊าซเรือนกระจกจากการย่อยสลาย 

สารอินทรีย์ในมูลฝอยเศษอาหาร ลดปัญหากลิ่นท่ีเกิดจากน�้ำชะมูลฝอย และสัตว์พาหะน�ำโรค เป็นต้น โดยเทศบาล

อาจเริ่มต้นได้โดยการจัดโครงการอบรมให้ความรู้แก่ประชาชนในพื้นที่เกี่ยวกับประเภทของมูลฝอย และแนวทาง

การใช้ประโยชน์มูลฝอย ดังที่เคยด�ำเนินการมาก่อนหน้า และมุ่งเน้นไปที่แหล่งก�ำเนิดมูลฝอยจากชุมชน บ้านเรือน  

เนื่องจากมูลฝอยที่เกิดข้ึนในพื้นท่ีกว่าร้อยละ 70 มีแหล่งก�ำเนิดมาจากแหล่งนี้ หรืออาจมุ่งเน้นการจัดการไปที่ประเภท 

ของมูลฝอย เช่น เน้นการจัดการมูลฝอยอินทรีย์ เนื่องจากพบว่าเป็นประเภทมูลฝอยที่พบมากที่สุด นอกจากนี้  

เพื่อให้ทราบแนวทางที่เหมาะสมในการจัดการ การศึกษาในอนาคตอาจประยุกต์ใช้เครื่องมือทางส่ิงแวดล้อมอื่น ๆ  

เพิ่มเติม เช่น การใช้หลักการของสมดุลมวล (Mass Balance) เพื่อศึกษาประโยชน์และความเป็นไปได้ในการจัดการ 

หรอืมุง่เน้นการศกึษาทีเ่กีย่วข้องกบัเทคโนโลยทีางเลอืกทีเ่หมาะสมกบัมลูฝอยแต่ละประเภท เช่น การน�ำมลูฝอยอนิทรย์ี

ภาพท่ี 4 ร้อยละขององค์ประกอบมูลฝอยตามแหล่งก�ำเนิด
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ไปท�ำปุ๋ยหมัก หรือเข้าสู่กระบวนการผลิตก๊าซชีวภาพ การคัดแยกมูลฝอยทั่วไปเพื่อผลิตเป็นเช้ือเพลิง (RDF) และ 

การรณรงค์ให้เกิดการคัดแยกมูลฝอยรีไซเคิลเพื่อน�ำกลับไปใช้ประโยชน์ใหม่ เป็นต้น รวมไปถึงการศึกษาการประเมิน

คาร์บอนฟุตพริ้นต์จากการจัดการมูลฝอยในแต่ละแนวทางเพื่อพิจารณาถึงปริมาณการปลดปล่อยก๊าซเรือนกระจก  

ซึง่เป็นปัจจยัทีส่�ำคญัของการเกดิภาวะโลกร้อน และการเปลีย่นแปลงสภาพภมูอิากาศ กจ็ะมส่ีวนช่วยให้เกดิการจดัการ

มูลฝอยแต่ละประเภทได้อย่างเหมาะสมและยั่งยืนต่อไป

เอกสารอ้างอิง

Department of Alternative Energy Development and Efficiency. (2005). Study and demonstration 

of electric power/heat production from community waste. Retrieved from http://

webkc.dede.go.th/testmax/node/2482 [2021, 10 May.]

Jitpranee, S., & Ladpala, S. (2009). Feasibility study of organic waste management for biogas  

production in Naresuan University. Industrial Technology Lampang Rajabhat University 

Journal, 2(1), 37-43. (in Thai)

Joshi, N., Khatri, S., Tomar, R.K, & Jain, S.K. (2015). Greenhouse gas emissions in present and  

proposed municipal solid waste management plans and technologies in India: a comparative 

analysis of CO
2
 equivalent emissions from centralized and decentralized municipal  

solid waste management. Journal of Civil Engineering and Environmental Technology. 

2(16). 21-26

Khantaphat, T. (2006). Analysis of solid wastes management in Thungkru District. (Master’s 

dissertation). King Mongkut’s University of Technology Thonburi, Bangkok.

Meesang, W. (2016). Trends composition and amount of municipal solid waste in Sam Phrao  

sub-district, Udon Thani Province. Journal of the Association of Researchers, 21(3), 211-220.  

(in Thai)

Nichols, W., & Smith, N. (2019). Waste Generation and Recycling Indices 2019 Overview and 

findings. Retrieved from https://www.circularonline.co.uk/wp-content/uploads/2019/07/

Verisk_Maplecroft_Waste_Generation_Index_Overview_2019.pdf [2020, 1 Jul.]

Phonla, C. (2016). Schemes for community waste management of local administrative 

organizations. (Master’s dissertation).Thammasat University, Pathum Thani.

Pollution Control Department. (2007). Survey and analysis of municipal solid waste composition 

of municipalities across the country Project (Report No.04-041). Bangkok: Pollution 

Control Department.

Pollution Control Department. (2009). Composting from solid waste. Retrieved from https://www.

pcd.go.th/publication/5001/ [2021,10 May]

Pollution Control Department. (2015). Waste separation correctly and add value. Bangkok, 

Thailand: He’s.



86 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ปีที่ 17 ฉบับที่ 1 (มกราคม - มิถุนายน 2565)

Pollution Control Department. (2017). Pollution Control Department’s Thailand pollution report 

in 2016. Retrieved from http://infofile.pcd.go.th/mgt/Thailand_state_pollution2017%20

Thai.pdf?CFID=1444046&CFTOKEN=65882008 [2021, 10 May].

Poochaosamingprai M., (2020). Annual solid waste data of Poochaosamingprai Municipality.

Prohmtong, P. (1997). Potential of Waste Separation for Reuse. (Master’s dissertation).  

King Mongkut’s University of Technology Thonburi, Bangkok.

Promsaka N., T., & Lekno, U. (2020). Waste management of subdistrict municipality under circular 

economy Concept. Narkbhutparitat Journal, 12(2), 46-52. (in Thai)

Silpasuwan, P. (2014). Municipal solid waste: The Significant problem of Thailand. Bangkok,

Thailand: The Secretariat of the Senate. 

Suma, Y., Pasukphun, N., Hongtong, A., Keawdunglek, V., Laor, P. & Apidechkul, T. (2019). Waste 

composition evaluation for solid waste management guideline in highland rural tourist 

area in Thailand. Applied Environmental Research, 41(2), 13-26.

Thakhamsuk, N., Nanthapong, K., & Boonshuyar, C. (2019). Municipal solid waste management:  

A case study of Rangsit City Municipality Journal of Disease and Health Risk DPC.3, 

13(3), 57-66 (in Thai)

Thai Publica. (2014). The case of the “Praksa” landfill is on the national agenda for waste 

management in Thailand. Retrieved from https://thaipublica.org/2014/08/praksa-1/ 

[2021, 11 Sep.]

University of Michigan. (2020). Municipal Solid Waste. Retrieved from https://css.umich.edu/

factsheets/municipal-solid-waste-factsheet [2021, 6 Sep.]

Vajarodaya, P. (2013). Local Authority’s Solid Waste Management: A Case Study of Muangklang 

Municipality, Rayong Province. (Master’s dissertation). National Institute of Development 

 Administration, Bangkok.

Wang, H. & Nie, Y. (2001). Municipal solid waste characteristics and management in China. Journal 

of the Air & Waste Management Association, 51, 250-263.

Yamane, T. (1973). Statistics: an introductory analysis. 3 rded. New York: Harper and Row Publications.



87Phranakhon Rajabhat Research Journal (Science and Technology)
Vol.17 No.21 (January - June 2022)

กำรบ�ำบัดสำรอินทรีย์ระเหยง่ำยในไอระเหยของตัวท�ำละลำยสีพ่นรถยนต์
ด้วยเครื่องกรองชีวภำพ

REMOVAL OF VOLATILE ORGANIC COMPOUNDS IN SOLVENT VAPOR 
OF CAR PAINT USING BIOFILTER

สุภัสสร ฉิมเฉิด1* วรากร โฉมโสภา2 ธรรมรักษ์ ศรีมารุต1 อรัญ ขวัญปาน1

ณัฐพร อารีรัชกุล1 และ รุจิพรรณ แฝงจันดา1

1คณะเทคโนโลยีอุตสาหกรรม มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา กรุงเทพมหานคร 
2คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา กรุงเทพมหานคร

Suphatsorn Chimcherd1*, Warakorn Chomsopa2, Thammarak Srimarut1, Aran Kwanpan1, 
Nathaporn Areerachakul1 and Rujipun Phangchandha1  

1Faculty of Industrial Technology, Suan Sunandha Rajabhat University, Bangkok
2Faculty of Science and Technology, Suan Sunandha Rajabhat University, Bangkok

*E-mail: suphatsorn.ch@ssru.ac.th  

บทควำมวิจัย

บทคัดย่อ 

 งานวิจัยน้ีมีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาประสิทธิภาพของเครื่องกรองชีวภาพในการบ�าบัดสารอินทรีย์ระเหย

ง่ายในไอระเหยของตัวท�าละลายสีพ่นรถยนต์ อัตราส่วนของตัวกลางที่มีผลต่อประสิทธิภาพในการบ�าบัด และชนิดของ

จุลินทรีย์ที่เกิดขึ้นในกระบวนการบ�าบัด การทดลองประกอบด้วยตัวกลางผสมปุ๋ยคอก ดินผสมใบก้ามปู ซังข้าวโพด 

และตะกอนน�้าเสีย วิเคราะห์สมบัติทางกายภาพและทางเคมี น�าตัวกลางมาผสมกันในอัตราส่วน 2: 1: 3: 1, 2: 2: 2: 1 

และ 2: 3: 1: 1 โดยปริมาตร ตามล�าดับ ตัวแปรควบคุมใช้ความเข้มข้นไอระเหยตัวท�าละลายเท่ากับ 400 ppm 

ในการทดลองนี้ก�าหนดระยะเวลากักพัก 60 120 และ 180 วินาที ผลการบ�าบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหย

ของตัวท�าละลายสีพ่นรถยนต์ อัตราส่วนตัวกลางเท่ากับ 2: 3: 1: 1 ผ่านตัวกรองชั้นแรกประสิทธิภาพการบ�าบัด

สูงสุด 90.9 ± 2.0% ผ่านตัวกรองชั้นที่ 2 ประสิทธิภาพการบ�าบัดสูงสุด 93.5 ± 1.2% และเมื่อผ่านตัวกรอง

ชั้นที่ 3 ประสิทธิภาพการบ�าบัดสูงสุด 96.4 ± 0.3% ตามล�าดับ รองลงมาเป็นอัตราส่วนตัวกลางเท่ากับ 2: 2: 2: 1 

ผ่านตัวกรองชั้นแรกประสิทธิภาพการบ�าบัดสูงสุด 79.7 ± 0.3% ผ่านตัวกรองชั้นที่ 2 ประสิทธิภาพการบ�าบัดสูงสุด 

85.2 ± 0.4% และผ่านตัวกรองช้ันท่ี 3 ประสิทธิภาพการบ�าบัดสูงสุด 90.2 ± 0.2% ตามล�าดับ ทั้งนี้จุลินทรีย์เด่น

ในตัวกลางได้แก่ Bacillus cereus และ Candida tropicalis

ค�ำส�ำคัญ: การบ�าบัดไอระเหย สารอินทรีย์ระเหยง่าย ตัวท�าละลาย เครื่องกรองชีวภาพ
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ABSTRACT

	 The objectives of this study were to determine efficiency of biofilter in the removal of 

volatile organic compounds (VOCs) in solvent vapor of a car paint, suitable ratios of media used in 

the biofilter, and dominant species of microorganisms in the removal process. The media used in 

this study was a mixture of manure, soil mixed with caw leaves, corn cob and community sewage 

sludge at the ratios of 2: 1: 3: 1, 2: 2: 2: 1 and 2: 3: 1: 1 by volume. The media mixtures were analyzed 

for their physical and chemical properties. The control variable was concentration of solvent vapor 

set at 400 ppm. The retention times were 60, 120 and 180 seconds. 

	 Before the VOCs removal study, the solvent vapor of car paint was analyzed. The results 

showed that the highest removal efficiency was obtained from the biofilter using the media ratio 

of 2: 3: 1: 1 with the highest removal efficiency after passing through the 3 media layers at 90.9 ± 

2.0%, 93.5 ± 1.2% and 96.4 ± 0.3%, respectively, followed by the media ratio of 2: 2: 2: 1 with the 

removal efficiency after passing through the 3 media layers at 79.7 ± 0.3%, 85.2 ± 0.4%, and 90.2 

± 0.2, respectively. The dominant microorganisms found in all of the media mixture were Bacillus 

cereus and Candida tropicalis.

Keywords: Vapor removal, Volatile organic compounds, Solvent vapor, Biofilter 

บทน�ำ 

	 มลพิษทางอากาศเป็นอีกปัญหาทางสิ่งแวดล้อมที่ส�ำคัญ สถานการณ์คุณภาพอากาศของประเทศ 

ในปี 2563 ยังมีแนวโน้มทรงตัวและยังพบคุณภาพอากาศที่เกินมาตรฐานในหลายพื้นที่ เช่น ความเข้มข้นสารเบนซีน

ในบรรยากาศมีค่าสูงเกินเกณฑ์มาตรฐานในบางพื้นที่ โดยเฉพาะในพื้นที่ริมถนนและพื้นที่รอบอุตสาหกรรม ปัจจุบัน

เบนซีนในบรรยากาศยังเป็นปัญหาหลักท่ัวประเทศซ่ึงแหล่งก�ำเนิดหลักมาจากปั๊มน�้ำมันและการใช้สารเคมีและ 

ตัวท�ำละลาย (Pollution Control Department, 2020) สารอินทรีย์ระเหยง่ายหรือที่เรียกกันทั่วไปว่าสาร  

Volatile Organic Compounds (VOCs) หมายถึง กลุ่มสารประกอบอินทรีย์ที่ระเหยเป็นไอกระจายตัวไปในอากาศได้ 

ทีอ่ณุหภมูแิละความดนัปกต ิ(Office of Air and Sound Quality Management, Pollution Control Department, 

2008)

	 สาร VOCs ประกอบด้วยสารเคมีหลายชนิดที่ถูกปล่อยออกจากผลิตภัณฑ์หลายประเภท แหล่งที่มา

หลักของสารอินทรีย์ระเหยง่ายท่ีสามารถพบได้ท่ัวไป เช่น สีทาบ้าน น�้ำยาท�ำความสะอาด น�้ำยาไล่แมลง สารก�ำจัด 

ศัตรูพืช วัสดุก่อสร้าง เครื่องตกแต่งอุปกรณ์ส�ำนักงานกราฟิกและวัสดุหัตถกรรม เป็นต้น (Erika et al., 2017) 

สาร VOCs มีผลกระทบทางชีวภาพและเป็นอันตรายต่อสุขภาพ เข้าสู่ร่างกายโดยการหายใจ การดื่มกินทางปาก 

และการสัมผัสทางผิวหนัง เม่ือร่างกายได้รับสาร VOCs จะส่งผลกระทบต่อระบบภูมิคุ้มกัน ระบบประสาท ระบบ 

พันธุกรรม ระบบฮอร์โมน และระบบสืบพันธุ์ สาร VOCs หลายชนิด เช่น เบนซีน คาร์บอนเตตระคลอไรด์ 

คลอโรฟอร์ม และไดคลอโรเบนซีน สามารถท�ำลายโครโมโซมในเซลล์ของอวัยวะต่าง ๆ เช่น ตับ ไต และระบบ

ประสาท โดยสาร VOCs ท่ีถูกปล่อยออกสู่สิ่งแวดล้อมมาจากการใช้ในชีวิตประจ�ำวันและโรงงานอุตสาหกรรม 

ที่ใช้สาร VOCs เป็นตัวท�ำละลายและใช้วัตถุดิบที่มีสาร VOCs ในการผลิตเป็นจ�ำนวนมากท�ำให้เกิดการปนเปื้อน
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ของสาร VOCs ออกสู่สิ่งแวดล้อมก่อให้เกิดความเส่ียงต่อประชาชนที่อาศัยรอบโรงงานหรือเขตนิคมอุตสาหกรรม 

ต่าง ๆ (Disaster Prevention and Management Research and Development Center, 2008)

	 การลดมลพิษทางอากาศถือเป็นความท้าทายด้านส่ิงแวดล้อมในเมืองใหญ่ ๆ ของโลกซึ่งส่วนใหญ่อยู่ใน

ประเทศก�ำลงัพัฒนา การพฒันาเมอืงอย่างรวดเรว็ส่งผลให้เกดิการปล่อยแก๊สมลพษิมากขึน้ ระบบกรองชวีภาพ (Biofilter) 

เป็นกระบวนการหน่ึงท่ีใช้ในการก�ำจัดมลพิษท่ีเป็นสาร VOCs ในต่างประเทศได้รับความนิยมใช้กันอย่างแพร่หลาย 

เนือ่งจากเป็นวธิทีีใ่ช้ต้นทนุในการด�ำเนนิการต�ำ่ การควบคุมดแูลไม่ต้องใช้ผู้ควบคุมทีม่คีวามรูสู้งมากนกัและเป็นระบบทีม่ี

ประสทิธภิาพสงูเมือ่ด�ำเนนิระบบได้อย่างถกูต้องเหมาะสม แต่ในการด�ำเนนิระบบกรองชวีภาพทีผ่่านมามกัประสบปัญหา

ในเรือ่งความดนัลดของระบบ การอดัตวัของตวักลาง (Compaction) การอดุตนัเนือ่งจากการเจรญิเตบิโตของจลุนิทรย์ี  

การควบคุมความช้ืนของตัวกลางภายในระบบ รวมทั้งข้อมูลเกี่ยวกับความสามารถในการก�ำจัดสารอินทรีย์สูงสุดของ

ระบบกรองชีวภาพส�ำหรับประเทศไทยยังไม่เป็นท่ีแพร่หลาย (Gurjar et al., 2008)

	 งานวิจัยน้ีจึงน�ำเครื่องกรองชีวภาพมาใช้ในการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลาย

สีพ่นรถยนต์ โดยใช้ปุ๋ยคอก ดินผสมใบก้ามปู ซังข้าวโพด และตะกอนน�้ำเสีย ผสมกันเป็นตัวกลาง มีวัตถุประสงค์ 

เพื่อศึกษาประสิทธิภาพของเครื่องกรองชีวภาพระดับห้องปฏิบัติการในการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหย

ของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ เวลากักพักที่มีผลต่อประสิทธิภาพการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหย 

ของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์และอัตราส่วนของตัวกลางที่มีผลต่อประสิทธิภาพในการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่าย 

ในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์

วิธีการ 

	 งานวิจัยน้ีเป็นการทดลองระดับห้องปฏิบัติการ ด�ำเนินการทดลองที่อุณหภูมิห้อง ณ ห้องปฏิบัติการ

วิทยาศาสตร์สิ่งแวดล้อม คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา เพื่อศึกษาประสิทธิภาพ

การบ�ำบัด เวลากักพักที่เหมาะสมและพารามิเตอร์ต่างๆ ในการบ�ำบัดไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ด้วย 

เครื่องกรองชีวภาพแบบใช้ตัวกลาง

	 การก�ำหนดความเข้มข้นของสารอินทรีย์ระเหยง่ายเริ่มต้น ได้ตรวจวัดปริมาณสารอินทรีย์ระเหยง่าย

ภายในสถานประกอบการอู่พ่นสีรถยนต์ท้ังภายนอกและภายในห้องพ่นสี ก่อนการพ่นสี ระหว่างการพ่นสี และ 

หลังการพ่นสี พบความเข้มข้นสารอินทรีย์ระเหยง่ายทั้งหมดมีค่าอยู่ในช่วง 40 - 350 ส่วนในล้านส่วน ทดลองบําบัด 

ไอระเหยโทลอูนี ไซลนี และทนิเนอร์ซึง่มโีทลอูนีเป็นองค์ประกอบหลกัโดยใช้ตวักลางปุย๋หมกั ปุย๋คอก ตะกอนจลุนิทรย์ี  

และเศษไม้ ในอัตราส่วน 60: 10: 20: 10 พบว่าประสิทธิภาพการบ�ำบัดที่ความเข้มข้น 50 - 200 ส่วนในล้านส่วน  

มีค่ามากกกว่า 90% ท่ีเวลากักพัก 90 วินาที ประสิทธิภาพการบ�ำบัดไอระเหยทินเนอร์ ที่ความเข้มข้น 50 100 200 

300 และ 400 ส่วนในล้านส่วน ท่ีเวลากักพักสูงสุด 90 วินาที เท่ากับ 99.3 ± 0.3% 99.1 ± 0.4% 95.6 ± 0.4% 

87.4 ± 4.1% และ 70.5 ± 5.8% ตามลําดับ ในงานวิจัยนี้จึงทดลองใช้ความเข้มข้นสูงขึ้นเป็น 400 ส่วนในล้านส่วน 

และได้เปลี่ยนตัวกลางท่ีใช้และเพิ่มเวลากักพัก (Wongphan et al., 2018)

	 1.	 วัสดุ อุปกรณ์ และเคร่ืองมือ

		  1.1	 วัสดุตัวกลาง

			   วัสดุตัวกลางท่ีใช้ในการทดลองได้แก่ ปุ๋ยคอก:ดินผสมใบก้ามปู:ซังข้าวโพด:ตะกอนน�้ำเสีย โดยใช้

อัตราส่วน คือ 2: 1: 3: 1, 2: 2: 2: 1 และ 2: 3: 1: 1 โดยปริมาตร ตามล�ำดับ
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			   1.1.1	 ปุย๋คอก เป็นวสัดตุวักลางเสรมิทีใ่ช้ในการทดลองนี ้เนือ่งจากมปีรมิาณจลุนิทรย์ีทีห่นาแน่น 

มีคุณสมบัติในการกักเก็บน�้ำและมีความพรุนท�ำให้อากาศถ่ายเทได้ดี โดยเป็นปุ๋ยคอกจากมูลไก่ผสมแกลบ ดังภาพ 

ที่ 1 (ก)

			   1.1.2	 ดินผสมใบก้ามปู เป็นวัสดุตัวกลางเสริมที่ใช้ในการทดลองนี้คือดินผสมใบก้ามปู เป็นดิน 

ทีป่ระกอบด้วยดนิร่วนผสมใบก้ามปหูมกัรวมกนัเพือ่เพิม่ปรมิาณอนิทรยีวตัถใุนดนิ สามารถหาได้ทัว่ไปในทีน่ีซ่ือ้มาจาก

ร้านขายต้นไม้อ�ำเภอบางบัวทอง จังหวัดนนทบุรี ดังภาพที่ 1 (ข)

			   1.1.3	 ซังข้าวโพด เป็นวัสดุตัวกลางหลักที่ใช้ในการทดลองนี้ซึ่งวัสดุเหลือใช้ที่หาง่ายและพบมาก

ในเขตพื้นที่ภาคกลาง ซังข้าวโพดมีคุณสมบัติในการดูดซับน�้ำและสามารถเก็บความชื้นได้ดี ช่วยลดการอัดแน่นของ

ตัวกลาง งานวิจัยนี้ขอซังข้าวโพดจากร้านขายข้าวโพดต้ม เมื่อได้ซังข้าวโพดแล้วให้น�ำไปล้างน�้ำเพื่อก�ำจัดน�้ำเกลือ 

ในซังข้าวโพดออก (ล้างน�้ำประมาณ 3 ครั้ง) จากน้ันน�ำไปตัดเป็นท่อน ยาวท่อนละ 2 เซนติเมตร แล้วน�ำไปบดด้วย

เครื่องบดที่มีตะแกรงร่อนขนาด 0.5 เซนติเมตร น�ำซังข้าวโพดที่บดแล้วไปผึ่ง 3 ชั่วโมง จึงเก็บใส่ถุงน�ำไปแช่ตู้เย็น 

เพื่อรักษาสภาพตัวอย่าง ดังภาพท่ี 1 (ค)

			   1.1.4	 ตะกอนน�้ำเสีย เป็นวัสดุตัวกลางเสริมที่เป็นแหล่งจุลินทรีย์ที่ส�ำคัญ ซึ่งการทดลองนี ้

เลือกใช้ตะกอนน�้ำเสียท่ีผ่านการรีดน�้ำแล้วจากโรงควบคุมคุณภาพน�้ำหนองแขม กรุงเทพมหานคร ดังภาพที่ 1 (ง)

(ก) ปุ๋ยคอก (ข) ดินผสมใบก้ามปู

(ค) ซังข้าวโพด (ง) ตะกอนน�้ำเสีย

ภาพท่ี 1 ตัวกลางที่ใช้ในการทดลอง
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	 วิเคราะห์สมบัติทางกายภาพและทางเคมีของตัวกลาง ได้แก่ ความเป็นกรดด่าง ความชื้น ความหนาแน่น 

ความพรุน ปริมาณไนโตรเจน ปริมาณฟอสฟอรัส ปริมาณโพแทสเซียม โดยส่งตัวอย่างไปวิเคราะห์ที่ศูนย์วิทยาศาสตร์ 

มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา ทุกพารามิเตอร์ ตามตารางที่ 1

ตารางท่ี 1 การวิเคราะห์สมบัติทางกายภาพและทางเคมีของตัวกลาง

ตัวแปร วิธีทดสอบ

	 ความเป็นกรดด่าง	 Electronic pH Meter Method

	 ความช้ืน	 JIS M 8812-1984

	 ความหนาแน่น	 JIS 1474-1976

	 ความพรุน	 Phase Relationship

	 ปริมาณไนโตรเจน	 Kjeldahl Method

	 ปริมาณฟอสฟอรัส	 Ascorbic Acid Method

	 ปริมาณโพแทสเซียม	 Atomic Absorption Spectrophotometer

		  1.2	 เครื่องกรองชีวภาพ

			   เครื่องกรองชีวภาพที่ใช้ในการทดลองนี้ท�ำด้วยท่ออะครีลิคใสขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางภายใน 

เท่ากับ 0.10 เมตร ความสูง 1.60 เมตร โดยแบ่งเป็น 3 ชั้น (ชั้นล่าง ชั้นกลาง และชั้นบน) ก�ำหนดให้บรรจุตัวกลาง 

ชั้นละ 0.40 เมตร จุดทางเข้าไอระเหยของตัวท�ำละลายที่ระดับ 0.05 เมตร จุดเก็บตัวอย่างขาออก 3 จุด (S1, S2, S3)  

ที่ระดับ 0.45 เมตร วัดจากฐานของแต่ละชั้นและใช้เป็นหัวกระจายน�้ำเพื่อรักษาปริมาณความช้ืนให้แก่ตัวกลาง  

ช่องเก็บตัวอย่างอากาศมีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลาง 2 เซนติเมตร มีจุดวัดความชื้นของตัวกลาง อุณหภูมิของตัวกลาง 

และความเป็นกรดด่างของตัวกลาง 3 จุด (A, B, C) ที่ระดับ 0.2 เมตร วัดจากฐานของแต่ละชั้น นอกจากนี้ที่ฐาน 

เครื่องกรองชีวภาพยังมีท่อและวาล์วเพื่อใช้รองรับน�้ำชะ ดังภาพที่ 2 ในการทดลองนี้ก�ำหนดระยะเวลากักพักที่  

60 120 180 วินาที ติดตั้งระบบป้อนไอระเหย ดังภาพที่ 3
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ภาพท่ี 2 เครื่องกรองชีวภาพที่ใช้ในการทดลอง

ภาพท่ี 3 เครื่องกรองชีวภาพพร้อมระบบการป้อนไอระเหย
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		  1.3	 การเดินระบบ

			   ในแต่ละวันท�ำการเดินระบบวันละ 8 ช่ัวโมง โดยมีปั ๊มลมท�ำหน้าที่อัดอากาศให้ไหลผ่าน 

Rotameter เพ่ือควบคุมอัตราการไหล และต่อไปยังท่อที่ติดกับภาชนะบรรจุสารตัวท�ำละลาย โดยไอระเหยของสาร

ตัวท�ำละลายจะระเหยขึ้นมาผสมกับอากาศ เมื่ออากาศผสมกับไอระเหยของสารตัวท�ำละลายแล้วจะไหลผ่านไปยัง 

จุดแยก จากนั้นจึงเข้าสู่ระบบของเครื่องกรองชีวภาพ ทั้งนี้ต้องควบคุมความชื้นของตัวกลางให้มีค่าประมาณ 60% 

ตลอดเวลาที่เดินระบบ

			   การตรวจวัดความเข้มข้นไอระเหยขาเข้าและขาออก อุณหภูมิของตัวกลาง ความเป็นกรดด่าง 

ของตวักลาง ความชืน้ของตวักลาง ความดนัลดของตวักลาง ปรมิาณคาร์บอนไดออกไซด์ทีเ่กดิขึน้ในระบบ ดงัตารางที ่2 

ตารางท่ี 2 เครื่องมือและอุปกรณ์ท่ีใช้ในการตรวจวัด

พารามิเตอร์ เคร่ืองมือและอุปกรณ์ รุ่น/ขนาดเครื่องมือ ระยะเวลา

ความเป็นกรดด่าง

ของตัวกลาง

ความชื้นของตัวกลาง

อุณหภูมิของตัวกลาง

ความดันลด

ของตัวกลาง

อัตราการไหล

ของอากาศ

ความเข้มข้นสารอินทรีย์

ระเหยง่ายท้ังหมด

ความเข้มข้นแก๊ส

คาร์บอนไดออกไซด์

เครื่องวัด

ความเป็นกรดด่าง

เครื่องวัดความช้ืนในดิน

เทอร์โมมิเตอร์

มาโนมิเตอร์

โรตามิเตอร์

เครื่องวัดความเข้มข้นสาร

อินทรีย์ระเหยง่ายท้ังหมด

แบบพกพา

เครื่อง

แก๊สโครมาโตกราฟี

Garman Soil pH meter/ 

pH 3-10

E.M. System Soil Test/ 

Moisture 1-100%

Branan/10-100 

องศาเซลเซียส

Dwyer/ รุ่น 477-3

Dwyer/ 

5-25 ลิตรต่อนาที

MiniRAE 3000/ 0.1-

15,000 ส่วนในล้านส่วน

Shimadzu GC-2010

ก่อนเริ่มการทดลองในแต่ละวัน

ก่อนเริ่มการทดลองในแต่ละวัน

ก่อนเริ่มการทดลองในแต่ละวัน

ทุก 1 ชั่วโมง

วันละ 8 ชั่วโมง

ควบคุมตลอดเวลา

ทุก 5 นาที

วันละ 8 ชั่วโมง

ทุก 1 ชั่วโมง

วันละ 8 ชั่วโมง
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	 2.	 วิธีด�ำเนินการทดลอง

		  2.1	 การวิเคราะห์องค์ประกอบของไอระเหยของตัวท�ำละลาย

			   ตัวท�ำละลายท่ีใช้ในการทดลองจากร้านขายสีตามท้องตลาดทั่วไป (ยี่ห้อ Sun Super Thinner) 

วิเคราะห์องค์ประกอบสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ที่ใช้ด้วยเครื่อง Gas 

Chromatograph (GC-FID) รุ่น GC-2010 ยี่ห้อ Shimadzu ตั้งค่าสภาวะเครื่อง Gas Chromatograph ปิเปต 

ตัวท�ำละลาย 0.5 มิลลิลิตร ใส่ในขวดเก็บสารละลาย (vial) ขนาด 1 มิลลิลิตร ปิดฝาให้สนิททิ้งไว้ที่อุณหภูมิห้อง 

(ประมาณ 25 องศาเซลเซียส) เป็นเวลา 30 นาทีจากน้ันใช้เข็มฉีดตัวอย่างขนาด 1 มิลลิลิตร ดึงตัวอย่างแก๊สจากขวด

เกบ็สารละลายทีต่�ำแหน่ง headspace แล้วฉดีตวัอย่างดงักล่าวเข้าทางด้านบนของ Injection port โดยให้ดนั Syringe 

ให้ชนกับ Needle guide ของ Injector แล้วจึงกด plunger ดันสารตัวอย่างใน Syringe เข้าสู่ภายใน Injector  

พร้อมกับกดปุ่ม START บนเครื่อง GC แล้วจึงดึง Syringe ออกจาก Injector และรอจนเครื่อง GC วิเคราะห์สาร

ตัวอย่างเสร็จ

		  2.2	 การตรวจวัดค่าพารามิเตอร์ต่าง ๆ

			   พารามิเตอร์ต่าง ๆ ท่ีตรวจวัดได้แก่ ความชื้นของตัวกลาง อุณหภูมิของตัวกลาง ความเป็น 

กรด-ด่างของตัวกลาง การทรุดตัวของตัวกลาง ความดันลด ความเข้มข้นของสารตัวท�ำละลายขาเข้า-ขาออก ปริมาณ

คาร์บอนไดออกไซด์ขาเข้า-ขาออก 

		  2.3	 การเตรียมตัวกลางและบรรจุตัวกลาง

			   ตัวกลางท่ีใช้ในการทดลองได้แก่ ปุ๋ยคอก ดินผสมใบก้ามปู ซังข้าวโพด และตะกอนน�้ำเสียในการ

ผสมตัวกลางเพื่อให้ได้ตัวกลางท่ีมีความชื้นในการทดลองตามที่ต้องการจะต้องมีการเติมน�้ำลงไป ดังนั้นจึงต้องมีการ 

หาปริมาณความชื้นของตัวกลางทุกชนิดก่อนผสม โดยการเตรียมตัวกลางที่จะบรรจุเข้าไปในระบบมีขั้นตอนดังนี้  

ช่ังน�้ำหนักตัวกลางแต่ละชนิดโดยใช้ค่าความหนาแน่นของตัวกลางแต่ละชนิดไปค�ำนวณหาน�้ำหนักเพื่อเตรียมตัวกลางผสม 

			   เม่ือชั่งน�้ำหนักตัวกลางแต่ละชนิดในอัตราส่วนที่ต้องการเรียบร้อยแล้ว ให้น�ำไปผสมกันในถัง 

ขนาด 20 ลิตร คลุกเคล้าส่วนผสมตัวกลางทั้งหมดให้เข้ากัน แล้วปรับความชื้นโดยการพรมน�้ำลงไปที่ละน้อย 

ให้ค่าความชื้นอยู่ที่ประมาณ 60% จึงน�ำตัวกลางผสมท่ีได้บรรจุลงในท่ออะครีลิคแต่ละชั้น โดยไม่ต้องบดอัดตัวกลาง  

แต่ให้ใช้วิธีการเขย่าเพื่อให้มีช่องว่างระหว่างตัวกลางน้อยที่สุดจากนั้นวัดความสูงของตัวกลางให้อยู่ที่ 40 เซนติเมตร 

โดยวัดจากฐานแต่ละชั้น ความเข้มข้นไอระเหยของตัวท�ำละลายขาเข้าเริ่มต้น 400 ส่วนในล้านส่วน ใช้เวลาในการ 

เดินระบบครั้งละ 5 วัน วันละ 8 ชั่วโมง
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		  2.4	 การป้อนไอระเหยของตัวท�ำละลาย

	  		  การทดลองบ�ำบัดไอระเหยของตัวท�ำละลายใช้ความเข้มข้นขาเข้าเริ่มต้น 400 ส่วนในล้านส่วน 

อัตราการไหลของอากาศเข้าสู่เครื่องกรองชีวภาพ 3.14 ลิตรต่อนาที เวลากักพัก 60 120 และ 180 วินาที 

 			   ประสิทธิภาพการบ�ำบัด (Removal Efficiency) แสดงถึงประสิทธิภาพการบ�ำบัดไอระเหยของ

ตัวท�ำละลาย (Kanpayan, 2005) ดังสมการ 

			   Removal Efficiency (เปอร์เซ็นต์) = 100in out

in

C C
C
−

×

			   โดยท่ี 	 inC 	=	 ความเข้มข้นของสารตัวท�ำละลายเข้าระบบ (มิลลิกรัมต่อลิตร)

				    outC 	=	 ความเข้มข้นของสารตัวท�ำละลายออกจากระบบ (มิลลิกรัมต่อลิตร)

	 3.	 วิธีการวิเคราะห์การศึกษาชนิดจุลินทรีย์ที่เกิดขึ้นในระบบ

		  เตรียมตัวอย่างเชื้อจุลินทรีย์จากตัวกลางผสมโดยการชั่งน�้ำหนักตัวอย่างตัวกลางที่ใช้ 10 กรัม ลงใน 

บีกเกอร์ขนาด 100 มิลลิลิตร เติมสารละลายโซเดียมคลอไรด์ (NaCl) ความเข้มข้น 0.85% ใช้แท่งแก้วคนให้เข้ากัน

แล้วใช้ปิเปตดูดตัวอย่างเพื่อน�ำไปเจือจางตามล�ำดับ (Serial dilution) 

		  น�ำอาหารเลีย้งเชือ้ 3 ชนดิ ได้แก่ Nutrient Agar (NA) Lactobacillus MRS Agar และ Blood Agar Base  

ที่หลอมเหลวและมีอุณหภูมิประมาณ 45 องศาเซลเซียส เทลงในจานเพาะเชื้อ จากนั้นน�ำตัวอย่างเชื้อที่ละลายแล้ว

จากแต่ละหลอดมาเทผสมเข้ากับอาหารเลี้ยงเช้ือในจานเพาะเชื้อ แกว่งจานเพาะเชื้อเบา ๆ เพื่อให้เชื้อกระจายตัว  

แล้วรอจนอาหารเลี้ยงเช้ือแข็งจึงน�ำไปบ่มท่ีอุณหภูมิ 37 องศาเซลเซียส เป็นเวลา 24 ชั่วโมง จึงน�ำออกมานับจ�ำนวน

โคโลนี (Gabriel & Paulo, 2016)

ผลการทดลองและวิจารณ์ 

	 ตัวกลางท่ีใช้ในการทดลอง ได้แก่ ปุ๋ยคอก ดินผสมใบก้ามปู ซังข้าวโพด และตะกอนน�้ำเสีย โดยน�ำไป

ทดสอบลักษณะทางกายภาพและเคมีของตัวกลาง ได้แก่ ความเป็นกรดด่าง ความชื้น ความหนาแน่น ความพรุน และ 

ภาพท่ี 4 แผนผังชุดการทดลอง
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ธาตุอาหารหลัก (ไนโตรเจน ฟอสฟอรัส โพแทสเซียม) ดังตารางที่ 3 ทุกพารามิเตอร์ส่งวิเคราะห์ที่ศูนย์วิทยาศาสตร์ 

มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา ผลการวิเคราะห์ลักษณะทางกายภาพและทางเคมีพบว่า

หมายเหตุ: วิเคราะห์ที่ศูนย์วิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา

ตารางท่ี 3 ลักษณะทางกายภาพและเคมีของตัวกลาง

พารามิเตอร์
ที่ทดสอบ

ดินผสม
ใบก้ามปู

ตะกอน
น�้ำเสีย

อัตราส่วนของตัวกลางผสม

2: 1: 3: 1 2: 3: 1: 12: 2: 2: 1
ปุ๋ยคอก ซังข้าวโพด

ความเป็นกรดด่าง

ความชื้น (%)

ความหนาแน่น 

(ก./ลบ.ซม.)

ความพรุน (%)

ธาตุอาหาร (%) 

(N : P : K)

7.84

32.09

0.28

63.73

0.61: 0.37: 

1.45

6.79

2.82

0.69

38.05

0.16: 1.74: 

0.15

6.11

23.72

0.13

69.49

0.55: 0.37: 

0.05

5.83

3.59

0.57

51.70

ไม่ได้

ตรวจวัด

6.72

62.22

ไม่ได้

ตรวจวัด

56.24

ไม่ได้

ตรวจวัด

6.83

65.97

ไม่ได้

ตรวจวัด

56.03

ไม่ได้ตรวจ

วัด

7.05

67.82

ไม่ได้

ตรวจวัด

54.66

ไม่ได้

ตรวจวัด

	 ผลการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์

	 การบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ความเข้มข้นขาเข้า 400 ส่วน 

ในล้านส่วน เวลากักพัก 60 120 และ 180 วินาที เดินระบบวันละ 8 ชั่วโมง ครั้งละ 5 วัน เพื่อทดสอบ ประสิทธิภาพ 

การบ�ำบดัของตวักลาง โดยใช้อตัราส่วนตวักลางปุย๋คอก ดนิผสมใบก้ามป ูซงัข้าวโพด ตะกอนน�ำ้เสยี ทีอ่ตัราส่วนตวักลาง

เท่ากับ 2: 1: 3: 1, 2: 2: 2: 1 และ 2: 3: 1: 1 โดยปริมาตร ตามล�ำดับ ท�ำการวัดค่าความเข้มข้นของสารอินทรีย์ระเหย

ง่ายในไอระเหยทกุ ๆ  5 นาท ีใช้เวลาในการเดนิระบบชดุการทดลองละ 5 วนั ท�ำการทดลอง 3 ซ�ำ้ในแต่ละชดุการทดลอง 

และท�ำการทดลองแบบควบคุม (Control) โดยน�ำตัวกลางผสมทั้ง 3 อัตราส่วนไปฆ่าเชื้อด้วยเครื่องนึ่งฆ่าเชื้อ 

(Autoclave) ก่อนน�ำไปทดลองบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์

	 การบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์โดยใช้ตัวกลางที่อัตราส่วน 

2: 1: 3: 1

	 การบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ความเข้มข้นขาเข้า 400 ส่วน

ในล้านส่วน โดยใช้ตัวกลางปุ๋ยคอก ดินผสมใบก้ามปู ซังข้าวโพด และตะกอนน�้ำเสีย ที่อัตราส่วนตัวกลางเท่ากับ  

2: 1: 3: 1 ค่าที่รายงานเป็นผลจากค่าเฉลี่ยรายวันจากการทดลอง 3 ซ�้ำ ผลการทดลองพบว่าเม่ือไอระเหยผ่านตัวกรอง

ชั้นแรกเวลากักพัก 60 วินาที ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุด 69.1 ± 0.5% เมื่อไอระเหยผ่านตัวกรองชั้นที่ 2 เวลา 

กักพัก 120 วินาที ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุด 75.8 ± 0.3% และเมื่อไอระเหยผ่านตัวกรองชั้นที่ 3 เวลากักพัก  

180 วินาที ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุด 78. 5 ± 0.2% ดังตารางที่ 4
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	 การทรุดตัวของตัวกลางและปริมาณคาร์บอนไดออกไซด์ที่เกิดขึ้นระหว่างเดินระบบโดยใช้ตัวกลาง 

ที่อัตราส่วน 2: 1: 3: 1 พบว่าเมื่อเริ่มทดลองการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์

ด้วยเครื่องกรองชีวภาพ ตัวกลางท่ีบรรจุในเครื่องกรองชีวภาพที่เวลากักพัก 60 120 และ 180 วินาทีค่าความดันลด

ของตัวกลางเริ่มต้นท่ี 4.4 ± 0.2, 4.3 ± 0.1 และ 4.2 ± 0.2 นิ้วน�้ำ ตามล�ำดับ หลังจากเดินระบบ 5 วัน ตัวกลาง 

ในเครื่องกรองชีวภาพทรุดตัวท�ำให้ช่องว่างในตัวกลางน้อยลง ส่งผลให้ความดันลดของตัวกลางต�่ำสุดมีค่า 2.3 ± 0.2, 

2.1 ± 0.2 และ 1.7 ± 0.2 น้ิวน�้ำ ตามล�ำดับ

	 การบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์โดยใช้ตัวกลางที่อัตราส่วน 

2: 2: 2: 1

	 การบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ที่ความเข้มข้นของไอระเหย 

ขาเข้า 400 ส่วนในล้านส่วน โดยใช้ตวักลางปุย๋คอก ดนิผสมใบก้ามป ูซงัข้าวโพด และตะกอนน�ำ้เสีย ทีอ่ตัราส่วนตวักลาง

เท่ากับ 2: 2: 2: 1 ค่าท่ีรายงานเป็นผลจากค่าเฉลี่ยรายวันจากการทดลอง 3 ซ�้ำ ผลการทดลองพบว่าเมื่อไอระเหย 

ผ่านตัวกรองชั้นแรกเวลากักพัก 60 วินาที ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุด 79.7 ± 0.3% เมื่อไอระเหยผ่านตัวกรอง 

ชั้นที่ 2 เวลากักพัก 120 วินาที ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุด 85.2 ± 0.4% และเมื่อไอระเหยผ่านตัวกรองชั้นที่ 3 

เวลากักพัก 180 วินาที ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุด 90.2 ± 0.2% ดังตารางที่ 5

ตารางท่ี 4	ความเข้มข้นสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์เมื่อผ่านตัวกลางที่อัตราส่วน  

	 2: 1: 3:1

Day

Total 
VOCs 
Inlet 

(ppm)

เวลากักพัก 

60 วินาที 60 วินาที120 วินาที 120 วินาที180 วินาที 180 วินาที

ประสิทธิภาพการบ�ำบัด (%)

Total VOCs Outlet  (ppm)

	 1	 406.6 ± 0.9	 254.5 ± 2.7	 247.7 ± 5.9	 237.6 ± 6.9	 37.4 ± 0.5	 39.1 ± 1.3	 41.6 ± 1.6

	 2	 406.4 ± 1.2	 219.0 ± 8.7	 205.1 ± 6.6	 195.4 ± 10.2	 46.1 ± 2.0	 49.5 ± 1.6	 51.9 ± 2.5

	 3	 405.2 ± 2.4	 182.8 ± 8.4	 169.5 ± 6.9	 157.2 ± 6.0	 54.9 ± 2.0	 58.2 ± 1.6	 61.2 ± 1.4

	 4	 404.4 ± 1.1	 131.1 ± 2.5	 107.2 ± 8.9	 100.8 ± 6.6	 54.9 ± 0.5	 73.5 ± 2.1	 75.1 ± 1.6

	 5	 403.7 ± 1.9	 124.8 ± 2.2	 97.7 ± 1.8	 87.0 ± 1.3	 69.1 ± 0.5	 75.8 ± 0.3	 78.5 ± 0.2
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	 การทรุดตัวของตัวกลางและปริมาณคาร์บอนไดออกไซด์ที่เกิดขึ้นระหว่างเดินระบบโดยใช้ตัวกลาง 

ที่อัตราส่วน 2: 2: 2: 1 พบว่าเมื่อเริ่มทดลองการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์

ด้วยเครื่องกรองชีวภาพ ตัวกลางท่ีบรรจุในเครื่องกรองชีวภาพที่เวลากักพัก 60 120 และ 180 วินาทีค่าความดันลด

ของตัวกลางเริ่มต้นที่ 4.4 ± 0.1, 4.3 ± 0.1 และ 4.1 ± 0.1 นิ้วน�้ำ ตามล�ำดับ หลังจากเดินระบบ 5 วัน ตัวกลาง 

ในเครื่องกรองชีวภาพทรุดตัว ท�ำให้ช่องว่างในตัวกลางน้อยลง ส่งผลให้ความดันลดของตัวกลางต�่ำสุดมีค่า 2.8 ± 0.5, 

2.8 ± 0.4 และ 2.7 ± 0.2 น้ิวน�้ำ ตามล�ำดับ

	 การบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์โดยใช้ตัวกลางที่อัตราส่วน 

2: 3: 1: 1

	 การบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ความเข้มข้นขาเข้า 400 ส่วน 

ในล้านส่วน โดยใช้ตวักลางปุย๋คอก ดนิผสมใบก้ามป ูซงัข้าวโพด และตะกอนน�ำ้เสยี ทีอ่ตัราส่วนตวักลางเท่ากบั 2: 3: 1: 1  

ค่าที่รายงานเป็นผลจากค่าเฉลี่ยรายวันจากการทดลอง 3 ซ�้ำ ผลการทดลองพบว่าเมื่อไอระเหยผ่านตัวกรองชั้นแรก

เวลากักพัก 60 วินาที ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุด 90.9 ± 2.0% เมื่อไอระเหยผ่านตัวกรองชั้นที่ 2 เวลากักพัก  

120 วินาที ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุด 93.5 ± 1.2% และเมื่อไอระเหยผ่านตัวกรองชั้นที่ 3 เวลากักพัก 180 วินาที 

ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุด 96.4 ± 0.3% ดังตารางท่ี 6

Day

Total 
VOCs 
Inlet 

(ppm)

เวลากักพัก 

60 วินาที 60 วินาที120 วินาที 120 วินาที180 วินาที 180 วินาที

ประสิทธิภาพการบ�ำบัด (%)

Total VOCs Outlet  (ppm)

	 1	 404.7 ± 1.9	 237.0 ± 6.7	 212.9 ± 14.8	 209.3 ± 11.1	 41.4 ± 1.6	 47.4 ± 3.4	 48.3 ± 2.5

	 2	 406.2 ± 1.7	 154.5 ± 0.5	 132.0 ± 9.6	 110.8 ± 12.0	 62.0 ± 0.2	 67.5 ± 2.3	 72.7 ± 2.8

	 3	 406.0 ± 3.0	 102.7 ± 7.1	 86.5 ± 7.4	 73.5 ± 0.4	 74.7 ± 1.7	 78.7 ± 1.8	 81.9 ± 0.1

	 4	 406.1 ± 1.6	 88.8 ± 2.8	 73.4 ± 2.5	 55.2 ± 2.9	 78.1 ± 0.6	 81.9 ± 0.3	 86.4 ± 0.7

	 5	 406.3 ± 0.9	 82.4 ± 1.5	 60.3 ± 1.8	 39.7 ± 0.9	 79.7 ± 0.3	 85.2 ± 0.4	 90.2 ± 0.2

ตารางท่ี 5	ความเข้มข้นสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์เมื่อผ่านตัวกลางที่อัตราส่วน  

	 2: 2: 2: 1
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	 การทรุดตัวของตัวกลางและปริมาณคาร์บอนไดออกไซด์ที่เกิดขึ้นระหว่างเดินระบบโดยใช้ตัวกลาง 

ที่อัตราส่วน 2: 3: 1: 1 พบว่าเม่ือเริ่มทดลองการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์

ด้วยเครื่องกรองชีวภาพ ตัวกลางท่ีบรรจุในเครื่องกรองชีวภาพที่เวลากักพัก 60 120 และ 180 วินาทีค่าความดันลด

ของตัวกลางเริ่มต้นท่ี 4.3 ± 0.1, 4.2 ± 0.1 และ 4.1 ± 0.0 นิ้วน�้ำ ตามล�ำดับ หลังจากเดินระบบ 5 วัน ตัวกลาง 

ในเครื่องกรองชีวภาพทรุดตัว ท�ำให้ช่องว่างในตัวกลางน้อยลง ส่งผลให้ความดันลดของตัวกลางต�่ำสุดมีค่า 3.3 ± 0.0, 

3.1 ± 0.1 และ 2.9 ± 0.1 น้ิวน�้ำ ตามล�ำดับ

	 การบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์โดยใช้ตัวกลางที่ปราศจาก

จุลินทรีย์

	 เพื่อยืนยันว่าการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ด้วยเครื่องกรอง

ชีวภาพอาศัยการท�ำงานของจุลินทรีย์ จึงได้ทดลองน�ำตัวกลางแต่ละอัตราส่วนไปฆ่าเชื้อและทดลองบ�ำบัดไอระเหย

ของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ พบว่าไม่สามารถบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์

ได้ ค่าสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายขาออกมีค่าสูงกว่าขาเข้า เนื่องจากไม่มีจุลินทรีย์ท�ำหน้าที่ 

ในการบ�ำบัดส่งผลให้สารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์เกิดการสะสมภายในชั้นตัวกลาง

เพิ่มขึ้นและไม่มีปริมาณคาร์บอนไดออกไซด์เกิดข้ึนในระบบ ดังตารางที่ 7

ตารางท่ี 6	ความเข้มข้นสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์เมื่อผ่านตัวกลางที่อัตราส่วน  

	 2: 3: 1: 1

Day

Total 
VOCs 
Inlet 

(ppm)

เวลากักพัก 

60 วินาที 60 วินาที120 วินาที 120 วินาที180 วินาที 180 วินาที

ประสิทธิภาพการบ�ำบัด (%)

Total VOCs Outlet  (ppm)

	 1	 405.1 ± 2.2	 160.3 ± 1.1	 148.4 ± 3.6	 143.3 ± 3.2	 60.4 ± 0.1	 63.4 ± 0.9	 64.6 ± 0.8

	 2	 403.9 ± 2.0	 113.3 ± 7.1	 103.4 ± 9.0	 95.6 ± 4.7	 72.0 ± 1.8	 74.4 ± 2.3	 76.3 ± 1.2

	 3	 405.1 ± 1.7	 64.1 ± 5.0	 51.6 ± 6.3	 43.6 ± 7.6	 84.2 ± 1.2	 87.3 ± 1.5	 89.2 ± 1.8

	 4	 405.4 ± 1.7	 47.0 ± 5.2	 35.5 ± 1.7	 24.2 ± 1.7	 88.4 ± 1.3	 91.2 ± 0.4	 94.0 ± 0.4

	 5	 404.1 ± 2.0	 36.6 ± 8.0	 26.2 ± 4.8	 14.6 ± 1.1	 90.9 ± 2.0	 93.5 ± 1.2	 96.4 ± 0.3
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	 ผลการวิเคราะห์ชนิดของจุลินทรีย์

	 ปริมาณจุลินทรีย์ที่พบในตัวกลางผสมทั้งก่อนและหลังการบ�ำบัดได้แก่ จุลินทรีย์สายพันธุ์ Bacillus  

เป็นแบคทีเรียรูปร่างแท่ง (rod shape) ย้อมติดสีแกรมบวก (Gram positive bacteria) อยู่ในวงศ์ Bacillaceae 

เจริญได้ดีทั้งในสภาพมีอากาศและไม่มีอากาศ ทนความร้อน ความแห้งแล้ง สารเคมี และสภาวะแวดล้อมที่ไม่เหมาะสม 

ต่าง ๆ ได้ดีส่วนมากพบได้ในดิน และยีสต์ในวงศ์ Candida ซ่ึงเป็นเช้ือรา (fungi) ลักษณะเซลล์มีรูปทรงกลมหรือ 

รูปไข่ ผิวด้านหน้าโคโลนีเรียบหรือย่น มีความสามารถในการก่อโรค ตารางที่ 8 แสดงจ�ำนวนเชื้อจุลินทรีย์ที่ตรวจพบ

ในตัวกลางก่อนใช้และหลังใช้ทดลอง

อัตราส่วน
ตัวกลาง

อัตราส่วน
ตัวกลางผสม

อาหารท่ีใช้
ในการเพาะเชื้อ

จ�ำนวนเชื้อจุลินทรีย์
ที่พบในตัวกลางก่อนการทดลอง 

(CFU/g ตัวอย่างดิน)

จ�ำนวนเชื้อจุลินทรีย์
ที่พบในตัวกลางหลังการทดลอง 

(CFU/g ตัวอย่างดิน)

Total VOCs 
Inlet (ppm)

Total VOCs Outlet (ppm)

เวลากักพัก 60 วินาที เวลากักพัก 120 วินาที เวลากักพัก 150 วินาที

	 2: 1: 3: 1	 405.9 ± 0.4	 907.4 ± 155.3	 1,224.7 ± 234.6	 1,517.4 ± 351.5

	 2: 2: 2: 1	 404.1 ± 0.6	 931.8 ± 178.9	 1,294.5 ± 280.7	 1,589.3 ± 356.5

	 2: 3: 1: 1	 406.7 ± 0.4	 956.4 ± 164.0	 1,348.1 ± 298.9	 1,660.7 ± 389.6

ตารางท่ี 7	ประสิทธิภาพการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายโดยใช้ตัวกลางที่ปราศจาก

จุลินทรีย์

ตารางท่ี 8 จ�ำนวนเชื้อจุลินทรีย์ท่ีตรวจพบในตัวกลางก่อนใช้และหลังใช้ทดลอง

2: 1: 3: 1

2: 2: 2: 1

2: 3: 1: 1

Nutrient Agar

Lactobacillus MRS Agar

Blood Agar Base

Nutrient Agar

Lactobacillus MRS Agar

Blood Agar Base

Nutrient Agar

Lactobacillus MRS Agar

Blood Agar Base

1.77 x 109

1.37 x 108

1.32 x 106

3.00 x 109

2.85 x 109

1.54 x 108

2.26 x 107

2.56 x 107

1.64 x 109

1.19 x 109

1.01 x 108

1.00 x 106

7.85 x 108

5.65 x 108

3.65 x 107

2.85 x 107

6.70 x 106

8.00 x 108
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สรุป 

	 การศกึษาการบ�ำบดัสารอนิทรย์ีระเหยง่ายในไอระเหยของตวัท�ำละลายสพ่ีนรถยนต์ด้วยเครือ่งกรองชวีภาพ

นี้เป็นการทดลองในระดับห้องปฏิบัติการ ณ ห้องปฏิบัติการสาขาวิชาวิทยาศาสตร์สิ่งแวดล้อม คณะวิทยาศาสตร์และ

เทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทาด�ำเนินการทดลองที่อุณหภูมิห้อง (ประมาณ 26 - 29 องศาเซลเซียส) 

เพื่อศึกษาประสิทธิภาพของเครื่องกรองชีวภาพในการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลาย 

สีพ่นรถยนต์ศึกษาอัตราส่วนขอตัวกลางท่ีมีผลต่อประสิทธิภาพในการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของ 

ตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ด้วยเครื่องกรองชีวภาพและวิเคราะห์ชนิดของเช้ือจุลินทรีย์ที่เกิดขึ้นในกระบวนการบ�ำบัด  

โดยใช้ตัวกลางได้แก่ ปุ๋ยคอก ดินผสมใบก้ามปู ซังข้าวโพด และตะกอนน�้ำเสีย ในอัตราส่วน 2: 1: 3: 1, 2: 2: 2: 1  

และ 2: 3: 1: 1 โดยปริมาตร ตามล�ำดับ ผลการศึกษาการบ�ำบัดสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลาย 

สีพ่นรถยนต์ด้วยเครื่องกรองชีวภาพโดยใช้ความเข้มข้นขาเข้า 400 ส่วนในล้านส่วน ใช้เวลากักพัก 60 120 และ  

180 วินาที พบว่าอัตราส่วนตัวกลาง 2: 3: 1: 1 มีประสิทธิภาพการบ�ำบัดสูงสุดมากกว่า 95% ดังตารางที่ 5 และ 

เป็นอัตราส่วนที่มีความดันลดของตัวกลางน้อยที่สุด จุลินทรีย์สามารถด�ำรงชีวิตและเจริญเติบโตได้ดีเม่ือเทียบกับอีก  

2 ชดุการทดลอง ส่งผลให้ชุดการทดลองที ่3 มปีรมิาณคาร์บอนไดออกไซด์สงูสดุเมือ่เทยีบกบัปรมิาณคาร์บอนไดออกไซด์

ที่เกิดขึ้นในอีก 2 ชุดการทดลอง นอกจากน้ีเม่ือเทียบกับมาตรฐานของ Office of Environmental Health and 

Safety พบว่าค่า TLV ของโทลูอีนมีค่าไม่เกิน 20 ส่วนในล้านส่วน ซึ่งชุดการทดลองที่ 3 อัตราส่วนตัวกลาง 2: 3: 1: 

1 มีปริมาณสารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ที่บ�ำบัดไม่หมดและผ่านจากระบบระบาย 

สูภ่ายนอก 14.4 ส่วนในล้านส่วน ทีเ่วลากักพกั 180 วนิาท ีซึง่ต�ำ่กว่าค่า TLV ดงันัน้การใช้ระบบกรองชวีภาพในการบ�ำบดั 

สารอินทรีย์ระเหยง่ายในไอระเหยของตัวท�ำละลายสีพ่นรถยนต์ก่อนปล่อยออกสู่บรรยากาศสามารถลดผลกระทบต่อ 

ผู้อาศัยโดยรอบสถานประกอบการได้ ส่วนในเรื่องกลิ่นเนื่องจากค่า Odor Threshold Value ของโทลูอีนมีค่าต�่ำมาก

คอื 0.2 ส่วนในล้านส่วน ถงึแม้ความเข้มข้นจะอยูใ่นเกณฑ์ทีย่อมรบัได้ในแง่สขุภาพ แต่อาจยงัคงได้กลิน่ของสารอนิทรย์ี

ระเหยง่ายในไอระเหยของตวัท�ำละลายสพ่ีนรถยนต์บ้างในวนัทีส่ภาพบรรยากาศไม่เอือ้อ�ำนวยต่อการแพร่กระจายของ

มลพิษ (Office of Environmental Health and Safety, 2012)
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รายละเอียดการเตรียมบทความ 
วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

Preparation Process of PNRU Research Journal Science and Technology

	 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี เป็นวารสารราย 6 เดือน เผยแพร่ปีละ 2 ฉบับ 

ฉบับที่ 1 มกราคม - มิถุนายน และ ฉบับที่ 2 กรกฎาคม - ธันวาคม จัดท�ำขึ้นเพื่อเผยแพร่ผลงานในลักษณะบทความวิจัย 

(Research Article) บทความวชิาการ (Academic Article) และบทความปรทิศัน์ (Review Article) ในสาขาวทิยาศาสตร์

และเทคโนโลยีแก่นักวิจัย นักวิชาการ และบุคคลทั่วไปที่สนใจ

 ขอบเขตของผลงานที่ตีพิมพ์

	 วารสารวจิยัราชภฏัพระนคร สาขาวทิยาศาสตร์และเทคโนโลย ีตพีมิพ์บทความด้านวทิยาศาสตร์และเทคโนโลย ี

ได้แก่ สาขาคณิตศาสตร์ สถิติ ฟิสิกส์ เคมี ชีววิทยา ชีวเคมี จุลชีววิทยา เทคโนโลยีชีวภาพ เกษตรศาสตร์ วิทยาศาสตร์ 

การอาหาร คหกรรมศาสตร์ วิทยาศาสตร์ทางทะเล วิทยาศาสตร์สิ่งแวดล้อม วิทยาศาสตร์สุขภาพ การพยาบาล  

การสาธารณสุข คอมพิวเตอร์ วัสดุศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์และอุตสาหกรรม สถาปัตยกรรม หรือวิทยาศาสตร์ประยุกต์ 

 การพิจารณาบทความ

	 บทความท่ีได้รับการตีพิมพ์ในวารสารน้ีจะได้รับการประเมินจากผู้ทรงคุณวุฒิในสาขาที่เกี่ยวข้อง (Peer 

Review) อย่างน้อย 2 ท่าน โดยผู้แต่งและผู้ทรงคุณวุฒิประเมินบทความจะไม่ทราบช่ือซึ่งกันและกัน (Double-blind 

Peer Review) 

 ประเภทของบทความที่รับตีพิมพ์

	 1.	 บทความวิจัย (Research Article)

	 	 เป็นการน�ำเสนอผลงานวจิยัอย่างเป็นระบบ กล่าวถงึความเป็นมา และความส�ำคญัของปัญหา วตัถปุระสงค์ 

การด�ำเนินการวิจัย

	 2.	 บทความวิชาการ (Academic Article)

งานเขียน ซึ่งเป็นเรื่องที่น่าสนใจ เป็นความรู้ใหม่ กล่าวถึงความเป็นมาของปัญหา วัตถุประสงค์ แนวทางการแก้ไขปัญหา  

มีการใช้แนวคิดทฤษฎี ผลงานวิจัยจากแหล่งข้อมูล เช่น หนังสือ วารสารวิชาการ อินเทอร์เน็ตประกอบการวิเคราะห์

วิจารณ์ เสนอแนวทางแก้ไข

	 3.	 บทความปริทัศน์ (Review Article)

	 	 งานวิชาการท่ีประเมินสถานะล่าสุดทางวิชาการ (State of the art) เฉพาะทางที่มีการศึกษาค้นคว้า  

มีการวิเคราะห์และสังเคราะห์องค์ความรู้ท้ังทางกว้าง และทางลึกอย่างทันสมัย โดยให้ข้อพิพากษ์ที่ชี้ให้เห็นแนวโน้ม 

ที่ควรศึกษาและพัฒนาต่อไป
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 หลักเกณฑ์ในการส่งบทความ

	 1.	 บทความท่ีผู้แต่งส่งมาเพื่อตีพิมพ์จะต้องเป็นบทความที่ยังไม่เคยตีพิมพ์เผยแพร่หรืออยู่ระหว่างการ 

เสนอขอตีพิมพ์จากวารสารอื่น ๆ

	 2.	 เนื้อหาในบทความต้องไม่คัดลอก ลอกเลียน หรือไม่ตัดทอนจากบทความอื่นโดยเด็ดขาด (การละเมิด 

ลิขสิทธิ์ถือเป็นความรับผิดชอบของผู้แต่งเท่านั้น)

	 3.	 ผูแ้ต่งต้องเขียนบทความตามรปูแบบทีก่�ำหนดไว้ในระเบยีบการส่งบทความของ วารสารวจิยัราชภฏัพระนคร 

สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 4.	 การพิจารณาบทความเพื่อตีพิมพ์ในวารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี  

จะพิจารณาเฉพาะบทความที่ได้รับการประเมินให้ตีพิมพ์เผยแพร่จากผู้ทรงคุณวุฒิเท่านั้น

	 5.	 กรณีข้อเสนอแนะจากผู้ทรงคุณวุฒิ ผู้แต่งต้องปรับแก้ไขตามข้อเสนอแนะของผู้ทรงคุณวุฒิ และช้ีแจง 

การแก้ไขต้นฉบับดังกล่าว มายังกองบรรณาธิการ

 ค�ำแนะน�ำการเตรียมต้นฉบับ

	 รับการตีพิมพ์บทความทั้งภาษาไทยและภาษาอังกฤษ จัดพิมพ์ด้วยโปรแกรม Microsoft Word 2003 ขึ้นไป  

โดยใช้ตัวหนังสือแบบ TH SarabunPSK ขนาด 14 pt. ทั้งภาษาไทยและภาษาอังกฤษ ก�ำหนดตั้งค่าหน้ากระดาษ  

บน 1.5 นิ้ว ซ้าย 1.5 นิ้ว ล่าง 1.0 นิ้ว ขวา 1.0 นิ้ว โดยความยาวของบทความควรเป็นดังนี้

	 1.	 บทความวิจัย (Research article) 	 ประมาณ 12 หน้า ต่อบทความ

	 2.	 บทความทางวิชาการ (Academic article) 	 ประมาณ 8 หน้า ต่อบทความ 

	 3.	 บทความปริทัศน์ (Review article) 	 ประมาณ 8 หน้า ต่อบทความ

	 โดยมีส่วนประกอบดังน้ี

บทความวิจัย
(Research Article)

บทความวิชาการ
(Academic Article)

บทความปริทัศน์
(Review Article)

1.	 บทน�ำ (Introduction)

2. วิธีการ (Methods)

3.	 ผลการทดลองและวิจารณ์

	 (Results and Discussions) 

4.	 สรุป (Conclusions) 

5.	 เอกสารอ้างอิง (References)

1.	 บทน�ำ (Introduction)

2.	 เนื้อหา (Context)

3.	 สรุป (Conclusions)

4.	 เอกสารอ้างอิง (References)

1.	 บทน�ำ (Introduction)

2.	 เนื้อหา (Context)

3.	 สรุป (Conclusions)

4.	 เอกสารอ้างอิง (References)
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ชื่อเรื่อง	 ควรมีความกระชับและชัดเจน ไม่ยาวจนเกินไป บทความภาษาไทยต้องมีชื่อเรื่องทั้งภาษาไทยและ 

	 ภาษาอังกฤษ โดยใช้ตัวพิมพ์ใหญ่ทั้งหมด

ชื่อผู้แต่ง	 ระบช่ืุอเตม็และนามสกลุเตม็ของผูแ้ต่งทกุคนทัง้ภาษาไทยและภาษาองักฤษโดยไม่ใส่ยศหรอืต�ำแหน่ง  

	 ส�ำหรับผู้แต่งหลักต้องใส่ E-mail address ที่ติดต่อได้และลงเครื่องหมายดอกจันก�ำกับ

บทคัดย่อ	 บทคัดย่อภาษาไทยและภาษาอังกฤษควรมีความยาวระหว่าง 200 ถึง 250 ค�ำ

ค�ำส�ำคัญ	 ให้มีค�ำส�ำคัญ 3-5 ค�ำ ทั้งภาษาไทยและภาษาอังกฤษ

รูปภาพ	 แยกบนัทกึเป็นไฟล์ภาพทีม่นีามสกุล TIFF, หรอื JPEG ถ้าเป็นภาพถ่ายกรณุาส่งภาพต้นฉบบัเพือ่คณุภาพ 

	 ในการพมิพ์ หมายเลขรปูภาพและกราฟ ให้เป็นเลขอารบกิ ค�ำบรรยายและรายละเอยีดต่าง ๆ  อยูด้่านล่าง 

	 ของรูปภาพ ปรับรูปแบบให้เหมาะสมกับการตีพิมพ์แบบขาว-ด�ำ หรือ Greyscale

เนื้อหา	 ใช้ตวัหนงัสอืแบบ TH SarabunPSK ขนาด 14 พอยท์ จดัเนือ้หาตามรปูแบบบทความวจิยั (Research  

	 Article) บทความวิชาการ (Academic Article) หรือบทความปริทัศน์ (Review Article) หน่วยที่ใช้ 

	 ให้เป็นไปตามรูปแบบสากล ศัพท์ภาษาอังกฤษในวงเล็บให้ใช้ตัวพิมพ์เล็กทั้งหมดยกเว้นชื่อเฉพาะ  

	 หากมสีมการให้ใช้ Equation Editor โดยจดัให้อยูใ่นต�ำแหน่งกลางหน้ากระดาษ พร้อมระบหุมายเลข 

	 สมการ 

ตาราง	 หมายเลขตารางให้เป็นเลขอารบิก ค�ำบรรยายและรายละเอียดต่าง ๆ อยู่ด้านบนของตาราง

เอกสารอ้างอิง	 เป็นรายชื่อเอกสารที่ใช้อ้างถึงในบทความ โดยให้แปลเป็นภาษาอังกฤษทุกรายการ และจัดรูปแบบ 

	 อ้างอิงตามระบบ APA 6th edition

รูปแบบการอ้างอิง 

1.	 การอ้างอิงในเนื้อหา (In-text citation) 

	 กรณีอ้างอิงชื่อผู้แต่งก่อนข้อความ	 ชื่อผู้แต่ง (ปีที่พิมพ์)........................

	 ตัวอย่าง	 	 Kelly (2004) แสดงให้เห็นว่า........................

	 	 	 Saikaew & Kaewsarn (2009) ได้ศึกษาเกี่ยวกับ........................

	 	 	 Lui et al. (2000) พบว่า........................

	 	 	 Saikaew & Kaewsarn (2009) และ Lui et al. (2000) พบว่า

	 กรณีอ้างอิงชื่อผู้แต่งท้ายข้อความ	 ...................... (ชื่อผู้แต่ง, ปีที่พิมพ์)

	 ตัวอย่าง	 	 ...................... (Kelly, 2004)

	 	 	 ...................... (Saikaew & Kaewsarn, 2009)

	 	 	 ...................... (Lui et al., 2000)

	 	 	 ...................... (Saikaew & Kaewsarn, 2009; Lui et al., 2000)

2.	 การอ้างอิงในส่วนท้ายบทความ (References)

	 2.1	 อ้างอิงจากหนังสือ (Books)

	 	 รูปแบบ	 ชื่อผูเขียน. (ปที่พิมพ์). ชื่อหนังสือ. (ครั้งที่พิมพ). สถานที่พิมพ: สํานักพิมพ.

	 	 ตัวอย่าง	 Crawley, R. B., Dockery, L. M., Branson, T. S., Carmichael, L. E., Carson, J. C., Findlay,  

	 	 	 	 A. F., & Smith, D. M. (2015). Manor houses of the early 1900s. London,  

	 	 	 	 England: Taylor & Francis.
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	 2.2	 อ้างอิงจากบทความวารสาร (Journal articles)

	 	 รูปแบบ	 ชื่อผู้แต่ง. (ปีพิมพ์). ชื่อบทความ. ชื่อวารสาร, ปีที่(ฉบับที่), หน้าแรก-หน้าสุดท้าย.

	 	 ตัวอย่าง	 Yingsanga, P., & Mathurasa, L. (2009). Yellowing development of Chinese Kale (Brassica  

	 	 	 	 oleracea var. alboglabla). Phranakhon Rajabhat Research Journal: Science  

				    and Technology, 14(1), 76-90. (In Thai)

	 	 	 Morrisa, G.A., Fosterb, T.J., & Hardinga, S.E. (2000). The effect of the degree  

	 	 	 	 of esterification on the hydrodynamic properties of citrus pectin. Food  

				    Hydrocolloids, 14(3), 227–235.

	 2.3	 อ้างอิงจากวิทยานิพนธ์ (Theses and Dissertations)

	 	 รูปแบบ	 ชื่อผู้แต่ง. (ปีพิมพ์). ชื่อวิทยานิพนธ์. (ระดับวิทยานิพนธ์). มหาวิทยาลัย, เมืองที่ตั้งมหาวิทยาลัย.

	 	 ตัวอย่าง	 Caprette, C.L. (2005). Conquering the cold shudder: The origin and evolution  

				    of snake eyes. (Doctoral dissertation). Ohio State University, Columbus, OH.

	 2.4	 อ้างอิงจากรายงานการวิจัย/รายงานทางวิชาการ (Technical/Research reports)

	 	 รูปแบบ	 ชื่อผู้แต่ง. (ปีพิมพ์). ชื่อเรื่อง (ประเภทของเอกสาร). สถานที่พิมพ์: ส�ำนักพิมพ์.

	 	 ตัวอย่าง	 Tayama, T. (2006). Velocity influence on detection and prediction of changes  

				    in color and motion direction (Report No. 38). Sapporo, Japan: Psychology  

	 	 	 	 Department, Hokkaido University.

	 2.5	 บทความ/บทในหนังสือการประชุม (Proceedings of meeting and symposium) 

	 	 รูปแบบ	 ชื่อผู้แต่งในบท. (ปีพิมพ์). ชื่อเรื่อง. ใน ชื่อบรรณาธิการ, (บรรณาธิการ), ชื่อการประชุม (หน้าแรก- 

	 	 	 	 หน้าสุดท้าย). สถานที่พิมพ์: สานักพิมพ์.

	 	 ตัวอย่าง	 Deci, E.L., & Ryan, R.M. (1991). A motivational approach to self: Integration  

				    in personality. In R. Dienstbier (Ed.), Nebraska Symposium on motivation:  

	 	 	 	 Vol. 38 Perspectives on motivation (237-288). Lincoln, NM: University of  

	 	 	 	 Nebraska Press.

	 2.6	 อ้างอิงจากสื่ออิเล็กทรอนิกส์ต่าง ๆ 

	 	 รูปแบบ	 ชื่อผู้แต่ง. (ปีพิมพ์). ชื่อเรื่อง. Retrieved from http://.............[ใส่วันที่สืบค้น].

	 	 ตัวอย่าง	 Centers for Disease Control and Prevention. (2003). Take charge of your diabetes.  

				    Retrieved from http://www.cdc.gov/diabetes /pubs/paf/ted.pdf [2015, 25 Oct.]

	 2.7 อ้างอิงอื่น ๆ 

	 	 รูปแบบ	 ชื่อผู้ให้สัมภาษณ์. (ปีที่ให้สัมภาษณ์, วัน เดือน). สัมภาษณ์. ต�ำแหน่งผู้ให้สัมภาษณ์. หน่วยงาน. 

	 	 ตัวอย่าง	 Phae-ngam, W. (2016, 10 Jan.). How to write a good research article. Assistant  

				    Professor. Faculty of Science and Technology. Phranakhon Rajabhat University.
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หมายเหตุ: ทางวารสารขอสงวนสิทธิ์ที่จะเรียบเรียงและอาจปรับปรุงการน�ำเสนอบทความตามความเหมาะสม

ขั้นตอนการพิจารณาบทความ
วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

ผู้รับส่งบทความ (Subminnion Online) ผ่านระบบ ThaiJO2.0

ประมาณ 7 วัน
ท�ำการ

ประมาณ 20 วัน
ท�ำการ

ประมาณ 
20 วันท�ำการ

ประมาณ 
20 วัน
ท�ำการ

กองบรรณาธิการ
ตรวจสอบผลการปรับแก้ไข

(ผู้ประสานบทความตรวจสอบ)

ส่งตรวจบทความคัดย่อ
ภาษาอังกฤษ

ผู้ทรงคุณวุฒิ
ตรวจสอบผลการปรับแก้ไข

ผู้นิพนธ์ปรับแก้ไข
ผ่านระบบ ThaiJO2.0

ประมาณ 30 วัน
ท�ำการ

รับตีพิมพ์
บทความ

กองบรรณาธิการ
ตรวจสอบความถูกต้อง

บรรณาธิการและกองบรรณาธิการ
พิจารณาบทความ

เข้าสู่กระบวนการ Reviews 
บทความจากผู้ทรงคุณวุฒิ

มีการปรับปรุงแก้ไข

ส่งคืนผู้นิพนธ์
แก้ไข

แจ้งผู้นิพนธ์
ทราบ

แจ้งผู้นิพนธ์
ทราบ

แจ้งผู้นิพนธ์

ปฏิเสธ
การตีพิมพ์

ปฏิเสธการตีพิมพ์รับตีพิมพ์

บรรณาธิการพิจารณา
รับตีพิมพ์บทความ

ออกใบตอบรับบทความ
ให้กับผู้นิพนธ์

รวมระยะเวลาด�ำเนินการ
ประมาณ 3-4 เดือน

แจ้งผู้นิพนธ์
ช�ำระค่าธรรมเนียม
การตีพิมพ์บทความ
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รูปแบบบทความเพื่อส่งตีพิมพ์ในวารสารวิจัยราชภัฏพระนคร
สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (ภาษาไทย)

บทคัดย่อ (TH SarabunPSK ขนาด 14pt. ตัวหนา)

	 เนื้อหาบทคัดย่อในกรณีเป็นบทความภาษาไทยต้องมีบทคัดย่อเป็นภาษาไทยและภาษาอังกฤษ ยกเว้น 

บทวิจารณ์หนังสือ บทคัดย่อควรมีย่อหน้าเดียว ไม่ควรเกิน 250 ค�ำ บทคัดย่อควรกล่าวถึงวัตถุประสงค์หลักของบทความ 

ผลลัพธ์หรือ สรุปผลที่ได้จากการท�ำวิจัย ค�ำส�ำคัญที่เป็นภาษาไทยไม่ต้องมีเครื่องหมายจุลภาค (,) ระหว่างค�ำ 
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จริยธรรมในการตีพิมพ์
Publication Ethics

	 วารสารวิจัยราชภัฏพระนคร สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีมีมาตรฐานทางจริยธรรมในการตีพิมพ์บทความ 

ดังนี้

 จริยธรรมของบรรณาธิการ

	 1.	 บรรณาธกิารมหีน้าที ่พจิารณาความสอดคล้องของเนือ้หาบทความกบัวตัถปุระสงค์และขอบเขตของวารสาร

	 2.	 บรรณาธิการมีหน้าท่ีตรวจสอบคุณภาพและพิจารณาความถูกต้องของบทความร่วมกับกองบรรณาธิการ 

และผู้ทรงคุณวุฒิก่อนการตีพิมพ์

	 3.	 บรรณาธิการต้องไม่มีส่วนได้ส่วนเสียกับผู้แต่ง ผู้ประเมินบทความ และบุคคลอื่นๆ ที่มีส่วนเกี่ยวข้อง 

	 4.	 บรรณาธิการต้องปฏิบัติตามกระบวนการและขั้นตอนต่าง ๆ ของวารสารอย่างเคร่งครัด

	 5.	 บรรณาธิการต้องรักษาความลับของผู้แต่ง

	 6.	 บรรณาธิการมีหน้าที่รักษามาตรฐานของวารสาร รวมถึงพัฒนาวารสารให้มีคุณภาพอยู่เสมอ
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	 1.	 ผู้ทรงคุณวุฒิต้องตระหนักถึงความเชี่ยวชาญตามศาสตร์ของตนเองในการรับประเมินบทความ

	 2.	 ผู้ทรงคุณวุฒิต้องไม่มีส่วนได้ส่วนเสียกับผู้แต่ง

	 3.	 ผู้ทรงคุณวุฒิต้องตรวจสอบความซ�้ำซ้อนของบทความกับงานตีพิมพ์อื่นๆ

	 4.	 ผู้ทรงคุณวุฒิต้องประเมินและให้ข้อเสนอแนะตามหลักเกณฑ์ทางวิชาการโดยปราศจากอคติ
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ผู้อื่นโดยขาดการอ้างอิง

	 2.	 หากบทความมีการทดลองเกี่ยวกับมนุษย์หรือสัตว์ ผู้แต่งต้องปฏิบัติตามหลักจริยธรรมในการวิจัยและข้อ

กฎหมายที่เกี่ยวข้อง

	 3.	 ผู้แต่งควรระบุแหล่งทุนที่สนับสนุนการวิจัย

	 4.	 ผู้แต่งควรเคารพความคิดเห็นทางวิชาการของผู้อื่น และแก้ไขตามค�ำแนะน�ำของผู้ทรงคุณวุฒิ

	 5.	 ผู้แต่งจะต้องไม่น�ำส่วนใดส่วนหนึ่งของเนื้อหาในบทความไปตีพิมพ์เผยแพร่ยังแหล่งอื่นๆ

	 6.	  ชื่อผู้แต่งที่ปรากฏในบทความต้องเป็นผู้ที่มีส่วนในผลงานวิชาการนี้จริง
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