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บทคัดย่อ 

 บทความนี้น าเสนอสูตรการหาจ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ที่มสีมาชิก 𝑛 ตัว  โดยสูตรใน
การค านวณ คือ  

|𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 2
𝑛−1, 

เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเตม็บวก,  𝐶ℎ𝑛 แทน แลตทิซโซ่ที่มีสมาชิก 𝑛 ตัว และ |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| แทน 
จ านวนเดรเิวชันทั้งหมดของแลตทซิโซ่ 𝐶ℎ𝑛. 

นอกจากน้ี เราพบว่า จ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ 𝐶ℎ𝑛 สามารถค านวณในรูปของ
สัมประสิทธ์ิทวินามและสัมพันธ์กบัจ านวนฟิโบนัชชีบางจ านวน ดังนี้  

|𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 2
𝑛−1 = ∑ (

𝑛 − 1
𝑘
) =𝑛−1

𝑘=0 𝐹𝑛+1
(𝑛) , 

โดยที่ 𝐹𝑛+1
(𝑛)  จ านวนฟิโบนัชชี 𝑛− step พจน์ที่ 𝑛+1. 

ค าส าคัญ : เดอรเิวชัน แลตทิซ แลตทิซโซ ่
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Abstract 
 This paper presents the formula for finding the number of derivations on chain 
lattice with 𝑛 elements. The formula is, 

|𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 2
𝑛−1 

 where 𝑛 is a positive integer, 𝐶ℎ𝑛 denoted a chain lattice with 𝑛  elements 
and |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| is all the numbers of derivations of chain lattices.    

Moreover, we found that the number of derivations of 𝐶ℎ𝑛 can be computed 
in binomial coefficient form and related to some of Fibonacci numbers as follows: 

|𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 2
𝑛−1 = ∑ (

𝑛 − 1
𝑘
) =𝑛−1

𝑘=0 𝐹𝑛+1
(𝑛) , 

    where 𝐹𝑛+1
(𝑛)  is the (𝑛+1)-th Fibonacci 𝑛− step number. 

Keywords : Derivation, Lattice, Chain Lattice 

 

บทน า 

 ก าหนดให้ 𝑃 เป็นเซตที่ไม่ใช่เซตว่าง และ ≤ เป็นความสัมพันธ์ทวิภาคบน 𝑃 จะ
เรียก ⟨𝑃, ≤⟩ ว่า เซตอันดับบางส่วน หรือ เซตอันดับ ถ้า 𝑃 มีสมบัติสอดคล้องกับทั้งสาม
สมบัติต่อไปนี้ (1) สมบัติสะท้อน, ส าหรับทุกๆ 𝑥 ≤ 𝑥 ส าหรับทุกๆ 𝑥 ∈ 𝑃 (2) สมบัติ
ปฏิสมมาตร, ถ้า 𝑥 ≤ 𝑦 และ 𝑦 ≤ 𝑥 แล้ว 𝑥 = 𝑦 ส าหรับทุกๆ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 และ (3) 
สมบัติการถ่ายทอด, ถ้า 𝑥 ≤ 𝑦 และ 𝑦 ≤ 𝑧 แล้ว 𝑥 ≤ 𝑧 ส าหรับทุกๆ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑃  

 ส าหรับเซตอันดับจ ากัด ⟨𝑃,≤⟩ ใดๆ สามารถเขียนแทนด้วยแผนภาพได ้โดยใช้

วงกลมเล็ก ∘ แทนแต่ละสมาชิกของ 𝑃 โดยแต่ละสมาชิก 𝑥 และ 𝑦 ใน 𝑃 ซ่ึง 𝑥 ≤ 𝑦 ที่ 
𝑥 ≠ 𝑦 เราจะเขียนวงกลมเล็กของ 𝑥 ให้อยู่ในต าแหน่งต่ ากว่าวงกลมเล็กของ 𝑦 และ
ลากเส้นตรงหนึ่งเส้นเชื่อมโยงระหว่างวงกลมเล็ก 𝑥 และ 𝑦 เราเรียกแผนภาพที่เกิดจาก
การสร้างดังกล่าวบน 𝑃 ว่าแผนภาพของเซตอันดับ 𝑃  
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ตัวอย่าง 1 ให้ 𝑃 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} และ ≤ เป็นการด าเนินการทวิภาคบน 𝑃 แล้ว จะได้
ว่า  

⟨𝑃,≤⟩ = 
{(𝑎, 𝑎) , (𝑏, 𝑏) , (𝑐, 𝑐) , (𝑑, 𝑑) , (𝑎, 𝑐) , (𝑎, 𝑑) , (𝑏, 𝑐) , (𝑏, 𝑑)}  

เป็นเซตอันดับและเขียนแผนภาพ ดังรูปที ่1 

 

 

 

        หรือ 

 

 

           รูปที ่1 แผนภาพอันดับจ ากัด 

สังเกตว่าเซตอันดับเดียวกันอาจมีได้หลายแผนภาพ  

นิยาม 1 [1] ให้ ⟨𝑃, ≤⟩ เป็นเซตอันดับ ส าหรับทุกๆ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 ถ้า 𝑥 และ 𝑦 เป็น
สมาชิก 

เปรียบเทียบได้ นั่นคือ 𝑥 ≤ 𝑦 หรือ 𝑦 ≤ 𝑥 แล้ว จะเรียก 𝑃 ว่า ลูกโซ ่
(chain) 

นิยาม 2 [1] ให้ ⟨𝑃, ≤⟩ เป็นเซตอันดับ, 𝑆 ⊆ 𝑃 และให้ 𝑥 ∈ 𝑃 จะกล่าวว่า 
 (1) 𝑥 เป็น ขอบเขตบน ของ 𝑆 ถ้า 𝑠 ≤ 𝑥 ส าหรับทุกๆ 𝑠 ∈ 𝑆  
     และจะเรียก 𝑥 ว่า ขอบเขตบนน้อยสุด ของ 𝑆, เขียนแทนด้วย sup 𝑆 ก็
ต่อเมื่อ 𝑥  

เป็นขอบเขตบนของ 𝑆และ 𝑥 ≤ 𝑦 ส าหรับ 𝑦 ที่เป็นขอบเขตบนของ 𝑆 

𝑎 𝑏 

𝑐 𝑑 𝑐 𝑑 

𝑎 

𝑏 
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(2) 𝑥 เป็น ขอบเขตล่าง ของ 𝑆 ถ้า 𝑥 ≤ 𝑠 ส าหรับทุกๆ 𝑠 ∈ 𝑆  
และจะเรียก 𝑥 ว่า ขอบเขตล่างมากสุด ของ 𝑆, เขียนแทนด้วย inf 𝑆 ก็

ต่อเมื่อ  𝑥  

เป็นขอบเขตล่าง และ 𝑦 ≤ 𝑥 ส าหรับ 𝑦 ทีเ่ป็นขอบเขตล่างของ 𝑆 
เราจะใช้สัญลักษณ์ 𝑆𝑢 แทน เซตของขอบเขตบนทั้งหมด ของ 𝑆 และ 𝑆𝑙 แทน 

เซตของขอบเขตล่างทั้งหมด ของ 𝑆  
 

ตัวอย่าง 2 

 

   จะได้ตัวอย่างเซตของขอบเขตบน เช่น {𝑏, 𝑐}𝑢 = {𝑥, ℎ, 𝑖} และเซตของ
ขอบเขตล่าง เช่น {𝑒, 𝑓}𝑙 = {𝑦, 𝑎} โดยที่ {𝑏, 𝑎}𝑢 ไม่มีขอบเขตบนน้อยสุด แต่ 
{𝑒, 𝑓}𝑙 มี 𝑎 เป็นขอบเขตล่างมากสุด 

นิยาม 3 [1] ให้ ⟨𝐿, ≤⟩ เป็นเซตอันดับ ส าหรับแต่ละ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ถ้า sup{𝑥, 𝑦} ∈ 𝐿 
และ  

inf{𝑥, 𝑦} ∈ 𝐿แล้ว เราจะเรียก ⟨𝐿, ≤⟩ ว่า แลตทิซ  

𝑖 𝑗 ℎ 

𝑦 

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 

𝑒 𝑓 𝑔 

𝑥 
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หมายเหตุ เราจะเขียน 𝑥  𝑦 แทน sup{𝑥, 𝑦}, อ่านว่า 𝑥 จอยน ์(join) 𝑦 และ 
𝑥  𝑦 แทน  

inf{𝑥, 𝑦}, อ่านว่า 𝑥 มีท(meet) 𝑦 

จากนิยาม 1 จะเห็นได้ว่า ทุกลูกโซ ่เป็นแลตทิซ และในงานวิจัยนี้จะเรียกว่า 

แลตทิซโซ ่เขียนแทนด้วย 𝑐ℎ และ 𝑐ℎ𝑛 แทน แลตทซิโซ่ที่มีสมาชิก 𝑛 ตัว ซึ่งเป็น
แลตทิซที่ใช้ในการศึกษาเพ่ือหาจ านวนเดริเวชัน 

นิยาม 4 [5] ให้ 𝐿 เป็นแลตทิซ และก าหนดฟังก์ชัน 𝑑: 𝐿 → 𝐿 จะเรียก 𝑑 ว่าเป็น เด
ริเวชัน  

(derivation) บน 𝐿 ถ้าฟังก์ชัน 𝑑  มีสมบัติดังนี้ 

𝑑(𝑥∧ 𝑦) = (𝑑𝑥∧𝑦) ∨ (𝑥∧𝑑𝑦)  

หมายเหตุ เพ่ือความสะดวกเราจะใช้ 𝑑𝑥 แทน  𝑑(𝑥) 

 

สมบัตเิดริเวชันบางประการบนแลตทิซ [2] 

ให้ 𝐿 เป็นแลตทิซและ 𝑑 เป็นเดริเวชันบน 𝐿 แล้ว จะได้ว่า 

(1) 𝑑𝑥 ≤ 𝑥  

(2) 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ≤ 𝑑(𝑥∧𝑦) ≤ 𝑑𝑥∨𝑑𝑦   

(3) ถ้า 𝐿 มีสมาชิกน้อยสุดคือ 0 และสมาชิกใหญสุ่ดคือ 1 แล้ว 𝑑0 = 0 และ 
𝑑1 ≤ 1 

ในล าดับถัดไป ผู้วิจัยจะน าเสนอข้ันตอนในการหาจ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ 
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จ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ 

ในการพิจารณาหาจ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ ผู้วิจัยจะเริ่มจากการพิจารณา

แลตทิซโซ่ที่มีจ านวนสมาชิก 2 ตัว, 𝑐ℎ2 จ านวนสมาชิก 3 ตัว, 𝑐ℎ3 และ จ านวนสมาชิก 

4 ตัว, 𝑐ℎ4 ไปเรื่อย ๆ โดยพิจารณาจากการส่งที่สอดคล้องกับนิยาม 4 แล้วน าจ านวนที่ได้
ไปสร้างแบบรูปทางคณิตศาสตร์  

ตัวอย่าง 3 การพิจารณาหาจ านวนเดริเวชันแลตทิซโซ่ที่มีสมาชิก 2 ตัว, 𝑐ℎ2 

1. ใช้สมบัติ (1) และนิยาม 4 ในการก าจัดการส่งที่ไม่เป็นเดริเวชันออก ท าให้ได้ว่า 
มีเพียง 2 ฟังก์ชันเท่านั้นที่เป็นเดริเวชัน ดังรูป 

1.  

  

 

 

 

 

รูปที่ 2 แสดงการส่งที่เป็นเดริเวชันของแลตทิซโซ่ที่มีสมาชิกเท่ากับ 2  

 ในท านองเดียวกัน การส่งที่เป็นเดริเวชันของแลตทิซโซ่ที่มีสมาชิก 3, 4 และ 5 คือ 
4, 8, 16 ฟังก์ชัน ตามล าดับ 

2. น าจ านวนเดริเวชันที่ได้ในแต่ละแลตทิซโซ่ไปพิจารณาหาแบบรูปหรือสูตรใน
การค านวณ 

จากการสังเกตและการหาจ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ท าให้ผู้วิจัยได้ทฤษฎีบท
ต่อไปนี้ ซึ่งจะเป็นประโยชน์ในการหาจ านวนเดริเวชัน 

𝑑2 = 2 

1 

2 

𝑑1 = 1 = 𝑑2 𝑑1 = 1 

และ 

𝑑 
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ทฤษฎีบท 1 ให้ 𝐶ℎ เป็นแลตทิซโซ่ โดย 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈𝐶ℎ  ซ่ึง 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 และ 
𝑑: 𝐶ℎ →𝐶ℎ โดยที่ 𝑑𝑥 ≤ 𝑥 ส าหรับ ∀𝑥 ∈ 𝐶ℎ จะได้ว่า 𝑑 เป็นเดริเวชัน ก็ต่อเมื่อ 
ถ้า 𝑑 𝑏 =𝑎 แล้ว 𝑑 𝑐 ≤𝑎 

พิสูจน์  (⇒) จะท าการพิสูจน์โดยหาข้อขัดแย้ง 

 สมมติให้ 𝑑 𝑏 =𝑎 และ 𝑑 𝑐 >𝑎 โดยนิยาม 6 จะได้ว่า 

   𝑑(𝑏∧ 𝑐) = (𝑑𝑏∧ 𝑐) ∨ (𝑏∧ 𝑑𝑐)  
                𝑑(𝑏) = (𝑎∧ 𝑐) ∨ (𝑏∧𝑑𝑐)  
     𝑎 = 𝑎 ∨ (𝑏∧ 𝑑𝑐)  

 แตเ่นื่องจาก 𝑏 > 𝑎 และ 𝑑𝑐 > 𝑎 จะได้ว่า   𝑏 ∧ 𝑑𝑐 > 𝑎  

จึงเป็นไปไม่ได้ที่ 𝑎 = 𝑎 ∨ (𝑏∧𝑑𝑐) 
นั่นคือ ถ้า 𝑑 𝑏 =𝑎 แล้ว 𝑑 𝑐 ≤𝑎 เท่านั้น  

 (⇐) ถ้า 𝑑 𝑏 =𝑎 แล้ว 𝑑 𝑐 ≤𝑎 เห็นได้ชัดว่า 𝑑 เป็นเดริเวชัน 

 ซึ่งมีคุณสมบัติเป็นไปตามนิยาม 6 ส าหรับ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈𝐶ℎ  ซ่ึง 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 

โดยที่ 

 𝑑𝑥 ≤ 𝑥 ส าหรับ ∀𝑥 ∈ 𝐶ℎ.                

 พิจารณาการหาจ านวนเดริเวชันโดยใช้ทฤษฎีบท 1 ด้วยการเปลี่ยนเฉพาะการส่ง
ของสมาชิกที่มากที่สุดของแลตทิซโซ่ เช่น ตรึงการส่งสมาชิกที่ 5 ส่งไปยัง สมาชิกที่ 5 
ส าหรับสมาชิกที่เหลือท าการส่งไปยังทุกสมาชิกที่เป็นไปได้ทั้งหมดจากนั้นนับฟังก์ชันที่เป็น
เดริเวชัน และกระท าในลักษณะเดียวกันนี้ ส าหรับการส่งสมาชิกที่ 5 ส่งไปยัง สมาชิกที่ 4, 
สมาชิกที่ 5 ส่งไปยัง สมาชิกท่ี 3, สมาชิกที่ 5 ส่งไปยัง สมาชิกท่ี 2 และสมาชิกท่ี 5 ส่งไปยัง 
สมาชิกที่ 1 ตามล าดับ การพิจารณาข้างต้นท าให้เราได้จ านวนเดริเวชันของแลตทีสโซ่ที่มี
สมาชิกไม่เกิน 5 ในรูปแบบตาราง ต่อไปนี้  
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รูปที่ 3 จ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ที่มีสมาชิก 1 ตัว คือ 1 
 
  

 
 

รูปที่ 4 จ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ที่มีสมาชิก 2 ตัว คือ 1 + 1 = 2 
 

 

 

รูปที่ 5 จ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ที่มีสมาชิก 3 ตัว คือ 1 + 1 + 2 = 4 

 

 

 

รูปที่ 6 จ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ที่มีสมาชิก 4 ตัว คือ 1 + 1 + 2 + 4 = 8 
 

 

 

รูปที่ 7 จ านวนเดริเวชันของแลตทิซโซ่ที่มีสมาชิก 5 ตัว คือ 1 + 1 + 2 + 4 + 8 = 16 
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ในงานวิจัยนี้ผู้วิจัยจะก าหนดให้ |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| แทนจ านวนเดริเวชันทั้งหมดของ
แลตทิซโซ่ที่มีสมาชิก 𝑛 ตัว ดังนั้น จากรูปที่ 6 – 10 เราจะเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ดังนี้ 
  |𝑑(𝐶ℎ1)| = 1 
  |𝑑(𝐶ℎ2)| = 1 + 1 

  |𝑑(𝐶ℎ3)| = 1 + 1 + 2  

  |𝑑(𝐶ℎ4)| = 1 + 1 + 2 + 4  

 |𝑑(𝐶ℎ5)| = 1 + 1 + 2 + 4 + 8 

จากจ านวนเดริเวชันที่แสดงเบื้องต้น เมื่อจ านวนสมาชิก 𝑛  เพ่ิมข้ึนเรื่อยๆ จะได้ว่า บทตั้ง
ต่อไปนี้เป็นจริง 

บทตั้ง 1 ให้ 𝐶ℎ𝑛เป็นแลตทิซโซ่ เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนสมาชิกของ 𝐶ℎ𝑛 แล้ว จะได้ว่า 

 |𝑑(𝑐ℎ𝑛)| = {

1    , 𝑛 = 1

2|𝑑(𝑐ℎ𝑛−1)|    , 𝑛 ≠ 1
 

พิสูจน์ เนื่องจาก |𝑑(𝐶ℎ1)| = 1 เราได้ว่า 

 |𝑑(𝐶ℎ1)| = 1 

 |𝑑(𝐶ℎ2)| = 1 + |𝑑(𝐶ℎ1)| 

 |𝑑(𝐶ℎ3)| = 1 + |𝑑(𝐶ℎ1)| + |𝑑(𝐶ℎ2)|  

         ⋮ 
 |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 1 + |𝑑(𝐶ℎ1)| + |𝑑(𝐶ℎ2)| + ⋯+ |𝑑(𝐶ℎ𝑛−1)| 

 จะได้ว่า |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = |𝑑(𝐶ℎ𝑛−1)| + |𝑑(𝐶ℎ𝑛−1)| 

 นั่นคือ |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 2|𝑑(𝐶ℎ𝑛−1)|.     
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ทฤษฎีบท 2 ให้ 𝐶ℎ𝑛 เป็นแลตทิซโซ่ เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนสมาชิกของ 𝐶ℎ𝑛 แล้วจะได้ว่า 

|𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 2
(𝑛−1)  

เมื่อ |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| คือจ านวนเดริเวชันของ 𝐶ℎ𝑛. 
พิสูจน์ จากบทตั้ง 1 จะได้ว่า  

|𝑑(𝐶ℎ1)| = 1 = 2
0 

|𝑑(𝐶ℎ2)| = 2|𝑑(𝐶ℎ2−1)| = 2|𝑑(𝐶ℎ1)| = 21 =  2
1 

|𝑑(𝐶ℎ3)| = 2|𝑑(𝐶ℎ3−1)| = 2|𝑑(𝐶ℎ2)| = 22|𝑑(𝐶ℎ1)|

=  22 

|𝑑(𝐶ℎ4)| = 2|𝑑(𝐶ℎ4−1)| = 2|𝑑(𝐶ℎ3)| = 222|𝑑(𝐶ℎ1)|

=  23 

       ⋮     ⋮   ⋮ 

|𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 2|𝑑(𝐶ℎ𝑛−1)| =  = 222 2⏟      
𝑛−1 ตัว

|𝑑(𝐶ℎ1)|

= 2𝑛−1 

 นั่นคือ |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 2(𝑛−1).        

บทแทรก 1 ให้ 𝐶ℎ𝑛 เป็นแลตทิซโซ่ เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนสมาชิกของ 𝐶ℎ𝑛 แล้วจะได้ว่า 

|𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = ∑(
𝑛 − 1
𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

 

เมื่อ |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| คือจ านวนเดริเวชันของ 𝐶ℎ𝑛 . 

พิสูจน์ โดยเอกลักษณ์ผลบวกของสัมประสิทธิ์ทวินาม ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛 ≥ 0 จะได้
ว่า 
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∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 2𝑛 

ดังนั้น ถ้า 𝑛 ≥ 1 และโดยทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า 

|𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = ∑ (
𝑛 − 1
𝑘
)𝑛−1

𝑘=0 . 

 

นิยาม 5 ส าหรับจ านวนเตม็บวก 𝑘  2 จะได้ว่า จ านวนฟิโบนัชชี 𝑛 − 𝑠𝑡𝑒𝑝, 𝐹𝑛 นิยามดังนี ้

𝐹𝑛 =

{
 
 

 
 
0,               
1,             

∑𝐹𝑛−𝑖 ,

𝑘

𝑖=1

 
  

ข้อสังเกต ส าหรับ 𝐶ℎ𝑛 เป็นแลตทิซโซ่ เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนสมาชิกของ 𝐶ℎ𝑛 แล้วจะได้ว่า 

|𝑑(𝐶ℎ𝑛)| = 𝐹𝑛+1
(𝑛)    โดยที่ |𝑑(𝐶ℎ𝑛)| คือจ านวนเดริเวชันของ 𝐶ℎ𝑛  และ 𝐹𝑛+1

(𝑛)

คือ จ านวนฟีโบนัชชี 𝑛− step พจน์ที่ 𝑛+1 
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ถ้า 0 ≤ 𝑛 < 𝑘 − 1 

 ถ้า 𝑛 = 𝑘 − 1 

ถ้า 𝑛  𝑘 


