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บทคัดย่อ 

งานวิจัยน้ีมีวัตถุประสงค์เพ่ือศึกษาการเคลื่อนที่ของอนุภาคมวล m  ที่ถูกบังคับด้วยแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของ
เวลาแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน์ โดยศึกษาการเคลื่อนที่ของอนุภาคมวลดังกล่าวผ่านการคำนวณหาความเร็ว และการกระจัดที่
เป็นฟังก์ชันของเวลาใช้สมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 เชิงเส้นแบบไม่เอกพันธ์ ด้วยเทคนิคการอินทริเกรตทีละส่วน และกำหนด
เงื่อนไขเริ่มต้นให้ความเร็วเริ่มต้นเป็นค่าคงที่ 

0v  ความเร็ว และการกระจัดของอนุภาคมวล m  แปรผกผันกับค่าสัมประสิทธ์ิ
ของแรงต้านทานอากาศ α  และค่าสัมประสิทธ์ิความหน่วง μ  ความเร็ว และการกระจัดของอนุภาคมวล m  แปรผันโดยตรง
กับค่าสัมประสิทธ์ิแรงภายนอกเริ่มต้น 

0f  และค่าจำนวนความถ่ีของคลื่น 
nω  

 
คำสำคัญ: ความเร็ว  การกระจัด  แรงภายนอกฟังก์ชันของเวลาแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน์  แรงต้านทานอากาศ 
 

 
Abstract 

The purpose of this research article study was to explore the movement of particle m  the 
controlled by time-dependent external force of exponential-sine function and we have taken non 
homogeneous linear differential equation of first order in Mathematics and Newton’s second law in physics 
to calculate the velocity and the displacement of particle the controlled by time-dependent external force 
of exponential-sine function. The time-velocity and time-displacement of a particle of mass m  is inversely 
proportional to the parameter of damp coefficient μ  and the parameter of air force coefficient α . The 
time-velocity and time-displacement of a particle of mass m  is inversely proportional to the parameter of 
initial external force coefficient 

0f and the parameter of number of wave frequencies coefficient 
nω . 

 
Keywords: Velocity, Displacement, Time-dependent external force exponential-sine, Resisting force 
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บทนำ 

 เราพิจารณาการเคล่ือนท่ีของอนุภาคมวล m  ท่ีมีการเคล่ือนท่ีภายใต้ตัวกลาง เช่น อากาศ น้ำ เป็นต้น 
จะเกิดแรงต้านทานการเคลื่อนท่ีมากระทำต่ออนุภาคมวล m  เนื ่องจากตัวกลางนั้น เราจะเรียก แรงต้าน
ดังกล่าวว่า แรงต้านทาน (resisting force), แรงหน่วง (damping force) และเรียกตัวกลางนี้ว่า resisting, 
damping แรงต้านท่ีเกิดขึ้น โดยท่ัวไป มักจะแปรผันตามความเร็วของอนุภาคมวล m  ท่ีเคล่ือนท่ี  
 วัตถุประสงค์ของงานวิจัยนี้ เพื่อคำนวณหาการกระจัด และความเร็วของอนุภาคมวล m  ที่เป็น
ฟังก์ชันของเวลาภายใต้แรงต้านทานอากาศ airf  และแรงภายนอกซึ่งมีทิศทางเดียวกับความเร่งของอนุภาค

มวล m  และเป็นฟังก์ชันของเวลาแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน์ ดังนี้ ( ) ( )
2

0 2 sinμ t

nf e ω t−  ดูลักษณะการ
เคล่ือนท่ีของอนุภาคมวล m  ท่ีมีการส่ันแบบหน่วงภายใต้แรงต้านทานอากาศ airf  แรงภายนอก ในงานวิจัยนี้
เป็นการใช้แบบจำลองทางคณิตศาสตร์เพื่อศึกษาการเคลื่อนท่ีอนุภาคมวล m  ในทางฟิสิกส์โดยผ่านกฎการ
เคล่ือนท่ีข้อท่ีสองของนิวตัน 
 
วิธีการดำเนินการวิจัย 

การคำนวณหาการกระจัด ความเร็ว และความเร่งของอนุภาคที่ถูกรบกวนด้วยแรงภายนอกที ่เป็น
ฟังก์ชันของเวลาแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน์ ซึ่งในงานวิจัยเรื่องนี้เรานิยามให้แรงภายนอกเป็นฟังก์ชันที่ขึ้นอยู่
กับเวลา และเป็นฟังก์ชันแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน์ ( ) ( ) ( )

2

0 2 sinμ t

ex nf t f e ω t−=  โดยที่ 0f  คือ แรง
ภายนอกเริ่มต้น, μ  คือ ค่าสัมประสิทธิ์ความหน่วง และ nω  คือ จำนวนความถ่ีของคล่ืนท่ีเกิดในแรงภายนอก 
มารบกวนอนุภาคท่ีกำลังเคล่ือนท่ีในระบบภายใต้แรงต้านอากาศ airf  ดังภาพท่ี 1  

 

 
ภาพที่ 1  ระบบการเคล่ือนท่ีของอนุภาคมวล m  ภายใต้แรงต้านอากาศ และแรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันของ 

เวลาแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน ์
 
จากภาพที่ 1 เราสามารถเขียนกฎการเคลื่อนที่ข้อที่สองของนิวตัน F ma=  ภายใต้แรงภายนอกที่เป็น
ฟังก์ชันของเวลาแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน์ ( ) ( ) ( )

2

0 2 sinμ t

nex f e ω tf t −=  และแรงต้านอากาศ air df αv=  
[1] ดังนี้ 
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    ( ) d
ex air

dv
f t f m

dt
− =      (1) 

   ( ) ( )
2

0 2 sinμ t d
n d

dv
f e ω t αv m

dt

− − = , 

         ( )
2

0 sin
2

μ td
d n

dv fα
v e ω t

dt m m

−+ = ,    (2) 

 
จากสมการที่ (2) ถูกเรียกว่า สมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 เชิงเส้นแบบไม่เอกพันธ์ [2] เราสามารถแก้หาผล
เฉลยของสมการที่ (2) ได้โดยการใช้เทคนิคการอินทิเกรตทีละส่วน และใช้เงื่อนไข ( ) 00dv v=  เพื่อที่จะได้
ความเร็วของอนุภาคมวล m  ภายใต้แรงต้านอากาศ และแรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาแบบเอกซ์โพเนน-
เซียลไซน์และเป็นฟังก์ชันของเวลา ดังนี้ 
 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )

2

0 0
02 2 2 2

sin cos

2

μ t α
tn n n n m

d

n n

f e δ ω t ω ω t f ω
v t v e

m δ ω δ ω

−
−

  −  
 = + + 
 + +   

  (3) 

 

จากสมการที่ (3) อธิบายได้ว่าความเร็วของอนุภาคมวล m  [3] มีลักษณะการสั่นแบบหน่วงซึ่งสามารถแสดง
กราฟของความเร็วได้ในหัวข้อผลการวิจัย จากสมการท่ี (3) เราสามารถคำนวณหาการกระจัดของอนุภาคมวล 
m  จากนิยาม ( ) ( )d dv t dx t dt=  และทำการอินทิเกรตทีละส่วนจะได้การกระจัดของอนุภาคมวล m  ภายใต้
แรงต้านอากาศ และแรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน์ท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลา ดังนี้ 
 

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

0 0
02 2 4 2 2 2

cos sin

2

μ t αt
n n nn n m

d

n n n

e μ ω t ω ω tf ω f ωm
x t v e

αm δ ω μ ω δ ω

−
−

   −
   = − +

  + + +
  

 

              
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

0 0
0 02 2 4 2 2 2

sin cos

2

μ t

n n n n

n n n

e μ ω t ω ω tf δ f ωm
x v

αm δ ω μ ω δ ω

−   +
   − + + +

  + + +
  

 

          ( )
( )( )

2

0 0

2 2 4 22

n n

n n

f δ ω f μ ω

m δ ω μ ω

−
+

+ +
       (4) 

 

จากสมการที่ (4) เรียกว่า การกระจัดของอนุภาคมวล m  ภายใต้แรงต้านอากาศ และแรงภายนอกที่เป็น
ฟังก์ชันของเวลาแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน์เกิดการสั่นแบบหน่วงมากหรือหน่วงน้อยจะขึ้นอยู่กับค่าของ
พารามิเตอร์ μ  ซึ่ง μ  เป็นค่าสัมประสิทธิ์ความหน่วง และพารามิเตอร์ α  เป็นค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทาน
อากาศ และขึ้นอยู่กับ 0f  เป็นแรงภายนอกเริ่มต้น ด้วยดังแสดงได้กราฟของการกระจัดในหัวข้อผลการวิจัย 
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ผลการวิจัย 

 จากสมการท่ี (3) ความเร็วของอนุภาคมวล m  มีลักษณะการส่ันแบบหน่วงซึ่งสามารถแสดงกราฟของ
ความเร็วได้งานวิจัยช้ินนี้ได้พิจารณาค่าพารามิเตอร์ท่ีมีผลต่อความเร็วของอนุภาคมวล m  เช่น ค่าสัมประสิทธิ์
ความหน่วง μ , ค่าแรงภายนอกเริ่มต้น 

0f , ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศ α , และ จำนวนความถี่
ของคล่ืน nω  ดังภาพท่ี 2 และภาพท่ี 3 ตามลำดับ 
 

  
                              ( )a                                                             ( )b  
ภาพที่ 2 ( )a แสดงกราฟของความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ความหน่วง μ   
            ( )b แสดงกราฟของความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศ α  

จากภาพที่ 2 ( )a เส้นกราฟสีเหลืองคือกราฟความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์
ความหน่วงเป็น 0.12μ = , เส้นกราฟสีเขียวคือกราฟความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์
ความหน่วงเป็น 0.14μ =  และ เส้นกราฟสีฟ้าน้ำทะเลคือกราฟความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่า
สัมประสิทธิ์ความหน่วงเป็น 0.16μ =  ถ้าค่าพารามิเตอร์สัมประสิทธิ์ความหน่วงเพิ่มขึ ้นค่าความเร็วของ
อนุภาคมวล m  มีค่าลดลง ดังนั้นความเร็วของอนุภาคมวล m  แปรผกผันกับค่าสัมประสิทธิ์ความหน่วง μ  
โดยความหน่วงนั้นพิจารณาจากแอมพลิจูดของกราฟความเมื่อเวลามีค่าเพิ่มขึ้นแอมพลิจูดของความเร็วลดลง 
และตัวฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเซียล คือ 2μ te−  เป็นตัวบ่งบอกความหน่วง ต่อมาจากภาพท่ี 2 ( )b เส้นกราฟสีเหลือง
คือ กราฟความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศ 0.10α = , เส้นกราฟสี
เขียว คือ กราฟความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศ 0.14α =  และ 
เส้นกราฟสีฟ้าน้ำทะเล คือ กราฟความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศ  

0.18α =  ถ้าค่าพารามิเตอร์สัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศเพิ่มขึ้นค่าความเร็วของอนุภาคมวล m  มีค่า
ลดลง ดังนั้นความเร็วของอนุภาคมวล m  แปรผกผันโดยตรงกับค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศ α  
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                             ( )a        ( )b  
ภาพที่ 3 ( )a แสดงกราฟของความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ่มต้น 

0f   
            ( )b แสดงกราฟของความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถ่ีของคล่ืน nω  
 

จากภาพท่ี 3 ( )a  เส้นกราฟสีเหลือง คือ กราฟความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ่มต้น 

0 1.40f = , เส้นกราฟสีเขียว คือ กราฟความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ่มต้น 
0 1.55f =  

และ เส้นกราฟสีฟ้าน้ำทะเล คือ กราฟความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ่มต้น 
0 1.70f =  ถ้า

พารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ่มต้นเพิ่มขึ้นค่าความเร็วของอนุภาคมวล m  มีค่าเพิ่มขึ้น ดังนั้นความเร็วของ
อนุภาคมวล m  แปรผันโดยตรงกับค่าแรงภายนอกเริ่มต้น 0f  จากภาพท่ี 3 ( )b  เส้นกราฟสีเหลือง คือ กราฟ
ความเร็วและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถี่ของคลื่น 0.10nω = , เส้นกราฟสีเขียวคือกราฟความเร็ว
และเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถ่ีของคล่ืน 0.12nω =  และ เส้นกราฟสีฟ้าน้ำทะเลคือกราฟความเร็ว
และเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถี่ของคลื่น 0.14nω =  ถ้าพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถี่ของคล่ืน
เพิ่มขึ้นค่าความเร็วของอนุภาคมวล m  มีค่าเพิ่มขึ้น ดังนั้นความเร็วของอนุภาคมวล m  แปรผันโดยตรงกับ
พารามิเตอร์ค่าจำนวนความถี่ของคลื่น  

nω  และจากสมการที่ (4) เรียกว่า การกระจัดของอนุภาคมวล m

ภายใต้แรงต้านอากาศ และแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลาแบบเอกซ์โพเนนเซียลไซน์เกิดการสั่นแบบ
หน่วง ดังภาพท่ี 4 และภาพท่ี 5 ตามลำดับ 
 

    
                            ( )a        ( )b  
ภาพที่ 4 ( )a แสดงกราฟของการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ความหน่วง ( )μ   
             ( )b แสดงกราฟของการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศ ( )α  
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จากภาพที่ 4 ( )a เส้นกราฟสีน้ำตาล คือ กราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์
ความหน่วงเป็น 0.12μ = , เส้นกราฟสีน้ำเงิน คือ กราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์
ความหน่วงเป็น 0.14μ =  และเส้นกราฟสีชมพู คือ กราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์
ความหน่วงเป็น 0.16μ =  ถ้าค่าพารามิเตอร์สัมประสิทธิ์ความหน่วงเพิ่มขึ้นค่าการกระจัดของอนุภาคมวล m  
มีค่าลดลง ดังนั้นความเร็วของอนุภาคมวล m  แปรผกผันกับค่าสัมประสิทธิ์ความหน่วง μ  จากภาพที่ 4 ( )b

เส้นกราฟสีน้ำตาลคือกราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศ 
0.10α = , เส้นกราฟสีน้ำเงินคือกราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทาน

อากาศ 0.14α =  และเส้นกราฟสีชมพูคือกราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของแรง
ต้านทานอากาศ 0.18α =  ถ้าค่าพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศเพิ่มขึ้นค่าการกระจัดของ
อนุภาคมวล m  มีค่าลดลง ดังนั้นความเร็วของอนุภาคมวล m  แปรผกผันกับพารามิเตอร์ค่าสัมประสิทธิ์ของ
แรงต้านทานอากาศ α  
 

  
                             ( )a       ( )b  
ภาพที่ 5 ( )a แสดงกราฟของการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ่มต้น 

0f   
            ( )b แสดงกราฟของการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถ่ีของคล่ืน nω  
 

จากภาพท่ี 5 ( )a  เส้นกราฟสีน้ำตาล คือ กราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอก
เริ่มต้น 

0 1.40f = , เส้นกราฟสีน้ำเงิน คือ กราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ่มต้น 

0 1.55f =  และ เส้นกราฟสีชมพู คือ กราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ ่มต้น 

0 1.70f =  ถ้าพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ่มต้นเพิ่มข้ึนค่าการกระจัดของอนุภาคมวล m  มีค่าเพิ่มขึ้น ดังนั้น
การกระจัดของอนุภาคมวล m  แปรผันโดยตรงกับค่าแรงภายนอกเริ่มต้น 0f  จากภาพที่ 5 ( )b  เส้นกราฟสี
น้ำตาล คือ กราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถี่ของคลื่น 0.10nω = , เส้นกราฟสีน้ำ
เงิน คือ กราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถี่ของคลื่น 0.12nω =  และ เส้นกราฟสี
ชมพู คือ กราฟการกระจัดและเวลาเมื่อพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถี่ของคลื่น 0.14nω =  ถ้าพารามิเตอร์ค่า
จำนวนความถี่ของคลื่นเพิ่มขึ้นค่าการกระจัดของอนุภาคมวล m  มีค่าเพิ่มขึ้น ดังนั้นการกระจัดของอนุภาค
มวล m แปรผันโดยตรงกับพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถ่ีของคล่ืน 

nω  
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สรุปผลการวิจัยและวิจารณ์ 

ถ้าค่าพารามิเตอร์สัมประสิทธิ์ความหน่วงเพิ่มขึ้นค่าความเร็วของอนุภาคมวล m  มีค่าลดลง ดังนั้น
ความเร็วของอนุภาคมวล m  แปรผกผันกับค่าสัมประสิทธิ์ความหน่วง μ  และถ้าค่าพารามิเตอร์สัมประสทิธิ์
ของแรงต้านทานอากาศเพิ่มขึ้นค่าความเร็วของอนุภาคมวล m มีค่าลดลง ดังนั้นความเร็วของอนุภาคมวล m

แปรผกผันโดยตรงกับค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านทานอากาศ α  ถ้าพารามิเตอร์ค่าแรงภายนอกเริ่มต้นเพิ่มขึ้น
ค่าความเร็วของอนุภาคมวล m  มีค่าเพิ่มขึ้น ดังนั้นความเร็วของอนุภาคมวล m  แปรผันโดยตรงกับค่าแรง
ภายนอกเริ่มต้น 0f  และถ้าพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถ่ีของคล่ืนเพิ่มขึ้นค่าความเร็วของอนุภาคมวล m  มีค่า
เพิ่มขึ้น ดังนั้นความเร็วของอนุภาคมวล m แปรผันโดยตรงกับพารามิเตอร์ค่าจำนวนความถ่ีของคล่ืน 

nω  
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