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บทคัดย่อ 

วัตถุประสงค์ในงานวิจัยน้ีคือแสดงวิธีการคำนวณหาความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ในแนวแกน y  ที่เป็น
ฟังก์ชันของเวลา และความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ในแนวแกน z  ที่เป็นฟังก์ชันของเวลา ซึ่งอนุภาคประจุไฟฟ้า 

cq+  ถูกแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันโคไซน์กระตุ้นให้เคลื่อนที่ภายในบริเวณที่มีสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอตลอดเวลา โดยใช้
เทคนิควิธีการแปรตัวพารามิเตอร์ และใช้เทคนิคการอินทิเกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติเพ่ือหาความเร็วของของอนุภาคประจุไฟฟ้า 
ซึ่งผลการวิจัยแสดงว่าความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ในแนวแกน y  และแกน z  ที่เคลื่อนที่ในสนามแม่เหล็กมี
ลักษณะการเคลื่อนที่เป็นแบบสั่นเหมือนกลุ่มคลื่น (wave groups) 

คำสำคัญ: ความเร็ว  แรงแม่เหล็ก  แรงภายนอก  สนามแม่เหล็ก 
 

Abstract 

This research aimed to show the method of the time-dependent velocity of change particle cq+  
in y  axes and time-dependent velocity of change particle cq+  in z  axes.  In which electrically charged 
particles cq+  are stimulated by external Cosine forces to move within an area with a magnetic field. 
Electrically charged particles are stimulated by external Cosine forces to move in the presence of a magnetic 
field. We can use technique method of variation of parameters and use technique integration by parts 
calculate the time-dependent velocity of charged particles. The magnetic field is constant at all times. The 
research results show that the time-dependent velocity of charged particles cq+  in y  axes and z  axes 
moving in a magnetic field has an oscillating motion similar to a wave group. 
 
Keywords: External force, Magnetic field, Magnetic force, Velocity 
 
บทนำ 

 รายวิชาพลศาสตร์ไฟฟ้าคลาสสิก 1 ในหัวข้อเกี ่ยวกับหลักการของสนามและศักย์ของไฟฟ้าและ
แม่เหล็ก David (1990) [6] ได้มีการอธิบายและแสดงวิธีการคำนวณเกี่ยวกับอนุภาคมวล m  ท่ีมีประจุไฟฟ้า 

cq+  เคล่ือนท่ีอยู่ในระนาบท่ีต้ังฉากกับสนามแม่เหล็กตลอดเวลาเพื่อหาความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  
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ที่เป็นฟังก์ชันของเวลาในแนวแกน x  และแนวแกน y  และคำนวณหาการกระจัดที่เป็นฟังก์ชันของเวลาใน
แนวแกน x  และในแนวแกน y  หลักการดังกล่าวได้มีการนำไปออกเป็นข้อสอบคัดเลือกโอลิมปิกในการ
สอบแข่งขัน สอวน. [1] ประจำปี พ.ศ. 2541 (รอบท่ี 1) วิชาฟิสิกส์ สอบวันอาทิตย์ ท่ี 28 มิถุนายน พ.ศ. 2541 
เวลา 08.00 น.-10.00 น. ได้มีโจทย์เกี่ยวกับการคำนวณหาความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ที่เป็น
ฟังก์ชันของเวลาในกรณีท่ีสนามแม่เหล็กมีทิศพุ่งในแนวแกน x  แสดงได้ดังนี้ 0

ˆ
iB B i=  [2] ในการวิเคราะห์นี้

ความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ที่เป็นฟังก์ชันเวลามีลักษณะเป็นการสั่นตามเวลา ซึ่งในการคำนวณใน
ระบบนี้ไม่มีแรงภายนอกไปกระตุ้นต่ออนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ นักเรียนท่ี ณ. โรงเรียนแห่งหนึ่งของจังหวัด
เพชรบูรณ์ได้เรียนสอวน. (สอวน.คือ ศูนย์ส่งเสริมและพัฒนาทักษะทางการศึกษาเกี่ยวกับวิทยาศาสตร์และ
คณิตศาสตร์ภายใต้พระอุปถัมภ์สมเด็จพระเจ้าพี่นางเธอเจ้าฟ้ากัลยาณิวัฒนา กรมหลวงนราธิวาสราชนครินทร์)
ในหัวข้อนี้ได้มีการถามเกี่ยวกับกรณีท่ีอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ถูกแรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันโคไซน์ท่ีขึ้นอยู่กับ
เวลาไปกระตุ้นต่ออนุภาคประจุไฟฟ้าในระบบสนามแม่เหล็กไฟฟ้าสม่ำเสมอ 0

ˆ
iB B i= ในทิศทางแกน y  ตาม

ทิศทางเวกเตอร์หนึ่งหน่วย ĵ  และในทิศทางแกน z  ตามทิศทางเวกเตอร์หนึ่งหน่วย k̂  ดังนั้นในงานวิจัยนี้ได้
มีการออกแบบระบบให้อนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  มวล m  เคลื่อนที่ภายในบริเวณที่มีสนามแม่เหล็กขนาด 

0
ˆ

iB B i= อย่างสม่ำเสมอโดยที ่อนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  เคลื ่อนที ่ภายในสนามแม่เหล็กด้วยความเร็ว 
ˆˆB B

y zv v j v k= +  และมีแรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันโคไซน์ท่ีขึ้นอยู่กับเวลาในทิศทางเวกเตอร์หนึ่งหน่วย ĵ  และ 
k̂  ดังนี้ ( ) ( ) ( )0 0

ˆˆcos cosext i fa i faF t f ω t j f ω t k= +  ซึ ่งแบบจำลองการคำนวณหาความเร็วของอนุภาค
ประจุไฟฟ้า cq+ ภายใต้แรงภายนอกดังกล่าวมีแนวคิดมาจากข้อสอบโอลิมปิก ซึ ่งในข้อสอบได้กำหนดให้
อนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ เคลื่อนที่ในสนามแม่เหล็กแบบสม่ำเสมอแต่ไม่มีแรงภายนอกมากกระทำต่ออนุภาค
ประจุไฟฟ้า cq+ ดังนั้นในงานวิจัยช้ินนี้มีการเพิ่มแรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันโคไซน์ท่ีขึ้นอยู่กับเวลา ประโยชน์
ของงานวิจัยนี้เพื่อเป็นส่ือการสอนให้กับนักศึกษา และนักเรียนท่ีเรียนในรายวิชาไฟฟ้า และแม่เหล็กไฟฟ้า และ
สามารถนำไปประยุกต์กับวงจร RLC ท่ีสามารถเกิดสนามแม่เหล็กได้ต่อไป 
 
วัตถุประสงค์ของการวิจัย 

ในงานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อคำนวณหาความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ในแนวแกน y  ท่ีเป็น
ฟังก์ชันของเวลา และความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ในแนวแกน z  ท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลา 

 
วิธีการดำเนินการวิจัย 

 พิจารณาเส้นทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ซึ ่งมีมวล m  เคลื่อนที่ด้วยความเร็ว
ˆˆB B

y zv v j v k= +  โดยที่ B
yv  เป็นความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ในทิศทาง ĵ  และ B

zv  เป็น
ความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ในทิศทาง k̂  ในบริเวณที่มีสนามแม่เหล็กขนาด 0

ˆ
iB B i= อย่าง

สม่ำเสมอโดยท่ีมีแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลามากระทำต่ออนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  [10], [11], [14] 
ดังนี้ 
  ( ) ( ) ( )0 0

ˆˆcos cosext i fa i faF t f ω t j f ω t k= +     (1) 
โดยที่ 0if  เป็นแรงเริ ่มต้นของแรงภายนอก และ 2faω πf=  ค่าความถี่เชิงมุม [15] ซึ ่งมีพารามิเตอร์ของ
ความถ่ีเป็น f  ซึ่งแรงภายนอกนี้ไปกระทำต่ออนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  ดังภาพท่ี 1 
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ภาพที่ 1  เส้นทางการเคล่ือนท่ีของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  เคล่ือนท่ีเข้าในสนามแม่เหล็ก 0

ˆ
iB B i=  ภายใต้

แรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลา ในระบบพิกัดฉาก ด้วยความเร็ว ˆˆB B
y zv v j v k= +   

 
จากภาพท่ี 1 จะมีแรงสนามแม่เหล็กท่ีกระทำต่ออนุภาคประจุไฟฟ้า q+  [2], [6], [8] ดังนี ้

( )
0 0

0

ˆˆ ˆ

0 0 ˆˆ ˆ0
0 00 0

0 0

B BB B
B B z yy z

B c c y z c

i i
i

i j k
v vv v

F q v B q v v q i j k
B B

B

 
=  = = − + 

 
 

 

0 0
ˆˆB B

B c i z c i yF q B v j q B v k= −         (2) 
จากภาพท่ี 1 งานวิจัยนี้ใช้กฎการเคล่ือนท่ีของนิวตันข้อท่ีสอง [3], [5] จะได้ สมการการเคล่ือนท่ีของอนุภาค
ประจุไฟฟ้า cq+  มวล m ดังนี้ F ma= และ 

( ) ˆˆ
B B
y z

B ext

dv dv
F F t m j m k

dt dt
+ = +  

( ) ( )0 0 0 0
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆcos cos

B B
yB B z

c i z c i y i fa i fa

dv dv
q B v j q B v k f ω t j f ω t k m j m k

dt dt
− + + = +   (3) 

จากสมการท่ี (3) พิจารณาเส้นทางการเคล่ือนท่ีของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ ในทิศทางของเวกเตอร์หนึ่งหน่วย 
ĵ   [9] จะได้สมการการเคล่ือนท่ี ดังนี้ 

( )0 0 cos

B
yB

c i z i fa

dv
q B v f ω t m

dt
+ =  

( )0 0 cos

B
y Bc i i

z fa

dv q B f
v ω t

dt m m
= +         (4) 

จากสมการท่ี (3) พิจารณาเส้นทางการเคล่ือนท่ีของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ ในทิศทางของเวกเตอร์หนึ่งหน่วย 
k̂ [9] จะได้สมการการเคล่ือนท่ี ดังนี้ 

( )0 0 cos
B

B z
c i y i fa

dv
q B v f ω t m

dt
− + =  

( )0 0 cos
B

Bc i iz
y fa

q B fdv
v ω t

dt m m
= − +        (5) 

ต่อไปนำสมการท่ี (4) ทำการหาอนุพันธ์เทียบเวลา จะได้ 

( )
2

00

2
sin

B B
y i fac i z

fa

d v f ωq B dv
ω t

m dt mdt
= −        (6) 
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นำสมการท่ี (5) แทนลงในสมการท่ี (6) จะได้ 

( ) ( )
2

00 0 0

2
cos sin

B
y i faBc i c i i

y fa fa

d v f ωq B q B f
v ω t ω t

m m m mdt

 
= − + − 

 
 

( ) ( )
22

00 0 0

2 2
cos sin

B
y i faBc i c i i

y fa fa

d v f ωq B q B f
v ω t ω t

m mdt m

 
+ = − 
 

    (7) 

ในงานวิจัยนี้กำหนดพารามิเตอร์ 0Bf c iω q B m=  แทนลงในสมการท่ี (7) จะได้ 

( ) ( )
2

02 0 0

2 2
cos sin

B
y i faB c i i

Bf y fa fa

d v f ωq B f
ω v ω t ω t

mdt m
+ = −      (8) 

เรียกว่าสมการท่ี (8) ว่าสมการเชิงอนุพันธ์อันดับท่ีสองแบบไม่เอกพันธ์ เพราะทางขวามือของสมการท่ี (8) ไม่มี 
ค่าเป็นศูนย์ ต่อมาใช้เทคนิควิธีการแปรตัวพารามิเตอร์ (Method of Variation of Parameters) [4] หรือ 
เรียกวิธีนี้ว่า วรอนสเกียน (Wronskian Method) [12] และใช้เทคนิคการอินทิเกรตทีละส่วน เพื่อคำนวณหา 
ความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ ในแนวแกน y  ต่อมานำสมการท่ี (5) ทำการหา 
อนุพันธ์เทียบเวลา จะได้ 

( )
2

00

2
sin

BB
y i fac iz

fa

dv f ωq Bd v
ω t

m dt mdt
= − −        (9) 

แทนสมการท่ี (4) ลงในสมการท่ี (9) 

( ) ( )
2

00 0 0

2
cos sin

B
i faBc i c i iz

z fa fa

f ωq B q B fd v
v ω t ω t

m m m mdt

 
= − + − 

 
 

( ) ( )
2

02 0 0

2 2
cos sin

B
i faB c i iz

Bf z fa fa

f ωq B fd v
ω v ω t ω t

mdt m
+ = − −      (10) 

เรียกว่าสมการท่ี (10) ว่าสมการเชิงอนุพันธ์อันดับท่ีสองแบบไม่เอกพันธ์ เพราะทางขวามือของสมการท่ี (10)  
ไม่มีค่าเป็นศูนย์ ต่อมาใช้เทคนิควิธีการแปรตัวพารามิเตอร์ (Method of Variation of Parameters) [4] หรือ 
เรียกวิธีนี้ว่า วรอนสเกียน (Wronskian Method) [12] และใช้เทคนิคการอินทิเกรตทีละส่วนเพื่อคำนวณหา 
ความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ ในแนวแกน z  เคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอ 
จากสมการท่ี (8) ทำการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์อันดับท่ีสองแบบไม่เอกพันธ์ 

( ) ( ) ( )B c p
y y yv t v t v t= +          (11) 

หา ( )c
yv t คือ ผลเฉลยประกอบ โดยการกำหนดให้ทางขวามือของสมการท่ี (8) มีค่าเป็นศูนย์ จะได้ 

2

2

2
0

B
y B

Bf y

d v
ω v

dt
+ =          (12) 

โดยใช้สมการช่วย 2 2 0Bfλ ω+ = และ Bfλ iω=  จะได้ผลเฉลยดังนี้ 
( ) ( ) ( )1 2cos sinc

y Bf Bfv t A ω t A ω t= +        (13) 

เงื่อนไขเริ่มต้น ( ) 00yv v=  และ ( )0 0yv  =  
( ) ( )0 cosc

y Bfv t v ω t=          (14) 

จากสมการท่ี (13) กำหนดให้ ( ) ( )1 cosy Bfv t ω t= , ( ) ( )1 siny Bf Bfv t ω ω t = − , ( ) ( )2 siny Bfv t ω t=  

และ ( ) ( )2 cosy Bf Bfv t ω ω t =  ต่อมาในสมการท่ี (8) ต้องกำหนดให้ทางขวามือของสมการมีค่าเป็น  

( ) ( ) ( )00 0

2
cos sin

i fac i i
w fa fa

f ωq B f
f t ω t ω t

mm
= −   ใช้วิธีเทคนิควิธีการแปรตัวพารามิเตอร์เพื่อหาค่าผลเฉลย 
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เฉพาะคือ ( )p
yv t  โดยใช้เทคนิควิธีวรอนสเกียน เราต้องใช้ดีเทอร์มิแนนซ์ ดังนี้ 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

cos sin

sin cos

Bf Bfy y

w Bf

y y Bf Bf Bf Bf

ω t ω tv t v t
W ω

v t v t ω ω t ω ω t
= = =

  −
    (15) 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

2

1
00 0

2
2

0 sin
0

cos sin cos

Bf
y

w
i fac i i

w y fa fa Bf Bf

ω t
v t

W f ωq B f
f t v t ω t ω t ω ω t

mm

= =
 −

 

( ) ( ) ( ) ( )00 0
1 2

sin cos sin sin
i fac i i

w Bf fa Bf fa

f ωq B f
W ω t ω t ω t ω t

mm
= − +    (16) 

จากสมการท่ี (16) คือ ฟังก์ชันวรอนสเกียนท่ีขึ้นอยู่กับเวลาท่ีได้จากการคำนวณดีเทอร์มิแนนซ์ของผลเฉลย
ประกอบ ต่อไปนำผลเฉลยประกอบ และแรงภายนอก ( )wf t  มาใส่ในแถวและหลักของดีเทอร์มิแนนซ์ ดังนี ้

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1

2
00 0

1
2

cos 0
0

sin cos sin

Bf
y

w
i fac i i

y w Bf Bf fa fa

ω t
v t

W f ωq B f
v t f t ω ω t ω t ω t

mm

= =
 − −

 

( ) ( ) ( ) ( )00 0
2 2

cos cos cos sin
i fac i i

w Bf fa Bf fa

f ωq B f
W ω t ω t ω t ω t

mm
= −    (17) 

( ) ( ) ( ) ( )1 01 0 0

2
sin cos sin sin

y i faw c i i
Bf fa Bf fa

w BfBf

du f ωW q B f
ω t ω t ω t ω t

dt W ω mω m
= = − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 0
1 2

0 0

sin cos sin sin

t t
i fac i i

y Bf fa Bf fa

BfBf

f ωq B f
u t ω t ω t dt ω t ω t dt

ω mω m
= − +    (18) 

ใช้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ [7] 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1
sin cos sin sin

2
Bf fa Bf fa Bf faω t ω t ω ω t ω ω t= − + +     (18a) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1
sin sin cos cos

2
Bf fa Bf fa Bf faω t ω t ω ω t ω ω t= − − +    (18b) 

แทนสมการท่ี (18a) และสมการท่ี (18b) ลงในสมการท่ี (18) ใช้การอินทิเกรตตรีโกณมิติ [7] จะได้ ( )1yu t  

( )
( )( )( )
( )

( )( )( )
( )

0 0
1 2

cos 1 cos 1

2

Bf fa Bf fa
c i i

y

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tq B f
u t

ω m ω ω ω ω

 − − + −
 = +
 − + 
 

 

( )( )
( )

( )( )
( )

0
sin sinBf fa Bf fai fa

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tf ω

ω m ω ω ω ω

 − +
 + −
 − +
 

    (19) 

( ) ( ) ( ) ( )2 02 0 0

2
cos cos cos sin

y i faw c i i
Bf fa Bf fa

w BfBf

du f ωW q B f
ω t ω t ω t ω t

dt W ω mω m
= = −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 0
2 2

0 0

cos cos cos sin

t t
i fac i i

y Bf fa Bf fa

BfBf

f ωq B f
u t ω t ω t dt ω t ω t dt

ω mω m
= −    (20) 

ใช้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1
cos cos cos cos

2
Bf fa Bf fa Bf faω t ω t ω ω t ω ω t= − + +    (20a) 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1
sin cos sin sin

2
fa Bf fa Bf fa Bfω t ω t ω ω t ω ω t= − + +     (20b) 

แทนสมการท่ี (20a) และสมการท่ี (20b) ลงในสมการท่ี (20) ใช้หลักการอินทิเกรตตรีโกณมิติ จะได้ ( )2 yu t  

( )
( )( )
( )

( )( )
( )

0 0
2 2

sin sin

2

Bf fa Bf fa
c i i

y

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tq B f
u t

ω m ω ω ω ω

 − +
 = +
 − +
 

 

 
( )( )( )
( )

( )( )( )
( )

0
cos 1 cos 1

2

fa Bf fa Bfi fa

Bf fa Bf fa Bf

ω ω t ω ω tf ω

ω m ω ω ω ω

 − − + −
 + +
 − + 
 

   (21) 

ต่อมาทำการแทนสมการท่ี (19) และสมการท่ี (21) ลงในสมการข้างล่าง ดังนี้ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2

p
y y y y yv t u t v t u t v t= +  

เพื่อคำนวณหา ( )p
yv t  เป็นผลเฉลยเฉพาะ 

( )
( )( )( )
( )

( )( )( )
( )

( )0 0

2

cos 1 cos 1
cos

2

Bf fa Bf fa
p c i i
y Bf

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tq B f
v t ω t

ω m ω ω ω ω

 − − + −
 = +
 − + 
 

 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )0
sin sin

cos
Bf fa Bf fai fa

Bf

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tf ω
ω t

ω m ω ω ω ω

 − +
 + −
 − +
 

 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )0 0

2

sin sin
sin

2

Bf fa Bf fa
c i i

Bf

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tq B f
ω t

ω m ω ω ω ω

 − +
 + +
 − +
 

 

( )( )( )
( )

( )( )( )
( )

( )0
cos 1 cos 1

sin
2

fa Bf fa Bfi fa

Bf

Bf fa Bf fa Bf

ω ω t ω ω tf ω
ω t

ω m ω ω ω ω

 − − + −
 + +
 − + 
 

  (22) 

( ) ( )
( )( )( )
( )

( )( )( )
( )

( )0 0
0 2

cos 1 cos 1
cos cos

2

Bf fa Bf fa
B c i i
y Bf Bf

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tq B f
v t v ω t ω t

ω m ω ω ω ω

 − − + −
 = + +
 − + 
 

 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )0
sin sin

cos
2

Bf fa Bf fai fa

Bf

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tf ω
ω t

ω m ω ω ω ω

 − +
 + −
 − +
 

 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )0 0

2

sin sin
sin

2

Bf fa Bf fa
c i i

Bf

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tq B f
ω t

ω m ω ω ω ω

 − +
 + +
 − +
 

 

( )( )( )
( )

( )( )( )
( )

( )0
cos 1 cos 1

sin
2

fa Bf fa Bfi fa

Bf

Bf fa Bf fa Bf

ω ω t ω ω tf ω
ω t

ω m ω ω ω ω

 − − + −
 + +
 − + 
 

  (23) 

จากสมการท่ี (23) เป็นความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ ในแนวแกน y  ท่ีขึ้นอยู่กับเวลา ถ้าค่าขนาดของ 
fa Bfω ω  และแรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันโคไซน์ในแนวแกน y  และแกน z  ส่งผลให้ ( )B

yv t มีลักษณะเกิด
การส่ันของอนุภาคประจุไฟฟ้าเป็นแบบกลุ่มคล่ืน (wave group) มีค่าขนาดของความเร็ว ( )B

yv t  มาก แต่ถ้า
ค่าขนาดของ fa Bfω ω และแรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันโคไซน์ในแนวแกน y  และแกน z ส่งผลให้ ( )B

yv t มี
ลักษณะเกิดการส่ันของอนุภาคประจุไฟฟ้าเป็นแบบส่ันคล่ืนคล้ายฟังก์ชันไซน์ มีค่าขนาดของความเร็ว ( )B

yv t  
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น้อยจากสมการท่ี (10) ทำการหาผลเฉลยโดยใช้วิธีการแปรตัวพารามิเตอร์ (Method of Variation of 
Parameters) [4] และใช้เทคนิคการอินทิเกรตทีละส่วนเพื่อคำนวณหาความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+

ในแนวแกน z เคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอ จะได้ 

( ) ( )
( )( )( )

( )

( )( )( )
( )

( )0 0
0 2

1 cos 1 cos
cos cos

2

Bf fa Bf fa
B c i i
z Bf Bf

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tq B f
v t v ω t ω t

ω m ω ω ω ω

 − − − +
 = + +
 − + 
 

 

 ( )( )
( )

( )( )
( )

( )0
sin sin

cos
2

Bf fa Bf fai fa

Bf

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tf ω
ω t

ω m ω ω ω ω

 − +
 + −
 − +
 

 

 ( )( )
( )

( )( )
( )

( )0 0

2

sin sin
sin

2

Bf fa Bf fa
c i i

Bf

Bf Bf fa Bf fa

ω ω t ω ω tq B f
ω t

ω m ω ω ω ω

 − +
 − +
 − +
 

 

( )( )( )
( )

( )( )( )
( )

( )0
cos 1 cos 1

sin
2

fa Bf fa Bfi fa

Bf

Bf fa Bf fa Bf

ω ω t ω ω tf ω
ω t

ω m ω ω ω ω

 − − + −
 + +
 − + 
 

  (24) 

 
ตารางที่ 1  แสดงความสัมพันธ์ตัวแปรต้น ตัวแปรตาม และตัวแปรควบคุม 

ปริมาณคำนวณ  
(ตัวแปรตาม) 

ตัวแปรควบคุม 
ตัวแปรต้นของ 

( )B
yv t  ตัวแปรต้นของ ( )B

zv t  

ความเร็วประจุไฟฟ้า
ในแกน y คือ 

( )B
yv t  

และ 
ความเร็วประจุไฟฟ้า

ในแกน z คือ 
( )B

zv t  

0.01 .m kg= , 0.131f Hz=  

0
0.020 .

i
B T= ,

0 0.015 .if N=

, 0 0.02 /v m s=  

1 ..0 003cq C=  
1 ..0 003cq C=  

2 0.032 .cq C=  
2 0.032 .cq C=  

3 0.034 .cq C=  3 0.034 .cq C=  
0.01 .m kg= , 0.131f Hz=  

0 .0.020iB T= , 0.035 .cq C=  
, 0 0.02 /v m s=  

10 0.010 .f N=  10 0.010 .f N=  

20 0.015 .f N=  20 0.015 .f N=  

30 0.020 .f N=  30 0.020 .f N=  
0.01 .m kg= , 0 0.015 .if N=  

0 .0.020iB T= , 0.035 .cq C=  
, 0 0.02 /v m s=  

1 0.10f Hz=  1 0.10f Hz=  

2 0.11f Hz=  2 0.11f Hz=  

3 0.12f Hz=  3 0.12f Hz=  
0.01 .m kg= , 0.131f Hz=  
0.035 .cq C= , 0 0.015 .if N=  

, 0 0.02 /v m s=  

10 0.020 .B T=  10 0.020 .B T=  

20 0.022 .B T=  20 0.022 .B T=  

30 0.024 .B T=  30 0.024 .B T=  
 

 

 

 

ผลการวิจัย 
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   จากสมการท่ี (23) ( )B
yv t  และสมการท่ี (24) ( )B

zv t  เป็นความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ ในแนว 
แกน y  และแกน z  ท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาซึ่งเคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอ 0

ˆ
iB B i=  ในงานวิจัย 

นี้นำความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ ในแนวแกน y  ไปสร้างกราฟระหว่าง ( )B
yv t  กับ t  เวลา และนำ

สมการความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ ในแนวแกน z  ไปสร้างกราฟระหว่าง ( )B
yv t  กับ t  เวลา ดัง

ภาพท่ี 2, 3, 4 และ 5 ตามลำดับ 
 
 

        
(a)                     (b) 

ภาพที่ 2  กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีเทียบกับเวลา (a) กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ี
ในแนวแกน y  และ (b) กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ในแนวแกน z  ในกรณีที่มีการ
เปล่ียนแปลงขนาดประจุไฟฟ้า 0.030 0.034 .cq C+ = →  

 
จากภาพที่ 2 (a) กราฟเส้นสีเหลืองเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ี
เคลื่อนที่ภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดประจุไฟฟ้า 1 ..0 003cq C=  ต่อมากราฟ
เส้นสีฟ้าเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็ก
สม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดประจุไฟฟ้า 2 0.032 .cq C=  และกราฟเส้นสีเขียวเป็นกราฟแสดง
ความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน y

โดยมีขนาดประจุไฟฟ้า 3 0.034 .cq C= ซึ่งภาพท่ี 2 (b) จะแสดงกราฟเส้นสีแดงเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์
ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาด
ประจุไฟฟ้า 1 ..0 003cq C= ต่อมาแสดงกราฟเส้นสีน้ำเงินเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของ
อนุภาคประจุไฟฟ้าที ่เคลื ่อนที ่ภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดประจุไฟฟ้า 

2 0.032 .cq C=  และแสดงกราฟเส้นสีน้ำตาลเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุ
ไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดประจุไฟฟ้า 3 0.034 .cq C=  
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  (a)             (b) 

ภาพที่ 3 กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีเทียบกับเวลา (a) กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ี
ในแนวแกน y  และ (b) กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้า cq+  ท่ีเคล่ือนท่ีในแนวแกน z  ในกรณีท่ีมี
การเปล่ียนแปลงขนาดของแรงเริ่มต้นของแรงภายนอกดังนี้ 0 0.010 0.020 .if N= →  

 
จากภาพที่ 3 (a) กราฟเส้นสีเหลืองเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ี
เคลื ่อนที ่ภายในสนามแม่เหล ็กสม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดแรงเร ิ ่มต้นของแรงภายนอก 

10 0.010 .f N=  ต่อมากราฟเส้นสีฟ้าเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ี
เคลื ่อนที ่ภายในสนามแม่เหล ็กสม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดแรงเร ิ ่มต้นของแรงภายนอก 

20 0.015 .f N=  และกราฟเส้นสีเขียวเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ี
เคลื ่อนที ่ภายในสนามแม่ เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดแรงเร ิ ่มต้นของแรงภายนอก 

30 0.020 .f N= ซึ่งภาพที่ 3 (b) จะแสดงกราฟเส้นสีแดงเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของ
อนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดแรงเริ่มต้นของแรง
ภายนอก 10 0.010 .f N= ต่อมาแสดงกราฟเส้นสีน้ำเงินเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของ
อนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดแรงเริ่มต้นของแรง
ภายนอก 20 0.015 .f N=  และแสดงกราฟเส้นสีน้ำตาลเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของ
อนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดแรงเริ่มต้นของแรง
ภายนอก 30 0.020 .f N= ถ้าค่าขนาดของ fa Bfω ω  และแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันโคไซน์ในแนวแกน y  
และแกน z  ส่งผลให้ ( )B

yv t มีลักษณะเกิดการสั่นของอนุภาคประจุไฟฟ้าเป็นแบบกลุ่มคลื่น มีค่าขนาดของ
ความเร็ว ( )B

yv t  มาก 
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 (a)            (b) 

ภาพที่ 4  กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีเทียบกับเวลา (a) กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ี
ในแนวแกน y  และ (b) กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้า  cq+  ท่ีเคล่ือนท่ีในแนวแกน z  ในกรณีท่ี
มีการเปล่ียนแปลงขนาดของความถ่ีการส่ันของแรงภายนอกดังนี้ 0.10 0.12 .f Hz= →  

 
จากภาพที่ 4 (a) กราฟเส้นสีเหลืองเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ี
เคลื ่อนที ่ภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดความถี ่การสั ่นของแรงภายนอก 

1 0.10f Hz=  ต่อมากราฟเส้นสีฟ้าเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ี
เคลื ่อนที ่ภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดความถี ่การสั ่นของแรงภายนอก 

2 0.11f Hz=  และกราฟเส้นสีเขียวเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ี
เคลื ่อนที ่ภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดความถี ่การสั ่นของแรงภายนอก 

3 0.12f Hz= ซึ่งภาพที่ 4 (b) จะแสดงกราฟเส้นสีแดงเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของ
อนุภาคประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดความถ่ีการส่ันของแรง
ภายนอก 1 0.10f Hz= ต่อมาแสดงกราฟเส้นสีน้ำเงินเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของ
อนุภาคประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดความถ่ีการส่ันของแรง
ภายนอก 2 0.11f Hz=  และแสดงกราฟเส้นสีน้ำตาลเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของ
อนุภาคประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดความถ่ีการส่ันของแรง
ภายนอก 3 0.12f Hz= ถ้าค่าขนาดของ fa Bfω ω  และแรงภายนอกท่ีเป็นฟังก์ชันโคไซน์ในแนวแกน y  และ
แกน z  ส่งผลให้ ( )B

yv t มีลักษณะเกิดการสั่นของอนุภาคประจุไฟฟ้าเป็นแบบกลุ่มคลื่น   มีค่าขนาดของ
ความเร็ว ( )B

yv t  มาก 
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                                  (a)                                                              (b) 
ภาพที่ 5  กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีเทียบกับเวลา (a) กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ี

ในแนวแกน y  และ (b) กราฟของความเร็วประจุไฟฟ้า  cq+  ท่ีเคล่ือนท่ีในแนวแกน z  ในกรณีท่ี
มีการเปล่ียนแปลงขนาดของสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเริ่มต้นดังนี้ 0 0.020 0.024 .iB T= →  

 
จากภาพที่ 5 (a) กราฟเส้นสีเหลืองเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ี
เคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเริ่มต้น 

10 0.020 .B T=  
ต่อมากราฟเส้นสีฟ้าเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ภายใน
สนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเริ่มต้น 

20 0.022 .B T=  และกราฟเส้น
สีเขียวเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ภายในสนามแม่เหล็ก
สม่ำเสมอในแนวแกน y  โดยมีขนาดสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเริ่มต้น 

30 0.024 .B T= ซึ่งภาพที่ 5 (b) จะแสดง
กราฟเส้นสีแดงเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ภายใน
สนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเริ่มต้น 10 0.020 .B T= ต่อมาแสดง
กราฟเส้นสีน้ำเงินเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ภายใน
สนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเริ่มต้น 20 0.022 .B T=  และแสดง
กราฟเส้นสีน้ำตาลเป็นกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าที่เคลื่อนที่ภายใน
สนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  โดยมีขนาดสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเริ่มต้น 30 0.024 .B T=  
 
สรุปผลการวิจัยและวิจารณ์ 

จากภาพท่ี 2 (a) กราฟของความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าท่ีเคล่ือนท่ีภายในสนามแม่เหล็กสม่ำเสมอ
ในแนวแกน y  มีลักษณะการส่ันของอนุภาคประจุไฟฟ้าเป็นกลุ่มคล่ืน เป็นผลมาจากค่าขนาดของ fa Bfω ω  
และแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันโคไซน์ในแนวแกน y  และแกน z  ถ้าขนาดของอนุภาคประจุไฟฟ้า cq+ มีค่า
เพิ ่มขึ ้นเปลี ่ยนแปลงดังนี ้ 0.030 0.034 .cq C+ = → ส่งผลให้ความเร็ว ( )B

yv t  มีค่าลดลงจาก 20 m/s 
เปลี ่ยนเป็น 10 m/s จากภาพที ่ 2 (b) กราฟของความเร็วของอนุภาคประจุไฟฟ้าที ่ เคลื ่อนที ่ภายใน
สนามแม่เหล็กสม่ำเสมอในแนวแกน z  มีลักษณะการส่ันของอนุภาคประจุไฟฟ้าเป็นกลุ่มคล่ืน  เป็นผลมาจาก
ค่าขนาดของ fa Bfω ω  และแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันโคไซน์ในแนวแกน y  และแกน z   ถ้าขนาดของ
อนุภาคประจุไฟฟ้า cq+  มีค่าเพิ่มขึ้นเปลี่ยนแปลงดังนี้ 0.030 0.034 .cq C+ = →  ส่งผลให้ความเร็ว ( )B

zv t  
มีค่าลดลงจาก 16 m/s เปลี่ยนเป็น 10 m/s  ต่อไปเป็นการเปรียบกราฟของ ( )B

yv t  กับกราฟของ ( )B
zv t  
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แอมพลิจูดของกลุ่มคลื่นลูกที่ 1 ในกราฟของ ( )B
yv t มีขนาดสูงกว่า ( )B

zv t  เมื่อเวลาเพิ่มขึ้นกราฟของ ( )B
yv t  

และ ( )B
zv t  จะสลับกันสูงต่ำ จากภาพที ่ 3 (a) ถ้าขนาดของแรงเริ ่มต้นของแรงภายนอกเพิ ่มขึ ้นดังนี้ 

0 0.010 0.020 .if N= →  ส่งผลให้กราฟของ ( )B
yv t  มีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 10 m/s เป็น 30 m/s จากภาพท่ี 3 

(b) ถ้าขนาดของแรงเริ่มต้นของแรงภายนอกเพิ่มขึ้นดังนี้ 0 0.010 0.020 .if N= →  ส่งผลให้กราฟของ ( )B
zv t  

มีขนาดเพิ่มขึ้นจาก 10 m/s เป็น 26 m/s ต่อไปเป็นการเปรียบกราฟของ ( )B
yv t  ภาพที่ 3 (a) กับกราฟของ 

( )B
zv t ภาพท่ี 3 (b) แอมพลิจูดของกราฟความเร็ว ( )B

yv t  มีขนาดสูงกว่ากราฟความเร็ว ( )B
zv t   จากภาพท่ี 4 

(a) ถ้าขนาดของความถ่ีการส่ันของแรงภายนอกมีค่าเพิ่มขึ้นดังนี้ 0.10 0.12 .f Hz= → ส่งผลให้จำนวนความถี่
ของการสั่นอนุภาคประจุไฟฟ้าของความเร็ว ( )B

yv t  มีจำนวนของการสั่นมากขึ้นแสดงว่าปริมาณขนาดของ
ความถี่การสั่นของแรงภายนอกแปรผันโดยตรงกับลักษณะการสั่นของความเร็ว ( )B

yv t  จากภาพที่ 4 (b) ถ้า
ขนาดของความถี่การสั่นของแรงภายนอกมีค่าเพิ่มขึ้นดังนี้ 0.10 0.12 .f Hz= → ส่งผลให้จำนวนความถี่ของ
การส่ันอนุภาคประจุไฟฟ้าของความเร็ว ( )B

zv t  มีจำนวนของการส่ันมากขึ้นแสดงว่าปริมาณขนาดของความถี่
การส่ันของแรงภายนอกแปรผันโดยตรงกับลักษณะการส่ันของความเร็ว ( )B

zv t   
สรุปปริมาณขนาดประจุไฟฟ้า และปริมาณขนาดสนามแม่เหล็กไฟฟ้าเริ่มต้นจะมีลักษณะแปรผกผัน

กับความเร็ว ( )B
yv t  และ ( )B

zv t  แต่ส่วนปริมาณแรงเริ่มต้นของแรงภายนอก และปริมาณความถี่การสั่นของ
แรงภายนอกจะแปรผันโดยตรงกับความเร็ว ( )B

yv t  และ ( )B
zv t  
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