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บทคัดย่อ 

ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ (𝑝 − 1)𝑥 + 2 ∙

𝑝𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ ดังน้ี (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 0, 2) และ (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2, 𝑡, 2, 3) เมื ่อ 𝑡 เป็น
จำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ และสมการไดโอแฟนไทน์ (𝑝 − 1)𝑥 − 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ ดังน้ี  
(𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 0, 0) และ (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑝, 1, 0, √𝑝 − 3)  เมื่อ 𝑝 ≡ 7 (mod 12) และ √𝑝 − 3 เป็นจำนวนเต็ม 
 
คำสำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ส่วนตกค้างกำลังสอง สญัลักษณ์เลอจองค์  

 
 
 

Abstract 

Let 𝑝 be a prime number and 𝑥, 𝑦, 𝑧 be non-negative integers. We show that the Diophantine 
equation (𝑝 − 1)𝑥 + 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 has all non-negative integer solutions, which are (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 0, 2) 
and (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2, 𝑡, 2, 3), where 𝑡 is a non-negative integer. The Diophantine equation (𝑝 − 1)𝑥 − 2 ∙

𝑝𝑦 = 𝑧2 has all non-negative integer solutions, which are (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 0, 0) and (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(𝑝, 1, 0, √𝑝 − 3), where 𝑝 ≡ 7 (mod 12) such that √𝑝 − 3 is an integer. 
 
Keywords: Diophantine equation, Quadratic residue, Legendre symbol  
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บทนำ 

 ในปี ค.ศ. 2019 Laipaporn, Wananiyakul และ Khachorncharoenkul [1] ได้ศึกษาและหาผล
เฉลยจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์  3𝑥 + 𝑝5𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ 
และต่อมาในปี ค.ศ. 2022 Thongnak, Chuayjan และ Kaewong [2] ได้แสดงว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2, 0, 10)

เป็นผลเฉลยจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟนไทน์ 11 ∙ 3𝑥 + 11𝑦 = 𝑧2 
นอกจากนี้ Thongnak, Chuayjan และ Kaewong [3] ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์  5𝑥 − 2 ∙ 3𝑦 = 𝑧2 
ไม่มีผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และในปีเดียวกัน Tangjai, Chaeoueng และ Phumchaichot [4] ได้
ศึกษาและหาผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  7𝑥 + 5 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 พบว่า สมการ
ดังกล่าวไม่มีผลเฉลยจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี และ 𝑝 ≡ 1, 2, 4 (mod 7) 

ในปี ค.ศ. 2023 Tadee [5] ได้ศึกษาและหาผลเฉลยจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  
(𝑛 + 2)𝑥 − 2 ∙ 𝑛𝑦 = 𝑧2 และ (𝑛 + 2)𝑥 + 2 ∙ 𝑛𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑛 เป็นจำนวนเต็มบวก โดยท่ี 𝑛 = 2 หรือ 
𝑛 ≡ 3 (mod 4) และในปีเดียวกัน Porto, Buosi และ Ferreira [6] ได้ศึกษาและหาผลเฉลยจำนวนเต็มท่ีไม่
เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์  𝑝 ∙ 3𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ผลการวิจัยพบว่า
ถ้า 𝑝 ≠ 2 และ 𝑝 ≡ 2 (mod 3) แล้ว (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (log3(𝑝 − 2), 0, 𝑝 − 1) นอกจากนี ้ ถ้า 𝑝 = 2 
แล้ว (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 1, 2)  และต่อมา Tadee [7] ได้แสดงผลเฉลยจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบท้ังหมดของสมการ
ไดโอแฟนไทน์  𝑝𝑥 + 𝑝𝑞𝑦 = 𝑧2 เมื ่อ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะที่แตกต่างกัน นอกจากนี้ได้พิสูจน์ว่า
สมการดังกล่าวไม่มีผลเฉลยจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ เมื่อ 𝑝 ≡ 1 (mod 4) และ 𝑞 ≡ 1 (mod 4) 

จากการศึกษางานวิจัยข้างต้นทำให้ผู้วิจัยสนใจศึกษาและหาผลเฉลยจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการ
ไดโอแฟนไทน์รูปแบบใหม่ (𝑝 − 1)𝑥 + 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 และ (𝑝 − 1)𝑥 − 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวน
เฉพาะ และ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 
 
ความรู้พื้นฐาน 

 ก่อนอื่นจะขอทบทวนบทนิยามและทฤษฎีบทของส่วนตกค้างกำลังสอง  (Quadratic residue) และ 
สัญลักษณ์เลอจองค์ (Legendre symbol) ดังต่อไปนี้ 
 
บทนิยาม 1 ([8], p. 171) ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะคี่ และ gcd(𝑎, 𝑝) = 1 ถ้า 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) มีผลเฉลย 
แล้วจะเรียก 𝑎 ว่า เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝 และถ้า 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) ไม่มีผลเฉลย จะเรียก 𝑎 ว่า ไม่
เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝 
 
ทฤษฎีบท 1 (Euler’s criterion) ([8], p. 171) ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี และ gcd(𝑎, 𝑝) = 1 จะได้ว่า 
 𝑎 เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝 ก็ต่อเมื่อ 𝑎(𝑝−1)/2 ≡ 1(mod 𝑝) 
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บทนิยาม 2 ([8], p. 175) ให ้𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี และ gcd(𝑎, 𝑝) = 1  
สัญลักษณ์เลอจองค์ (𝑎/𝑝) นิยามโดย 
(𝑎/𝑝) = 1 เมื่อ 𝑎 เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝  
(𝑎/𝑝) = −1 เมื่อ 𝑎 ไม่เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝  
 
ทฤษฎีบท 2 ([8], p. 176) ให ้𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะค่ีและ 𝑎, 𝑏 เป็นจำนวนเต็ม  
โดยท่ี gcd(𝑎, 𝑝) = gcd(𝑏, 𝑝) = 1 จะได้ว่า 
1. ถ้า 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑝) แล้ว (𝑎/𝑝) = (𝑏/𝑝) 
2. (𝑎2/𝑝) = 1 
3. (𝑎/𝑝) ≡ 𝑎(𝑝−1)/2 (mod 𝑝) 
4. (𝑎𝑏/𝑝) = (𝑎/𝑝)(𝑏/𝑝) 
5. (1/𝑝) = 1 และ (−1/𝑝) = (−1)(𝑝−1)/2 
 
ทฤษฎีบท 3 ([8], p. 189) ให ้𝑝 ≠ 3 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี จะได้ว่า 
(3/𝑝) = 1  เมื่อ 𝑝 ≡ 1, 11 (mod 12) 
(3/𝑝) = −1 เมื่อ 𝑝 ≡ 5, 7 (mod 12)   
 
 นอกจากนี้จะนำเสนอทฤษฎีบทสำคัญในการหาผลเฉลยของสมการโอแฟนไทน์ ซึ ่งเดิมเป็นข้อ
คาดการณ์ของกาตาลัน (Catalan’s conjecture) และต่อมาได้รับการพิสูจน์ว่าเป็นจริงในปี ค.ศ. 2004 โดย 
Mihăilescu [9] 
ทฤษฎีบท 4 (Mihăilescu’s Theorem) [9] สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 = 1 เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑥 และ 𝑦 เป็น
จำนวนเต็ม โดยท่ี min{𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦} > 1 มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦) = (3, 2, 2, 3)  
 
ผลการวิจัย 

ทฤษฎีบท 5. ให ้𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
(𝑝 − 1)𝑥 + 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 ม ีผลเฉลยจำนวนเต ็มท ี ่ ไม ่ เป ็นลบ ด ังนี้  (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 0, 2) และ 
(𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2, 𝑡, 2, 3) เมื่อ 𝑡 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 

พิสูจน์ ให ้𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ ซึ่งทำให้ 

                                                               (𝑝 − 1)𝑥 + 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2                                               (1) 

เนื่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ จึงสามารถแยกพิจารณาได้ดังนี้ 

กรณีที่ 1:  𝑝 = 2 จากสมการ (1) จะได้ว่า  

                                                                        𝑧2 − 2𝑦+1 = 1                                                    (2) 

จะเห็นได้ชัดว่า 𝑧 > 1 และ 𝑦 > 0 และจากทฤษฎีบท 4 จะได้ว่า 𝑧 = 3 และ 𝑦 = 2 นั่นคือ (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(2, 𝑡, 2, 3) เมื่อ 𝑡 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 
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กรณีที ่  2:  𝑝 ≡ 1 (mod 4) ดังน ั ้น (𝑝 − 1)𝑥 + 2 ∙ 𝑝𝑦 ≡ 2 (mod 4) และจากสมการ (1) จะได้ว่า 
𝑧2 ≡ 2 (mod 4) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑧2 ≡ 0, 1 (mod 4) 

กรณีที่ 3: 𝑝 ≡ 3 (mod 4)  

กรณีท่ี 3.1: 𝑦 = 0 จากสมการ (1)  จะได้ว่า 

                                                                  (𝑝 − 1)𝑥 + 2 = 𝑧2                                                   (3) 

กรณีท่ี 3.1.1 𝑥 = 0 จากสมการ (3) จะได้ว่า 𝑧2 = 3 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 

กรณีที ่  3.1.2 𝑥 = 1 จากสมการ (3) จะได้ว ่า 𝑝 = 𝑧2 − 1 = (𝑧 − 1)(𝑧 + 1) และ
เนื่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังนั้น 𝑧 − 1 = 1 และ 𝑧 + 1 = 𝑝 เพราะฉะนั้น 𝑧 = 2 
และ 𝑝 = 3 นั่นคือ (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 0, 2) 

กรณีท่ี 3.1.3 𝑥 > 1 จะได้ว่า (𝑝 − 1)𝑥 + 2 ≡ 2 (mod 4) และจากสมการ (3)   

จะได้ว่า 𝑧2 ≡ 2 (mod 4) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑧2 ≡ 0, 1 (mod 4) 

กรณีท่ี 3.2: 𝑦 > 0 ดังนั้น (𝑝 − 1)𝑥 + 2 ∙ 𝑝𝑦 ≡  (−1)𝑥(mod 𝑝) และจากสมการ (1)  

จะได้ว่า 𝑧2 ≡  (−1)𝑥(mod 𝑝) ดังนั้น (−1)𝑥 เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝  

และจากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า  

((−1)𝑥)(𝑝−1)/2 ≡  1 (mod 𝑝) หรือ ((−1)(𝑝−1)/2)
𝑥

≡  1 (mod 𝑝) 

และเน ื ่องจาก 𝑝 ≡ 3 (mod 4) ดังน ั ้น  (−1)(𝑝−1)/2 = −1 จะได้ว ่า (−1)𝑥 ≡  1 (mod 𝑝) 
เพราะฉะนั้น 𝑥 เป็นจำนวนคู่ จะมีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑘 ซึ่งทำให้ 𝑥 = 2𝑘 ดังนั้นจากสมการ (1) 
จะได้ว่า  

                                         2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 − (𝑝 − 1)2𝑘 = (𝑧 − (𝑝 − 1)𝑘)(𝑧 + (𝑝 − 1)𝑘)              (4) 

ดังนั้น 2|(𝑧 − (𝑝 − 1)𝑘) หรือ 2|(𝑧 + (𝑝 − 1)𝑘) 

สมมติว่า 2|(𝑧 − (𝑝 − 1)𝑘) และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังนั้นจะมีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑢  

ซึ่งทำให้ 

                                                                           𝑧 − (𝑝 − 1)𝑘 = 2 ∙ 𝑝𝑢                                                  (5) 

                                                                           𝑧 + (𝑝 − 1)𝑘 = 𝑝𝑦−𝑢                                                     (6) 

จากสมการ (5) และ (6) จะได้ว่า 2(𝑝 − 1)𝑘 = 𝑝𝑦−𝑢 − 2 ∙ 𝑝𝑢 เพราะฉะนั้น 2|𝑝𝑦−𝑢 

 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะและ 𝑝 ≡ 3 (mod 4) 
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เพราะฉะนั้น 2|(𝑧 + (𝑝 − 1)𝑘) และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังนั้นจะมีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑣 
ซึ่งทำให้ 

                                                                           𝑧 − (𝑝 − 1)𝑘 = 𝑝𝑣                                                       (7) 

                                                                           𝑧 + (𝑝 − 1)𝑘 = 2 ∙ 𝑝𝑦−𝑣                                                (8) 

จากสมการ (7) และ (8) จะได้ว่า 2(𝑝 − 1)𝑘 = 2 ∙ 𝑝𝑦−𝑣 − 𝑝𝑣 เพราะฉะนั้น 2|𝑝𝑣 ซึ่งเป็นไปไม่ได้
เช่นกัน เนื่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะและ 𝑝 ≡ 3 (mod 4)  ◼ 

 

ทฤษฎีบท 6. ให ้𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
(𝑝 − 1)𝑥 − 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 ม ีผลเฉลยจำนวนเต ็มท ี ่ ไม ่ เป ็นลบ ด ังน ี ้  (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 0, 0) และ 
(𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑝, 1, 0, √𝑝 − 3) เมื่อ 𝑝 ≡ 7 (mod 12) และ √𝑝 − 3 เป็นจำนวนเต็ม 

พิสูจน์ ให ้𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ ซึ่งทำให้ 

                                                               (𝑝 − 1)𝑥 − 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2                                               (9) 

เนื่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ จึงสามารถแยกพิจารณาได้ดังนี้ 

กรณีที่ 1:  𝑝 = 2 จากสมการ (9) จะได้ว่า  

                                                                        1 − 2𝑦+1 = 𝑧2                                                  (10) 

ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 1 − 2𝑦+1 < 0 แต่ 𝑧2 ≥ 0  

กรณีที ่  2:  𝑝 ≡ 1 (mod 4) ดังน ั ้น (𝑝 − 1)𝑥 − 2 ∙ 𝑝𝑦 ≡ 2 (mod 4) และจากสมการ (9) จะได้ว่า  
𝑧2 ≡ 2 (mod 4) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑧2 ≡ 0, 1 (mod 4) 

กรณีที่ 3: 𝑝 ≡ 3 (mod 4) และจากทฤษฎีบท 2 ข้อ 5 จะได้ว่า (−1

𝑝
) = −1 

กรณีท่ี 3.1: 𝑦 = 0 จากสมการ (9) จะได้ว่า 

                                                                  (𝑝 − 1)𝑥 − 2 = 𝑧2                                                 (11) 

กรณีท่ี 3.1.1 𝑥 = 0 จากสมการ (11) จะได้ว่า 𝑧2 = −1 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 

กรณีท่ี 3.1.2 𝑥 = 1 จากสมการ (11) จะได้ว่า 

                                            𝑝 − 3 = 𝑧2                                                                    (12) 

ถ้า 𝑝 = 3 ดังนั้น 𝑧 = 0 นั่นคือ (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 0, 0) 
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ถ้า 𝑝 ≠ 3 และจากสมการ (12) จะได้ว่า 𝑧2 ≡ −3 (mod 𝑝) ดังนั้น −3 เป็นส่วนตกค้าง
กำลังสองของ 𝑝 ดังนั้น (−3

𝑝
) = 1 และจากทฤษฎีบท 2 ข้อ 4 จะได้ว่า (−1

𝑝
) (

3

𝑝
) = 1 

และจาก (
−1

𝑝
) = −1 เพราะฉะนั ้น (3

𝑝
) = −1 และจากทฤษฎีบท 3 จะได้ว ่า 𝑝 ≡

5, 7 (mod 12)  สมมติว่า 𝑝 ≡ 5 (mod 12) จะได้ว่า 𝑝 ≡ 1 (mod 4) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
ดังน ั ้น 𝑝 ≡ 7 (mod 12) เพราะฉะนั ้น (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑝, 1, 0, √𝑝 − 3) เม ื ่อ 𝑝 ≡

7 (mod 12) และ √𝑝 − 3 เป็นจำนวนเต็ม 

กรณีท่ี 3.1.3 𝑥 > 1 จะได้ว่า (𝑝 − 1)𝑥 − 2 ≡ 2 (mod 4) และจากสมการ (11)จะได้ว่า 
𝑧2 ≡ 2 (mod 4) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑧2 ≡ 0, 1 (mod 4) 

กรณีที่ 3.2: 𝑦 > 0 ดังนั้น (𝑝 − 1)𝑥 − 2 ∙ 𝑝𝑦 ≡  (−1)𝑥(mod 𝑝) และจากสมการ (9) จะได้ว่า 
𝑧2 ≡  (−1)𝑥(mod 𝑝) ดังนั้น (−1)𝑥 เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝 จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า  

((−1)𝑥)(𝑝−1)/2 ≡  1 (mod 𝑝) หรือ ((−1)(𝑝−1)/2)
𝑥

≡  1 (mod 𝑝) 

และเน ื ่องจาก 𝑝 ≡ 3 (mod 4) ดังน ั ้น  (−1)(𝑝−1)/2 = −1 จะได้ว ่า (−1)𝑥 ≡  1 (mod 𝑝) 
เพราะฉะนั้น 𝑥 เป็นจำนวนคู่ จะมีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑘 ซึ่งทำให้ 𝑥 = 2𝑘 ดังนั้นจากสมการ (9) 
จะได้ว่า  

                                         2 ∙ 𝑝𝑦 = (𝑝 − 1)2𝑘 − 𝑧2 = ((𝑝 − 1)𝑘 − 𝑧)((𝑝 − 1)𝑘 + 𝑧)            (13) 

ดังนั้น 2|((𝑝 − 1)𝑘 − 𝑧) หรือ 2|((𝑝 − 1)𝑘 + 𝑧) 

สมมติว่า 2|((𝑝 − 1)𝑘 − 𝑧) และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังนั้นจะมีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑢  

ซึ่งทำให้ 

                                                                           (𝑝 − 1)𝑘 − 𝑧 = 2 ∙ 𝑝𝑢                                                  (14) 

                                                                           (𝑝 − 1)𝑘 + 𝑧 = 𝑝𝑦−𝑢                                                   (15) 

จากสมการ (14) และ (15) จะได้ว่า 2(𝑝 − 1)𝑘 = 𝑝𝑦−𝑢 + 2 ∙ 𝑝𝑢 เพราะฉะนั้น 2|𝑝𝑦−𝑢          

ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะและ 𝑝 ≡ 3 (mod 4) 

เพราะฉะนั้น 2|((𝑝 − 1)𝑘 + 𝑧) และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังนั้นจะมีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑣 
ซึ่งทำให้ 

                                                                          (𝑝 − 1)𝑘 −  𝑧 = 𝑝𝑣                                                       (16) 

                                                                          (𝑝 − 1)𝑘 +  𝑧 = 2 ∙ 𝑝𝑦−𝑣                                              (17) 

จากสมการ (16) และ (17) จะได้ว่า 2(𝑝 − 1)𝑘 = 2 ∙ 𝑝𝑦−𝑣 + 𝑝𝑣 เพราะฉะนั้น 2|𝑝𝑣  

ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน เนื่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะและ 𝑝 ≡ 3 (mod 4)   ◼ 
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                                                                                       ปีที่ 3 ฉบับที่ 2 (กรกฎาคม – ธันวาคม 2567) 

สรุปและอภิปรายผล  

ในงานวิจัยนี้ได้ศึกษาและหาผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์ 
(𝑝 − 1)𝑥 + 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 และ (𝑝 − 1)𝑥 − 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื ่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็น
จำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ โดยใช้ความรู้เกี่ยวกับส่วนตกค้างกำลังสองและสัญลักษณ์เลอจองค์ ผลการวิจัยพบว่า
สมการไดโอแฟนไทน์ (𝑝 − 1)𝑥 + 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังนี้ (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(3, 1, 0, 2) และ (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2, 𝑡, 2, 3) เมื่อ 𝑡 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และสมการไดโอแฟนไทน์ 
(𝑝 − 1)𝑥 − 2 ∙ 𝑝𝑦 = 𝑧2 ม ีผลเฉลยจำนวนเต ็มท ี ่ ไม ่ เป ็นลบ ด ังน ี ้  (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 0, 0) และ 
(𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑝, 1, 0, √𝑝 − 3) เมื่อ 𝑝 ≡ 7 (mod 12) และ √𝑝 − 3 เป็นจำนวนเต็ม 
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