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บทคัดย่อ 

กราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 คือ กราฟที่เกิดจากการเชื่อมคอมพลีทกราฟสองกราฟ ได้แก่ 𝐾𝑛 และ 𝐾𝑛
′  เข้าด้วยกันด้วย

สะพาน งานวิจัยน้ีมีวัตถุประสงค์เพ่ือหาจำนวนอันตรสัณฐานทั้งหมดของกราฟยกน้ำหนัก เราได้แสดงว่าอันตรสัณฐานออกเป็น 
4 คลาสที่แตกต่างกัน ได้แก่ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛

′ ), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛) และ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) จากน้ันดำเนินการนับสมาชิก

ภายในแต่ละคลาส ซ ึ ่งทำให้สามารถหาสูตรสำหรับจำนวนอันตรส ัณฐานทั ้งหมดของ  𝐵𝑛 ได้เป ็น |𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛)| =

2(𝑛 − 1)!2 [1 + 𝑛(𝑛 − 1)] 

คำสำคัญ: กราฟยกน้ำหนัก อันตรสัณฐาน จำนวนอันตรสัณฐาน 
 

Abstract 

A barbell graph 𝐵𝑛 is formed by connecting two complete graphs, namely 𝐾𝑛 and 𝐾𝑛
′ , with a bridge. 

This research aims to determine the total number of endomorphisms of barbell graphs. We demonstrate 
that endomorphisms are divided into four distinct classes: 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛), and 

𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ). By enumerating the elements within each class, we derive a formula for the total number of 
endomorphisms of 𝐵𝑛, |𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛)| = 2(𝑛 − 1)!2 [1 + 𝑛(𝑛 − 1)]. 

Keywords: Barbell graphs, Endomorphisms, Enumeration of endomorphisms 
 
บทนำ  

อันตรสัณฐานของกราฟ คือ ฟังก์ชันท่ีส่งสมาชิกจากเซตของจุดของกราฟไปยังกราฟเดิม โดยมีสมบัติ
คงสภาพการมีเส้นเชื่อมไว้ สำหรับกราฟ 𝐺 ใด ๆ เซตของอันตรสัณฐานบนกราฟนั้นจะมีสมบัติเป็นโมนอยด์
ภายใต้การดำเนินการประกอบฟังก์ชัน ซึ่งเรียกว่า กราฟอันตรสัณฐานโมนอยด์ และใช้สัญลักษณ์ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) 
การหาจำนวนฟังก์ชันอันตรสัณฐานจึงเปรียบได้กับการหาจำนวนสมาชิกของโมนอยด์อันตรสัณฐานของกราฟ
นั้น ๆ ด้วยนิยามของฟังก์ชันอันตรสัณฐานและลักษณะเฉพาะของกราฟแต่ละแบบมีความแตกต่างกัน จึงทำให้
การหาจำนวนอันตรสัณฐานของกราฟแต่ละแบบจะมีขั ้นตอนวิธีการที่แตกต่างกัน ซึ ่งก่อให้เกิดวิธีการท่ี
หลากหลายในสาขาวิยุตคณิต การนับจำนวนสมาชิกของกราฟอันตรสัณฐานโมนอยด์บนกราฟชนิดต่าง ๆ ท่ีมี
การศึกษาไว้ ได้แก่ การหาจำนวนสมาชิกของ 𝐸𝑛𝑑(𝑃𝑛) โดย Arworn [1] และ Arworn และ Wojtylak [2] 
การศึกษาจำนวนสมาชิกของ 𝐸𝑛𝑑(𝐶𝑛) โดย Pipattanajinda และ Arworn [3] [4] การศึกษาจำนวนสมาชิก
ของ 𝐸𝑛𝑑(𝑃𝑛̅) โดย Hou, Luo, Cheng [5] และ 𝐸𝑛𝑑(𝐶𝑛

̅̅ ̅) โดย Li [6] เป็นต้น ซึ ่งการหาจำนวนฟังก์ชัน
อันตรสัณฐาน ยังส่งผลให้มีการขยายการศึกษากราฟอันตรสัณฐานโมนอยด์ในบริบทอื่น ๆ ที่เป็นลักษณะ 
เฉพาะยิ่งขึ้น เช่น ปัญหาการหาอันตรสัณฐานสเปช อันตรสัณฐานไทป์ โมนอยด์ปรกติ โมนอยด์ออร์โธดอกซ์ 
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ปัญหาการเดินทาง การให้สีกราฟ และกราฟเชิงระนาบ ซึ่งสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้จากเอกสารอ้างอิง         
[7 – 12] เป็นต้น 

จากการทบทวนวรรณกรรมที่เกี่ยวข้อง ผู้วิจัยได้สังเกตเห็นว่า อันตรสัณฐานของคอมพลีทกราฟจะ
เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งเสมอ ซึ่งจากกราฟยกน้ำหนักประกอบด้วยคอมพลีทกราฟท่ีมีอันดับเท่ากันสองกราฟท่ี
เชื่อมกันด้วยสะพาน ผู้วิจัยจึงสนใจที่จะศึกษาฟังก์ชันอันตรสัณฐานของกราฟยกน้ำหนัก โดยมีวัตถุประสงค์
หลัก คือ การหาจำนวนอันตรสัณฐานทั้งหมด ซึ่งจะเป็นการเติมเต็มองค์ความรู้ด้านฟังก์ชันอันตรสัณฐาน        
โมนอยด์บนกราฟยกน้ำหนัก ผลการวิจัยจะเป็นรากฐานในการทำความเข้าใจพฤติกรรมของอันตรสัณฐานบน
กราฟที่มีโครงสร้างซับซ้อนมากขึ้นในอนาคต และสามารถนำไปประยุกต์ใช้ในการแก้ปัญหาทางคอมพิวเตอร์ 
หรือการสร้างแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ในสาขาท่ีเกี่ยวข้องกับการเช่ือมโยงและความสัมพันธ์ได้ต่อไป 
 
ความรู้พื้นฐาน  

 ในหัวข้อนี้ จะกล่าวถึงความรู้พื้นฐานเกี่ยวกับทฤษฎีกราฟ และฟังก์ชันอันตรสัณฐาน เพื่อให้ผู้อา่นมี
ความเข้าใจเพียงพอในการศึกษาบทความนี้ 

2.1 ทฤษฎีกราฟเบื้องต้น 

บทนิยาม 2.1 กราฟ 𝐺 คือ คู่อันดับ (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) โดยท่ี 𝑉(𝐺) เป็นเซตจำกัดท่ีไม่เป็นเซตว่าง เรียกว่าเซต
ของจุด และ 𝐸(𝐺) เรียกว่า เซตของเส้น ซึ่งแต่ละเส้นประกอบด้วยเซตย่อยที่มีสองสมาชิกที่แตกต่างกันใน 
𝑉(𝐺) กล่าวคือ 𝑒 = {𝑢, 𝑣} สำหรับบางสมาชิก 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) เพื่อความสะดวก เราจะเขียนเส้นเชื่อม 𝑢𝑣 
แทน {𝑢, 𝑣}  

      ในงานวิจัยนี้ เราจะพิจารณากราฟเชิงเดียว ซึ่งเป็นกราฟท่ีไม่บรรจุวงวน (เส้นท่ีเช่ือมกับตัวมันเอง) และไม่
มีเส้นเช่ือมขนาน (เส้นเช่ือมระหว่าง 2 จุดใด ๆ ท่ีมากกว่า 1 คู่) 

      กราฟ 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) สามารถแสดงด้วยแผนภาพได้โดยการเขียนจุดเล็ก ๆ แทนจุด และลากเส้น
เช่ือมระหว่างจุด 𝑢 และ 𝑣 ถ้า 𝑢𝑣 ∈  𝐸(𝐺) 

ต ัวอย ่ า ง  2.2 ให ้ กราฟ  𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) ประกอบด ้ วย  𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} และ 
𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣3, 𝑣2𝑣3, 𝑣2𝑣6, 𝑣6𝑣5, 𝑣5𝑣4} แผนภาพของกราฟ 𝐺 แสดงดังภาพท่ี 2.1   

 
ภาพที่ 2.1  กราฟ 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺))  
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บทนิยาม 2.3 คอมพลีทกราฟ หรือ คอมพลีทกราฟที่มีอันดับ 𝑛 คือ กราฟท่ีมีจำนวนจุด 𝑛 จุด ซึ่งจุดทุกคู่มี
เส้นเช่ือมถึงกัน ใช้สัญลักษณ์ 𝐾𝑛 แทนคอมพลีทกราฟที่มีอนัดบั 𝑛 

ตัวอย่าง 2.4 ลักษณะแผนภาพของกราฟ 𝐾𝑛 เมื่อ 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} แสดงดังภาพท่ี 2.2   

 
ภาพที่ 2.2  กราฟ 𝐾𝑛 เมื่อ 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} 

บทนิยาม 2.5 𝑛-กราฟยกน้ำหนัก คือ กราฟท่ีประกอบด้วยคอมพลีทกราฟท่ีมีอันดับ 𝑛 จำนวนสองกราฟ ซึ่ง
เช่ือมกันด้วยเส้นเพียง 1 เส้น (เรียกว่า สะพาน) ใช้สัญลักษณ์ 𝐵𝑛 แทนกราฟยกน้ำหนักท่ีมีจุดรวม 2𝑛 จุด โดย
ท่ี 𝑉(𝐵𝑛) = 𝑉(𝐾𝑛) ∪ 𝑉(𝐾𝑛

′ ) เมื่อ 𝐾𝑛 และ Kn
′  เป็นคอมพลีทกราฟที่มีอันดับ 𝑛 โดยมีเซตของจุดยอด คือ 

𝑉(𝐾𝑛) = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛} และ  𝑉(𝐾𝑛
′ ) = {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛} และเซตของเส ้นค ือ  𝐸(𝐵𝑛) = 𝐸(𝐾𝑛) ∪

𝐸(𝐾𝑛
′ ) ∪ {𝑎1𝑏1} 

ตัวอย่าง 2.6 ลักษณะแผนภาพของกราฟ 𝐵𝑛 เมื่อ 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} แสดงดังภาพท่ี 2.3   
 

 
ภาพที่ 2.3  กราฟ 𝐵𝑛 เมื่อ 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} 

ข้อสังเกต 2.7 
1. กราฟ 𝐵1 มีโครงสร้าง (สมสัณฐาน) เหมือนกับกราฟ 𝐾2 
2. กราฟ 𝐵2 มีโครงสร้าง (สมสัณฐาน) เหมือนกับกราฟ 𝑃3 (กราฟท่ีมีลักษณะเป็นเส้นทางยาว 3 เส้น) 
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2.2 ฟังก์ชันระหว่างกราฟ 
      สำหรับกราฟ 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) และ 𝐻 = (𝑉(𝐻), 𝐸(𝐻)) จะกำหนดการมีฟังก์ชันระหว่างกราฟ 
𝐺 และ 𝐻 รวมถึงฟังก์ชันระหว่างกราฟ 𝐺 และตัวมันเอง ท่ีมีช่ือเรียกต่าง ๆ ดังนี้ 

บทนิยาม 2.8 สาทิสสัญฐานจากกราฟ 𝐺 ไปยังกราฟ 𝐻 คือ ฟังก์ชัน 𝑓: 𝑉(𝐺) → 𝑉(𝐻) ที่มีสมบัติว่า 
สำหรับแต่ละ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) ถ้า 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) แล้ว 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻) ซึ่งเรียกว่า สมบัติคงสภาพการมีเส้น
เชื ่อม และ อันตรสัณฐานบนกราฟ 𝐺 คือ สาทิสสัญฐาน 𝑓 ที่ส่งสมาชิกจาก 𝑉(𝐺) ไปยัง 𝑉(𝐺) เดิม ใช้
สัญลักษณ์ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) แทนเซตของฟังก์ชันอันตรสัณฐานท้ังหมดบนกราฟ 𝐺 

ตัวอย่าง 2.9 สำหรับกราฟ 𝐵3 ดังภาพท่ี 2.3  
พิจารณาฟังก์ชัน 𝑓, 𝑔 และ ℎ ท่ีส่งสมาชิกจาก 𝑉(𝐵3) ไปยัง 𝑉(𝐵3) ดังต่อไปนี้ 
(1) กำหนดฟังก์ชัน 𝑓: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3)  

ดังนี้ 𝑓(𝑎1) = 𝑎1, 𝑓(𝑎2) = 𝑎2, 𝑓(𝑎3) = 𝑎3, 𝑓(𝑏1) = 𝑏1, 𝑓(𝑏2) = 𝑏3, 𝑓(𝑏3) = 𝑏2  
แสดงดังภาพท่ี 2.4   
 
 
 

 
 
 
 
 
 

ภาพที่ 2.4  ฟังก์ชัน 𝑓: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3) 

เราสามารถตรวจสอบได้ว่าแต่ละ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐵3) ถ้า 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐵3) แล้ว 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐵3) 
ดังต่อไปนี้ 

• 𝑎1𝑎2 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑓(𝑎1)𝑓(𝑎2) = 𝑎1𝑎2 ∈ 𝐸(𝐵3) 
• 𝑎1𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑓(𝑎1)𝑓(𝑎3) = 𝑎1𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3) 
• 𝑎2𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑓(𝑎2)𝑓(𝑎3) = 𝑎2𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3) 
• 𝑎1𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑓(𝑎1)𝑓(𝑏1) = 𝑎1𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3) 
• 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑓(𝑏1)𝑓(𝑏2) = 𝑏1𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3)  
• 𝑏1𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑓(𝑏1)𝑓(𝑏3) = 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3)  
• 𝑏2𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑓(𝑏2)𝑓(𝑏3) = 𝑏3𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3)  

ดังนั้น 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵3) 

(2) กำหนดฟังก์ชัน 𝑔: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3)  
ดังนี้ 𝑔(𝑎1) = 𝑏3, 𝑔(𝑎2) = 𝑏1, 𝑔(𝑎3) = 𝑏2, 𝑔(𝑏1) = 𝑏1, 𝑔(𝑏2) = 𝑏3, 𝑔(𝑏3) = 𝑏2  
แสดงดังภาพท่ี 2.5 

𝐵3 𝐵3 
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ภาพที่ 2.5  ฟังก์ชัน 𝑔: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3) 

เราสามารถตรวจสอบได้ว่าแต่ละ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐵3) ถ้า 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐵3) แล้ว 𝑔(𝑢)𝑔(𝑣) ∈ 𝐸(𝐵3) 
ดังต่อไปนี้ 

• 𝑎1𝑎2 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑔(𝑎1)𝑔(𝑎2) = 𝑏3𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3) 
• 𝑎1𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑔(𝑎1)𝑔(𝑎3) = 𝑏3𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3) 
• 𝑎2𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑔(𝑎2)𝑔(𝑎3) = 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3) 
• 𝑎1𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑔(𝑎1)𝑔(𝑏1) = 𝑏3𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3) 
• 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑔(𝑏1)𝑔(𝑏2) = 𝑏1𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3)  
• 𝑏1𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑔(𝑏1)𝑔(𝑏3) = 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3)  
• 𝑏2𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3) ⟹ 𝑔(𝑏2)𝑔(𝑏3) = 𝑏3𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3)  

ดังนั้น 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵3) 

(3) กำหนดฟังก์ชัน ℎ: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3)  
ดังนี้ ℎ(𝑎1) = 𝑎3, ℎ(𝑎2) = 𝑎1, ℎ(𝑎3) = 𝑎2, ℎ(𝑏1) = 𝑏1, ℎ(𝑏2) = 𝑏3, ℎ(𝑏3) = 𝑏2  
แสดงดังภาพท่ี 2.6   

 
 

ภาพที่ 2.6  ฟังก์ชัน ℎ: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3) 

จะเห ็นว ่ามี  𝑎1, 𝑏1 ∈ 𝑉(𝐵3) ที ่ซ ึ ่ ง  𝑎1𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3) แต่ ℎ(𝑎1)ℎ(𝑏1) = 𝑎3𝑏1 ∉ 𝐸(𝐵3) 
ดังนั้น ℎ ∉ 𝐸𝑛𝑑(𝐵3) 

บทนิยาม 2.10 กำหนดให้ฟังก์ชัน 𝑓: 𝐴 → 𝐵 และ 𝐶 เป็นเซตย่อยของ 𝐴 ฟังก์ชันจำกัดโดเมนของ 𝑓 บน 𝐶 
คือ ฟังก์ชัน 𝑓|𝐶: 𝐶 → 𝐵 นิยามโดย 𝑓|𝐶(𝑥) = 𝑓(𝑥) สำหรับทุก ๆ 𝑥 ∈ 𝐶 

𝐵3 𝐵3 

𝐵3 𝐵3 
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หมายเหตุ 2.11 สำหรับกราฟ 𝐺, 𝐻 และฟังก ์ช ัน  𝑓: 𝑉(𝐺) → 𝑉(𝐻) ถ้า 𝑓(𝑉(𝐺)) = 𝑆 สำหรับบาง 
𝑆 ⊆ 𝑉(𝐻) เพื่อความสะดวก เราจะเขียนแทนด้วย 𝑓(𝐺) = 𝑆 

สำหรับบทต้ังต่อไปนี้ จะใช้เป็นเครื่องมือในการนับจำนวนอันตรสัณฐานของกราฟยกน้ำหนัก 

บทต้ัง 2.12 [13] ถ้า 𝐾𝑛 เป็นคอมพลีทกราฟท่ีมี 𝑛 จุด แล้ว ฟังก์ชันอันตรสัณฐานบนคอมพลีทกราฟ 𝐾𝑛 จะ
เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งเสมอ 

บทต้ัง 2.13 [13] ถ้า 𝐾𝑛 เป็นคอมพลีทกราฟท่ีมี 𝑛 จุด แล้ว |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛)| = 𝑛! 

สำหรับบทนิยามต่าง ๆ ที่ไม่ได้ระบุไว้ในบทความนี้ หรือหากมีความสนใจที่จะศึกษาเพิ่มเติมในเรื่อง
ทฤษฎีกราฟ และสมบัติต่าง ๆ ของอันตรสัณฐานของกราฟ สามารถศึกษาเพิ่มเติมได้จากเอกสารของ นิรุตต์ิ 
พิพรรธนจินดา [13]  
 
การหาจำนวนอันตรสัณฐานของกราฟยกน้ำหนกั 

 เนื่องจาก 𝐵1 มีโครงสร้างสมสัณฐานกับ 𝐾2 (𝐵1 ≅ 𝐾2) ดังนั้นอันตรสัณฐานของ 𝐵1 จึงสมสัณฐาน
กับอันตรสัณฐานของ 𝐾2 (𝐸𝑛𝑑(𝐵1) ≅ 𝐸𝑛𝑑(𝐾2)) จากบทต้ัง 2.13 จะได้ว่า |𝐸𝑛𝑑(𝐵1)| = |𝐸𝑛𝑑(𝐾2)|  

= 2! = 2 ดังนั้นเราจะพิจารณาจำนวนอันตรสัณฐานของกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 สำหรับกรณีท่ี 𝑛 ≥ 2 เป็นต้นไป 

อันดับแรก เราจะพิจารณาสมบัติเบ้ืองต้นของสมาชิกใน 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) โดยเริ่มจากทฤษฎีบทของฟังก์ชัน
จำกัดโดเมนของกราฟ 𝐺 ใด ๆ ท่ีบรรจุสับกราฟท่ีเป็นคอมพลีทกราฟดังนี้ 

ทฤษฎีบท 3.1 สำหรับกราฟ 𝐺 ใด ๆ และ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) ถ้า 𝐾𝑛 เป็นสับกราฟของ 𝐺 แล้วฟังก์ชันจำกัด
โดเมน 𝑓|𝐾𝑛

 จะเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

บทพิสูจน์ จากบทนิยาม 2.10 จะได้ว่า 𝑓|𝐾𝑛
: 𝑉(𝐾𝑛) → 𝑉(𝐺) เป็นสาทิสสัญฐานจากสับกราฟ 𝐾𝑛 ของ 𝐺 

ไปยังกราฟ 𝐺  จาก 𝐾𝑛 เป็นคอมพลีทกราฟ ซึ่งบรรจุเส้น 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐾𝑛) สำหรับทุก ๆ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐾𝑛)  ดังนั้น 
𝑓|𝐾𝑛

 จึงเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง           

จาก 𝐵𝑛 เป็นกราฟที่ประกอบด้วยสับกราฟที่เป็นคอมพลีทกราฟอันดับ 𝑛 จำนวน 2 กราฟ คือ 𝐾𝑛 
และ 𝐾𝑛

′  จากทฤษฎีบท 3.1 จึงทำให้ได้ว่าอันตรสัณฐานบนกราฟ 𝐵𝑛 ท่ีจำกัดโดเมนบน 𝐾𝑛 และ 𝐾𝑛
′  จะมีการ

ส่งแบบหนึ่งต่อหนึ่ง จึงสามารถส่งได้ท้ังหมด 4 กรณี เมื่อกำหนดสัญลักษณ์ 𝑓|𝐾𝑛
(𝑉(𝐵𝑛)) = 𝑓(𝐾𝑛) 

บทตั้ง 3.3 ให้ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) จะได้ว่า 𝑓(𝐾𝑛) และ 𝑓(𝐾𝑛
′ ) เป็นเซตของจุดที่มีลักษณะการส่ง 4 รูปแบบ

ดังนี้ 
1. 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 และ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′  

2. 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛
′  และ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛 
3. 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 และ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛 
4. 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛

′  และ 𝑓(𝐾𝑛
′ ) = 𝐾𝑛

′  

บทพิสูจน์ เพราะว่า 𝐵𝑛 เป็นกราฟท่ีบรรจุคอมพลีทสับกราฟอันดับ 𝑛 จำนวน 2 กราฟ คือ 𝐾𝑛 และ 𝐾𝑛
′  จาก

ทฤษฎีบท 3.1 จะได้ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 หรือ 𝐾𝑛
′  และ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛 หรือ 𝐾𝑛
′  ดังนั้นจากหลักการนับเบื้องต้น 
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จะได้ 𝑓(𝐾𝑛) และ 𝑓(𝐾𝑛
′ ) เป็นเซตของจุดที่มีลักษณะการส่ง 4 รูปแบบ ประกอบด้วย (1) 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 , 

𝑓(𝐾𝑛
′ ) = 𝐾𝑛

′  (2) 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛
′  , 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛 (3) 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛  , 𝑓(𝐾𝑛
′ ) = 𝐾𝑛 และ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛

′  ,  
𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′              

อันดับต่อไป เราจะใช้ผลจากบทต้ัง 3.3 มาช่วยกำหนดสัญลักษณ์การส่งของฟังก์ชันอันตรสัณฐานบน
กราฟ 𝐵𝑛 ดังนี้ 

สัญกรณ์ 3.4 สำหรับ 𝑛-กราฟยกน้ำหนักใด ๆ ท่ี 𝑛 ≥ 2 จะกำหนดเซตของอันตรสัณฐานบนกราฟยกน้ำหนัก 
ดังต่อไปนี้ 

1. 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) = {𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ∣ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 ∧ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′ } 

2. 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ∣ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛

′  ∧ 𝑓(𝐾𝑛
′ ) = 𝐾𝑛} 

3. 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ∣ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 ∧ 𝑓(𝐾𝑛
′ ) = 𝐾𝑛} 

4. 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) = {𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ∣ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛
′  ∧ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′ } 

จากสัญกรณ์ 3.4 จะได้ว่าแต่ละเซตย่อยทั้ง 4 กรณีไม่มีสมาชิกซ้ำกันเลย และ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) สามารถ
เขียนเป็นยูเนียนของเซตเหล่านี้ได้เป็น 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) = 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) ∪

𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) ซึ่งนำไปสู่ทฤษฎีบทด้านจำนวนของอันตรสัณฐานโมนอยด์บนกราฟ 𝐵𝑛 ดังต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.5 สำหรับ 𝑛-กราฟยกน้ำหนักใด ๆ ท่ี 𝑛 ≥ 2 จะได้  

|𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛)| = |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ )| + |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛)| + |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛)| + |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ )| 

ต่อไปจะเป็นการพิจารณาจำนวนสมาชิกของแต่ละเซตย่อยท่ีปรากฏในทฤษฎีบท 3.5 

บทต้ัง 3.6 สำหรับ 𝑛-กราฟยกน้ำหนักใด ๆ ท่ี 𝑛 ≥ 2 จะได้  
1. ถ้า 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) แล้ว 𝑓(𝑎1) = 𝑎1 และ 𝑓(𝑏1) = 𝑏1 
2. ถ้า 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓(𝑎1) = 𝑏1 และ 𝑓(𝑏1) = 𝑎1 

บทพิสูจน์ (1) สมมติ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ )  จะได้ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 และ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′  จาก 𝑎1𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵𝑛) 

โดยนิยามของอันตรสัณฐาน จะได้ว่า 𝑓(𝑎1)𝑓(𝑏1) ∈ 𝐸(𝐵𝑛) เพราะว่า 𝐵𝑛 เป็นกราฟที่บรรจุเส้นเชื ่อม
ระหว่าง 𝐾𝑛 และ 𝐾𝑛

′  เพียงเส้นเดียว คือ 𝑎1𝑏1 ดังนั้น 𝑓(𝑎1) ∈ 𝑉(𝐾𝑛) และ 𝑓(𝑏1) ∈ 𝑉(𝐾𝑛
′ ) ซึ่งเป็นจุด

ปลายของสะพาน นั่นคือ 𝑓(𝑎1) = 𝑎1 และ 𝑓(𝑏1) = 𝑏1 

   (2) สำหรับกรณีท่ี 2 สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกันกับกรณีท่ี 1     

บทต้ัง 3.7 สำหรับ 𝑛-กราฟยกน้ำหนักใด ๆ ท่ี 𝑛 ≥ 2 จะได้  

|𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ )| = |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛)| = (𝑛 − 1)!2 

บทพิสูจน์ แบ่งพิสูจน์เป็น 2 กรณี ดังนี้ 
   (1) สำหรับเซต 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) ให้ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) จากบทตั้ง 3.6(1) จะได้ว่า 𝑓(𝑎1) = 𝑎1 

และ 𝑓(𝑏1) = 𝑏1 และจากทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่า 𝑓(𝐾𝑛) และ 𝑓(𝐾𝑛
′ ) จะต้องเป็นการส่งแบบหนึ่งต่อหนึ่ง  

นั่นคือ 𝑓(𝑎1) = 𝑎1 และ 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑎𝑗 เมื่อ 𝑎𝑖 , 𝑎𝑗 ∈ {𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛} ซึ่งเป็นการส่งแบบหนึ่งต่อหนึ่ง  ดังนั้น 
|{𝑓 | 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛}| = (𝑛 − 1)! โดยท่ี 𝑓(𝑎1) = 𝑎1 และ 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑎𝑗 เมื ่อ 𝑎𝑖 , 𝑎𝑗 ∈ {𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛} 
ทำนองเดียวกัน จะได้ 𝑓(𝑏1) = 𝑏1 และ 𝑓(𝑏𝑖) = 𝑏𝑗 เมื่อ 𝑏𝑖 , 𝑏𝑗 ∈ {𝑏2, 𝑏3, … , 𝑏𝑛} ซึ่งเป็นการส่งแบบหนึ่งต่อ
หนึ่ง นั่นคือ |{𝑓 | 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′ }| = (𝑛 − 1)! ด้วย ดังนั้นจากหลักการนับเบื้องต้นโดยหลักการคูณ จึงได้ว่า  
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|𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ )| =  (𝑛 − 1)! × (𝑛 − 1)! = (𝑛 − 1)!2 

   (2) สำหรับกรณีของเซต 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกันกับกรณีท่ี 1   

บทต้ัง 3.8 สำหรับ 𝑛-กราฟยกน้ำหนักใด ๆ ท่ี 𝑛 ≥ 2 จะได้ 
1. ถ้า 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓(𝑎1) = 𝑎𝑖 และ 𝑓(𝑏1) = 𝑎𝑗 เมื่อ 𝑖 ≠ 𝑗 
2. ถ้า 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) แล้ว 𝑓(𝑎1) = 𝑏𝑖 และ 𝑓(𝑏1) = 𝑏𝑗  เมื่อ 𝑖 ≠ 𝑗 

บทพิสูจน์ (1) สำหรับ 𝑛-กราฟยกน้ำหนักใด ๆ  ท่ี 𝑛 ≥ 2 และ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) จะได้ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 และ 
𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛  น ั ่นค ือ 𝑓(𝑎1), 𝑓(𝑏1) ∈ 𝑉(𝐾𝑛) จาก 𝑎1𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵𝑛) จะได ้ว ่า 𝑓(𝑎1)𝑓(𝑏1) ∈ 𝐸(𝐾𝑛) 
จากสมบัติของคอมพลีทกราฟ 𝐾𝑛 ที่มีเส้นเชื ่อมระหว่างจุดทุกคู่ที ่แตกต่างกัน ดังนั้น  𝑓(𝑎1) และ 𝑓(𝑏1) 
จะต้องเป็นจุดท่ีแตกต่างกัน นั่นคือ 𝑓(𝑎1) ≠ 𝑓(𝑏1) หรือ 𝑓(𝑎1) = 𝑎𝑖 และ 𝑓(𝑏1) = 𝑎𝑗 เมื่อ 𝑖 ≠ 𝑗 

   (2) สำหรับกรณีท่ี 2 สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกันกับกรณีท่ี 1     

บทต้ัง 3.9 สำหรับ 𝑛-กราฟยกน้ำหนักใด ๆ ท่ี 𝑛 ≥ 2 จะได้  

|𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛)| = |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ )| = (𝑛 − 1)(𝑛 − 1)! 𝑛! 

บทพิสูจน์ แบ่งพิสูจน์เป็น 2 กรณี ดังนี้ 
(1) สำหรับเซต 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) ให้ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) จากบทตั้ง 3.8(1) จะได้ว่า 𝑓(𝑎1) = 𝑎𝑖 

และ 𝑓(𝑏1) = 𝑎𝑗 โดยที่ 𝑖 ≠ 𝑗 ซึ่งจากทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่า 𝑓(𝐾𝑛) และ 𝑓(𝐾𝑛
′ ) จะต้องเป็นการส่งแบบ

หนึ่งต่อหนึ่งไปยังจุดยอดใน 𝐾𝑛 นั่นคือ 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑎𝑗 เมื่อ 𝑎𝑖 , 𝑎𝑗 ∈ {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛} ซึ่งเป็นการส่งแบบหนึ่งต่อ
หนึ่ง ดังนั้น |{𝑓 | 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛}| = 𝑛! ทำนองเดียวกัน จะพบว่า 𝑓(𝑏𝑖) = 𝑎𝑗 เมื่อ 𝑏𝑖 ∈ {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛} 

และ 𝑎𝑗 ∈ {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛} เป็นการส่งแบบหนึ ่งต ่อหนึ ่ง  ที ่ซ ึ ่ง 𝑓(𝑎1) ≠ 𝑓(𝑏1) นั ่นคือ |{𝑓 | 𝑓(𝐾𝑛
′

) = 𝐾𝑛}| = (𝑛 − 1)(𝑛 − 1)! ดังนั้น จากหลักการนับเบื้องต้นโดยหลักการคูณ จึงได้ว่า  
|𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛)| = (𝑛 − 1)(𝑛 − 1)! 𝑛! 

(2) สำหรับกรณีของเซต 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกันกับกรณีท่ี 1   

จากบทต้ัง 3.7 และ 3.9 จะได้ทฤษฎีบทของจำนวนอันตรสัณฐานบนกราฟยกน้ำหนักดังนี้ 

ทฤษฎีบท 3.10 สำหรับ 𝑛-กราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 จะได้ |𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛)| = 2(𝑛 − 1)! 2[1 + 𝑛(𝑛 − 1)] 

บทพิสูจน์ จะแสดงการพิสูจน์โดยแบ่งเป็น 2 กรณี ตามจำนวน 𝑛 ดังนี้ 
กรณีที ่𝑛 = 1:  จากท่ีเราทราบว่า |𝐸𝑛𝑑(𝐵1)| = |𝐸𝑛𝑑(𝐾2)| = 2 ซึ่งมีค่าสอดคล้องตามทฤษฎีบท 
กรณีที ่𝑛 ≥ 2:  จากทฤษฎีบท 3.5 และบทต้ัง 3.7, 3.9 จะได้ว่า  

|𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛)| =  |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ )| + |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛)| + |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛)| + |𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ )| 
=  [(𝑛 − 1)!2] + [(𝑛 − 1)!2] + [(𝑛 − 1)(𝑛 − 1)! 𝑛!] 
      +[(𝑛 − 1)(𝑛 − 1)! 𝑛!] 
=  2[(𝑛 − 1)!2] + 2[(𝑛 − 1)(𝑛 − 1)! 𝑛!] 
=  2(𝑛 − 1)! [(𝑛 − 1)! + (𝑛 − 1)𝑛!]   
=  2(𝑛 − 1)! [(𝑛 − 1)! + (𝑛 − 1)(𝑛)(𝑛 − 1)!]   
=  2(𝑛 − 1)! (𝑛 − 1)! [1 + (𝑛 − 1)(𝑛)]   
=  2(𝑛 − 1)!2 [1 + 𝑛(𝑛 − 1)]   

เพราะฉะนั้น |𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛)| = 2(𝑛 − 1)!2 [1 + 𝑛(𝑛 − 1)]      
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สรุปผล 

สำหรับบทความวิจัยนี้ได้แสดงวิธีการหาจำนวนสมาชิกของอันตรสัณฐานโมนอยด์บนกราฟยกน้ำหนัก 
โดยมีเครื่องมือจากการเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งของคอมพลีทกราฟ 𝐾𝑛 ซึ่งได้ว่าสำหรับกราฟ 𝐺 ใด ๆ กับ
ฟังก์ชันอันตรสัณฐาน 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) ถ้า 𝐾𝑛 ⊆ 𝐺 แล้ว 𝑓|𝐾𝑛

 จะเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ซึ ่งเป็นรากฐาน
สำคัญในการช่วยแบ่งสมาชิกของอันตรสัณฐานโมนอยด์ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ออกเป็น 4 คลาส จากนั้นจึงทำการนับ
จำนวนสมาชิกของแต่ละคลาส เพื่อนำมาเป็นทฤษฎีบทในการหาจำนวนสมาชิกของอันตรสัณฐานโมนอยด์บน
กราฟยกน้ำหนัก จึงได้ผลลัพธ์ดังนี้  

|𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛)| =  2(𝑛 − 1)!2 [1 + 𝑛(𝑛 − 1)]   
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