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บทคัดย่อ 

ในบทความวิจัยนี้ เราพิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ (4n–1)x+67y = z2  มีเพียงผลเฉลยเดียวคือ (n, x, y, z) = 
(1,1,0,2)  เมื ่อ x, y, z เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ n เป็นจำนวนเต็มบวก โดยที่ 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะ โดยการ
ประยุกต์ใช้ข้อคาดการณ์ของคาตาลันในการพิสูจน์ 

 

คำสำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์ ผลเฉลยจำนวนเต็ม ข้อคาดการณ์ของคาตาลัน  
 

Abstract 

In this research article, we prove that the Diophantine equation (4n– 1)x+67y = z2 has only one 
solution is (n, x, y, z) = (1,1,0,2) when x, y, z are non-negative integers and n is a positive integer such that 
4n–1 is prime by applying Catalan's conjecture in the proof.  
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บทนำ  

สมการไดโอแฟนไทน์เป็นสมการที่นักคณิตศาสตร์ให้ความสนใจมาอย่างยาวนาน ในปี ค.ศ.1637 
Pierre de Fermat นักคณิตศาสตร์ชาวฝรั่งเศสได้นำเสนอสมการไดโอแฟนไทน์เลขชี้กำลัง xn+yn = zn  เมื่อ 
x, y, z, n เป็นจำนวนเต็มบวก จะเห็นว่าสำหรับ n = 1,2  สมการนี้จะมีจำนวนของผลเฉลยเป็นอนันต์ และใน
กรณีที่ n = 2 จะได้สมการไดโอแฟนไทน์อยู่ในรูป x2+y2 = z2  ถ้า x และ y เป็นความยาวของด้านประกอบ
มุมฉาก และ z  เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก จะเรียกสมบัติตามสมการนี้ว่าทฤษฎีบทพีทาโกรัส 
(Pythagoras’s theorem) แต่ในกรณีที่ n > 2  Fermat ได้พบว่าสมการ xn+yn = zn  ไม่มีผลเฉลยที่เป็น
จำนวนเต็มบวก   ซึ่งเรียกว่าข้อความคาดการณ์ของแฟร์มา (Fermat's conjecture)  หรือ  ทฤษฎีบทสุดท้าย
ของแฟร์มา (Fermat's Last Theorem) โดยเป็นปัญหาที่นักคณิตศาสตร์พยายามหาคำตอบมามากกว่าสาม
ร้อยปี จนกระทั่งในปี ค.ศ.1995 Andrew John Wiles [1] นักคณิตศาสตร์ชาวอังกฤษสามารถพิสูจน์ได้ว่า  
ข้อคาดการณ์ของแฟร์มาเป็นจริง  ต่อมาในปี ค.ศ. 1999 Bruin [2]  ได้ศึกษาและหาผลเฉลยของสมการไดโอ-
แฟนไทน์เลขชี้กำลัง xp+yq = zr  เมื่อ (p,q,r) {(2,4,6), (2,6,4), (4,6,2), (2,8,3)} และ x, y, z เป็นจำนวนเต็ม 
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โดยท่ี x, y, z เป็นจำนวนเฉพาะสัมพัทธ์ ซึ่ง xyz  0   ในปี ค.ศ. 2007 Acu [3] ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟน
ไทน์ 2x+5y = z2 มีผลเฉลยเพียงสองผลเฉลยเท่านั้น คือ (3,0,3) และ (2,1,3) เมือ่  x, y, z เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่
เป็นลบ ต่อมาในปี 2011 Suvarnamani และคณะ [4] ได้แสดงว่าสมการ 4x+7y = z2 และ 4x+11y = z2 ไม่มี
คำตอบท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ  ในปี ค.ศ. 2012 Sroysang [5]  ได้แสดงว่าสมการ 8x+19y = z2  มีเพียง
ผลเฉลยเดียวคือ (1,0,3) เมื่อ x, y, z เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  ต่อมาในปี ค.ศ. 2014 Sroysang [6] ได้
พิสูจน์ว่าสมการ 5x+63y = z2 มีเพียงผลเฉลยเดียวคือ (0,1,8) เมื่อ x, y, z เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ในปี 
ค.ศ. 2017 Jayakumar และ Shankaralidoss [7] ได้พิสูจน์ว่าสมการ 47x+2y = z2 มีผลเฉลยเดียวคือ (0,3,3) 
เมื่อ x, y, z เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ  ในปี ค.ศ. 2019 นนธิยาและคณะ [8] ได้พบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 
8x+61y = z2 และ 8x+67y = z2 มีผลเฉลยเดียวเหมือนกันคือ (1,0,3)  ในปี ค.ศ. 2021      สุทธิวัฒน์ และ
คณะ [9]  ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 7x–5y = z2  มีผลเฉลยเดียวคือ (0,0,0) เมื่อ x, y, z เป็นจำนวน
เต็มท่ีไม่เป็นลบ ต่อมาในปี ค.ศ. 2024 Thongnak และคณะ [10] ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 5x–3y = z2  
มีผลเฉลยทั้งหมดคือ (0,0,0), (1,0,2) และ (2,2,4)  เมื่อ x, y, z เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ในปี ค.ศ. 2025 
Viriyapong [11] ได้พิสูจน์ว่าผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 63x+323y = z2  มีเพียง (1,0,8) และ (0,1,18)  
เมื่อ x, y, z เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ  ในปี ค.ศ. 2025 นภัสกร และคณะ [12]  ได้ศึกษาสมการไดโอแฟน-
ไทน ์ เลขช ี ้กำล ัง  (4n–1)x+63y = z2  โดยพบว ่าผลเฉลยทั ้ งหมดที ่ เป ็นจำนวนเต ็มท ี ่ ไม ่ เป ็นลบคือ 

(n,x,y,z){(1,1,0,2),(1,4,1,12),(8,2,1,32)}{(n,0,1,8)}
+ 

+ 
 
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mm  เมื่อ n และ m เป็น

จำนวนเต็มบวก และ x, y, z เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ โดยท่ี 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะ  ล่าสุดในปี ค.ศ.2026  
ณัฏฐ์วัฒน์ และสุธน [13] ได้หาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 3x+pyqz = u2 เมื่อ x,y,z และ u เป็นจำนวน
เต็มท่ีไม่เป็นลบ และ p,q เป็นจำนวนเฉพาะโดยท่ี p  5 (mod 12)  และ  q  5 (mod 12) 

บทความวิจัยนี้ ผู้เขียนได้แรงจูงใจมาจากการศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ (4n–1)x+63y = z2  ของ 
นภัสกร และคณะ โดยพบว่าการเปลี่ยนจาก 63 เป็นจำนวนเฉพาะ 67 จะทำให้ได้รูปแบบและผลเฉลยของ
สมการไดโอแฟนไทน์ที ่แตกต่างกันอย่างสิ้นเชิง  ดังนั้นผู้เขียนจึงมุ่งเน้นในการศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์  
(4n–1)x+67y = z2  เมื่อ x, y, z เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ n เป็นจำนวนเต็มบวก โดยที่ 4n–1 เป็น
จำนวนเฉพาะ  ภายใต้เงื ่อนไขนี้ ผู ้วิจัยพิสูจน์ได้ว่าสมการดังกล่าวมีเพียงผลเฉลยเดียวคือ (n, x, y, z) = 
(1,1,0,2)   ในการพิสูจน์ ผู้เขียนอาศัยการพิจารณาแยกกรณีย่อย และประยุกต์ใช้ข้อคาดการณ์ของกาตาลัน 
(Catalan’s conjecture)  เพื่อแสดงความถูกต้องของผลลัพธ์ 
 
วิธีการดำเนินการวิจัย  

การหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ในบทความวิจัยนี้  จะทำการแบ่งกรณีย่อยให้ครบทุกกรณี 
และนำข้อคาดการณ์ของกาตาลัน (Catalan’s conjecture) หรือทฤษฎีบทของมิไฮเลสคู (Mihăilescu's 
theorem) เพื่อใช้ในการพิสูจน์ รวมถึงอาศัยทฤษฎีบทและบทต้ังต่อไปนี้เพื่อใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลัก 
 
ทฤษฎีบท 1 [14] (ข้อคาดการณ์ของกาตาลัน) สมการไดโอแฟนไทน์เลขช้ีกำลัง ax–by = 1  เมื่อ  a, b, x และ 
y เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ โดยท่ี min{a,b,x,y} > 1 มีเพียงผลเฉลยเดียวคือ (a,b,x,y) = (3,2,2,3)  
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ทฤษฎีบท 2 [12, บทต้ัง 4] ถ้า x และ y เป็นจำนวนเต็ม โดยท่ี (-1)x+(-1)y  0 (mod 4) แล้ว x เป็นจำนวน
เต็มคู่ และ y เป็นจำนวนเต็มค่ี หรือ x เป็นจำนวนเต็มค่ี และ y เป็นจำนวนเต็มคู่ เพียงอย่างใดอย่างหนึ่ง 
 
บทตั้ง 3 ให้ x, y, z เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ n เป็นจำนวนเต็มบวก  สำหรับสมการไดโอแฟนไทน์  
(4n–1)x+67y = z2  ย่อมได้ว่า x เป็นจำนวนเต็มคู่ และ y เป็นจำนวนเต็มคี่ หรือ x เป็นจำนวนเต็มคี่ และ y 
เป็นจำนวนเต็มคู่ เพียงอย่างใดอย่างหนึ่ง  
การพิสูจน์  จาก (4n–1)x และ 67y เป็นจำนวนเต็มค่ี  ดังนั้น z2 = (4n–1)x+67y  เป็นจำนวนเต็มคู่ จะได้ z 
เป็นจำนวนเต็มคู่ และเป็นผลให้ z2  0 (mod 4)  ดังนั้น   

       (4n–1)x+67y  0 (mod 4)        (1) 
จาก  4n–1  -1  (mod 4)  จะได้     (4n–1)x  (-1)x  (mod 4)           (2) 
และจะเห็นว่า 67  -1  (mod 4)  จะได้ว่า         67y  (-1)y  (mod 4)          (3) 
จาก (2) และ (3)  จะได้                     (4n–1)x+67y  (-1)x+(-1)y  (mod 4)       (4) 
จาก (1) และ (4) จะได้ (-1)x+ (-1)y  0  (mod 4)   โดยทฤษฎีบท 2 จะได้ว่า x เป็นจำนวนเต็มคู่ และ y 
เป็นจำนวนเต็มค่ี  หรือ  x เป็นจำนวนเต็มค่ี และ y เป็นจำนวนเต็มคู่ เพียงอย่างใดอย่างหนึ่ง                   
 
บทต้ัง 4  3 หาร 2(67m)+1 ลงตัว สำหรับทุก m + {0}  
การพิสูจน์  กำหนดให้ m + {0} 
จาก 67  1 (mod 3)  จะได้   2(67m)+1  2(1m)+1  (mod 3)  นั่นคือ 2(67m)+1  3 (mod 3)   
แต่ 3  0 (mod 3)  จึงได้ว่า 2(67m)+1  0 (mod 3)  ดังนั้น 3 หาร 2(67m)+1 ลงตัว                       
 
บทต้ัง 5  สมการไดโอแฟนไทน์  z2– (4n–1)x = 1 ไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ เมื่อ n, x และ z 
เป็นจำนวนเต็ม โดยท่ี n  1, x > 1 และ z  0  
การพิสูจน์  กำหนดให้ n, x และ z เป็นจำนวนเต็ม โดยท่ี n  1, x > 1 และ z  0  เห็นชัดว่า 4n – 1  > 1    
สมมติให้ z = 0  จะได้ 02– (4n–1)x = 1 เขียนรูปใหม่ได้เป็น  (4n–1)x = -1  ซึ ่งไม่มีค่า x ที่สอดคล้องกับ
สมการ  ต่อไปสมมติให้ z = 1 จะได้ 12– (4n–1)x = 1 เขียนรูปใหม ่(4n–1)x = 0  จะได้ 4n–1 = 0  ทำใหเ้กิด
ข้อขัดแย้ง  ดังนั้น z > 1 เป็นผลให้ min{z,4n–1,2,x} >1  โดยทฤษฎีบท 1  จะได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ z2– 
(4n–1)x = 1  มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเมื่อ (z,4n–1,2,x) = (3,2,2,3)  จะได้ 4n–1 = 2  นั่นคือ 

n = 3
4

 ซึ่งไม่เป็นจำนวนเต็ม เพราะฉะนั้นสมการไดโอแฟนไทน์ z2– (4n–1)x = 1 จึงไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวน

เต็มท่ีไม่เป็นลบ                 
 
บทต้ัง 6  ให้ c เป็นจำนวนเต็มบวก  ถ้า c  เป็นจำนวนตรรกยะ แล้ว c  เป็นจำนวนเต็มบวก 

การพิสูจน์  ให้ c  เป็นจำนวนตรรกยะ  ดังนั้น c  = a

b
 โดยท่ี a และ b เป็นจำนวนเต็มบวก ซึ่ง a

b
 เป็น

เศษส่วนอย่างต่ำ (กล่าวคือ ห.ร.ม. ของ a และ b เท่ากับ 1)  จะได้ว่า c =
2

2

a

b
 จะได้  a2 = b2c  นั่นคือ b2  
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หาร a2 ลงตัว   จาก b  หาร b2  ลงตัว เป็นผลให้ b  หาร a2  ลงตัว และจาก ห.ร.ม. ของ a และ b เท่ากับ 1  

จึงได้ว่า b  หาร a  ลงตัว  ดังนั้น c  = a

b
 เป็นจำนวนเต็มบวก                                                   

 
บทตั ้ง 7  ถ้า k เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ p เป็นจำนวนเฉพาะ  ซึ ่ง p > 3 แล้ว +1 kp เป็น
จำนวนอตรรกยะ  
การพิสูจน์  กำหนดให้ k เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ และ p เป็นจำนวนเฉพาะ  โดยท่ี p > 3    ถ้า k = 0 จะ
ได้ + 01 p = 2  เป็นจำนวนอตรรกยะ  สมมติให้  k > 0 และ +1 kp = r เป็นจำนวนตรรกยะ โดย   
บทตั ้ง 6  จะได้  r  เป็นจำนวนเต็มบวก ดังนั ้น 1+pk = r2  จัดรูปใหม่ได้เป็น pk = r2–1 = (r–1)(r+1)   
เนื่องจาก p เป็นจำนวนเฉพาะ และ r–1 < r+1   จึงได้ว่า  r–1 = pm  และ  r+1 = pq   เมื่อ m,q เป็นจำนวน
เต็มท่ีไม่เป็นลบ ซึ่ง m < q และ k = m+q จะได้ (r+1) – (r–1) = pq–pm เป็นผลให้ 2 = pm(pq–m–1) 

ถ้า m = 0 จะได้ pq–1 = p0(pq–0 –1) = 2  ดังนั้น pq = 3 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก p > 3     
ถ้า m > 0 จะได้ว่า pm  p  จึงทำให้ 2 = pm(pq–m –1) > p > 3  ทำให้เกิดข้อขัดแย้ง  

เพราะฉะนั้น +1 kp เป็นจำนวนอตรรกยะ                                                                          
 
บทตั้ง 8  ถ้า k เป็นจำนวนเต็มบวก และ p เป็นจำนวนเฉพาะ โดยที่ p > 2  แล้ว + kp p  เป็นจำนวน    
อตรรกยะ  
การพิสูจน์  ให้ k เป็นจำนวนเต็มบวก และ p เป็นจำนวนเฉพาะ โดยที่ p > 2  สมมติให้ + kp p เป็น

จำนวนตรรกยะ  โดยบทตั้ง 6 จะได้ว่า + kp p = a  เป็นจำนวนเต็มบวก  ดังนั้น p+pk = a2   จาก k  1  
เห็นได้ชัดว่า p หาร p+pk ลงตัว  เพราะฉะนั้น p หาร a2 ลงตัว  เนื่องจาก p เป็นจำนวนเฉพาะ จึงได้ว่า p 
หาร a ลงตัว  ให้ a = ps สำหรับบางจำนวนเต็มบวก s  ดังนั้น  p2s2  =  (ps)2 =  p+pk  เป็นผลให้  

s2 = +
2

kp p

p  
= 

−+ 11 kp

p
   เมื่อ s2 เป็นจำนวนเต็ม 

ถ้า k = 1  จะได้ 
−+ 11 kp

p
 =  

+ 01 p

p
 = 

2

p
 ไม่เป็นจำนวนเต็ม เนื่องจาก p > 2   

ถ้า k  2  จะได้ pk–2  เป็นจำนวนเต็ม  ซึ่ง 1+pk–1  = p(pk–2 )+1   ดังนั้น p หาร 1+p k–1   ไม่ลงตัว   
ทำให้ได้ว่า s2 ไม่เป็นจำนวนเต็ม จึงเกิดข้อขัดแย้ง  เพราะฉะนั้น + kp p  เป็นจำนวนอตรรกยะ            
       
ผลการวิจัย 

กำหนดให้ n, x, y และ z  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ โดยที่ n  1 และ 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะ 
ต่อไปเราจะหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  

  (4n–1)x+67y = z2       (5) 
 
ทฤษฎีบท 9 สมการไดโอแฟนไทน์ (4n–1)x+67y = z2 มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลย
เดียวคือ (n, x, y, z) = (1,1,0,2)  
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การพิสูจน์ เราจะแยกพิจารณาเป็น 3 กรณี ได้แก่ x = 0, x = 1 และ x > 1 
กรณีท่ี 1  x = 0   
จาก (5)  จะได้  1+67y = z2             (6) 

กรณีย่อย 1.1 y = 0  จาก (6) จะได้ z2 = 2  ดังนั้น z ไม่เป็นจำนวนเต็ม   
 กรณีย่อย 1.2 y = 1  จาก (6) จะได้ z2 = 68  ดังนั้น z ไม่เป็นจำนวนเต็ม 

กรณีย่อย 1.3 y > 1  จาก (6) จะได้ z2–67y = 1          (7) 
 ถ้า z = 0  จาก (7) จะได้  67y = -1  ซึ่งไม่มีค่า y ท่ีสอดคล้องกับสมการ 
 ถ้า z = 1  จาก (7) จะได้  67y = 0  ซึ่งไม่มีค่า y ท่ีสอดคล้องกับสมการ 

ดังนั้น z > 1  จึงเป็นผลให้ min{z,67,2,y} > 1   โดยทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า  
(z,67,2,y) = (3,2,2,3)  ซึ่งเป็นไปไม่ได้  ดังนั้นสมการ (7) จึงไม่มีผลเฉลย 

กรณีท่ี 2  x = 1   
จาก (5)  จะได้  (4n–1)+67y = z2            (8) 
โดยบทต้ัง 3 จะได้ว่า y เป็นจำนวนเต็มคู่   ให้ y =2m สำหรับบาง m {0}+   ดังนั้นสามารถเขียนสมการ 
(8) ได้เป็น   4n–1 = z2–67y = z2–672m  =  (z–67m) (z+67m)  
เนื่องจาก 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะ และ z+67m > z–67m  จึงต้องได้ว่า  

     z+67m = 4n-1                (9) 
และ                       z–67m = 1                                     (10) 

นำสมการ (9) ลบด้วยสมการ (10) จะได้  2(67m) = 4n-2  และสามารถจัดรูปได้เป็น n  = +67 1

2

m

 

ดังนั้น 4n–1 = 4
+ 

− 
 

67 1
1

2

m

 = 2(67m)+1  โดยบทตั้ง 4  จะได้ว่า 3 หาร 4n–1 ลงตัว  เนื่องจาก 4n–1 

เป็นจำนวนเฉพาะ จึงได้ว่า 4n–1 = 3  ดังนั้น n = 1 ต่อไปนำสมการ (9) บวกด้วยสมการ (10) จะได้ 2z = 4n  
ดังนั้น z = 2n = 2(1) = 2  แทนค่าใน (8) จะได้  3+67y = 22 = 4 นั่นคือ 67y = 1  จึงได้ y = 0  เพราะฉะนัน้ 
(n, x, y, z) = (1,1,0,2) 
กรณีท่ี 3  x > 1   
แบ่งพิจารณาเป็น 3 กรณีย่อยดังต่อไปนี้ 

กรณีย่อย 3.1 y = 0   
 จาก (5) จะได้ (4n–1)x+670 = z2   นั่นคือ (4n–1)x+1 = z2  
 จัดรูปใหม่เป็น z2–(4n–1)x = 1  โดยบทตั้ง 5 จะได้ว่าสมการ z2–(4n–1)x = 1 ไม่มีผลเฉลย
ท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 
กรณีย่อย 3.2 y = 1   

  จาก (5)  จะได้   (4n–1)x+67 = z2                           (11) 
 โดยบทตั้ง 3 จะได้ว่า x เป็นจำนวนเต็มคู่   ให้ x = 2q สำหรับบางจำนวนเต็มบวก q  แทน
ค่าใน (11) จะได้  (4n–1)2q+67 =  z2   จัดรูปได้ใหม่   

67 = z2–(4n-1)2q = (z–(4n–1)q)( z+(4n–1)q) 
 เนื่องจาก 67 เป็นจำนวนเฉพาะ และ z+(4n–1)q > z–(4n–1)q   จึงต้องได้ว่า  

              z+(4n–1)q  = 67                          (12) 
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 และ            z–(4n–1)q  = 1                                    (13) 
 นำสมการ (12) ลบด้วยสมการ (13) จะได้  2(4n–1)q  = 66   นั่นคือ (4n–1)q  = 33     

 จะได้ว่า q = 1 และ 4n–1 = 33  ดังนั้น n  = 34

4
 = 17

2
 ซึ่งไม่เป็นจำนวนเต็ม 

เพราะฉะนั้นสมการ (4n–1)x+67 = z2  ไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 
กรณีย่อย 3.3 y > 1   
โดยบทตั้ง 3 จะได้ว่า x เป็นจำนวนเต็มคู่ และ y เป็นจำนวนเต็มคี่ หรือ x เป็นจำนวนเต็มคี่ และ y 
เป็นจำนวนเต็มคู่ เพียงอย่างใดอย่างหนึ่ง 
 กรณีท่ี 3.3.1  x เป็นจำนวนเต็มคู่ และ y เป็นจำนวนเต็มค่ี 
 ให้ x = 2q  สำหรับบางจำนวนเต็มบวก q  แทนค่าใน (5)  
 จะได้    (4n–1)2q+67y = z2   จัดรูปได้เป็น  

67y  =  z2–(4n-1)2q = (z–(4n–1)q)(z+(4n–1)q) 
เนื่องจาก y  3, 67 เป็นจำนวนเฉพาะ และ z–(4n–1)q < z+(4n–1)q  ย่อมได้ว่า 

z+(4n–1)q  = 67v                       (14) 
และ    z–(4n–1)q   = 67w                                (15) 
เมื่อ w,v +  โดยท่ี y = w+v และ w < v  นำสมการ (14) ลบด้วยสมการ (15)  จะได้  
2(4n–1)q = 67v–67w = 67w(67v–w –1) เนื่องจาก 67 หาร 67w(67v–w –1) ลงตัว  จึงได้ว่า 
67 หาร 2(4n–1)q ลงตัว แต่ ห.ร.ม. ของ 67 และ 2 เท่ากับ 1 เป็นผลให้ 67 หาร (4n–1)q 
ลงตัว  และเนื่องจาก 67 เป็นจำนวนเฉพาะ จะได้ 67 หาร 4n–1 ลงตัว เนื่องจาก 4n–1 เป็น
จำนวนเฉพาะ ซึ่ง 671 ดังนั้น 67 = 4n–1 นำไปแทนค่าใน (5) จะได้ 

    67x+67y = z2              (16) 
  สมมติให้ x < y  จาก (16)  จะได้ z2 = 67x(1+67y–x)   นั่นคือ  

     z = −+67 (1 67 )x y x = −+267 1 67
x

y x   ซึ่ง 267
x

 เป็นจำนวนเต็มบวก 
  โดยบทต้ัง 7 จะได้ว่า −+1 67 y x เป็นจำนวนอตรรกยะ เป็นผลให้      

z = −+267 1 67
x

y x  เป็นจำนวนอตรรกยะ ซึ่งขัดแย้งกับ z เป็นจำนวนเต็ม 
ต่อไปสมมติให้ y < x  จาก (16)  จะได้ z2 = 67y(67x–y +1)   นั่นคือ  

z = − +67 (67 1)y x y = − +267 67 1
y

x y                     (17)     
เนื่องจาก y เป็นจำนวนเต็มค่ี  ให้ y = 2t+1 สำหรับบางจำนวนเต็มบวก t  แทนค่าใน (17)  
จะได้  

       z = 
+

− +
2 1

267 67 1
t

x y  = 
+

− +
1

267 67 1
t x y  = −+67 67 1 67t x y  = − ++ 167 67 67t x y  

โดยบทต้ัง 8 จะได้ว่า − + +167 67x y  เป็นจำนวนอตรรกยะ เนื่องจาก 67t เป็นจำนวนตรรก
ยะ จึงได้ว่า z = − ++ 167 67 67t x y  เป็นจำนวนอตรรกยะ ซึ่งขัดแย้งกับ z เป็นจำนวนเต็ม 
เพราะฉะนั้น ในกรณีนี้สมการ (5) จึงไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 

 กรณีท่ี 3.3.2  x เป็นจำนวนเต็มค่ี และ y เป็นจำนวนเต็มคู่ 
 ให้ y = 2r  สำหรับบางจำนวนเต็มบวก r  แทนค่าใน (5)  
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 จะได้    (4n–1)x+672r = z2   จัดรูปได้เป็น  
(4n–1)x = z2–672r = (z–67r)(z+67r) 

เนื่องจาก x  3,  z–67r < z+67r  และ 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะ  เราจะได้ว่า  
 z+67r  = (4n–1)v              (18) 

และ               z–67r  = (4n–1)w                       (19) 
ซึ่ง w,v +  โดยท่ี w < v และ x = w+v   
นำสมการ (18) ลบด้วยสมการ (19) จะได้   

2(67r) = (4n–1)v–(4n–1)w = (4n–1)w[(4n–1)v–w –1] 
เนื ่องจาก 4n–1 หาร (4n–1)w[(4n–1)v–w –1] ลงตัว  จึงได้ว ่า 4n–1 หาร 2(67r) ลงตัว 
เนื่องจาก 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะที่มากกว่า 2  ดังนั้น ห.ร.ม. ของ 4n–1 และ 2 เท่ากับ 1 
เป็นผลให้ 4n–1 หาร 67r  ลงตัว  และเนื่องจาก 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะ จะได้ 4n–1 หาร 
67 ลงตัว  เนื่องจาก 67 เป็นจำนวนเฉพาะ ซึ่ง 4n–1  1 ทำให้ได้ว่า 4n–1 = 67  นำไป
แทนค่าใน (5) จะได้ 

    67x+67y = z2              (20) 
สมการ (20) เขียนรูปใหม่ได้เป็น 67y+67x = z2 ซึ่งสมมูลกับสมการ (16)  เมื่อ y เป็นจำนวน
เต็มคู่ และ x เป็นจำนวนเต็มค่ี  ดังนั้นโดยอาศัยการพิสูจน์ในกรณีท่ี 3.3.1 เราจะได้ว่า z เป็น
จำนวนอตรรกยะ  

เพราะฉะนั้น ในกรณีนี้สมการ (5) จึงไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ                           
 
บทแทรก 10 สมการไดโอแฟนไทน์ 3x+67y = z2  มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดยีว
คือ (x, y, z) = (1,0,2)  
การพิสูจน์ แทน n = 1 ใน (5)  และโดยทฤษฎีบท 9 จะได้ว่าสมการ 3x+67y = z2  มีผลเฉลยที่เป็นจำนวน
เต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวคือ (x, y, z) = (1,0,2)                                                              
 
บทแทรก 11  สมการไดโอแฟนไทน์ (4n–1)x+67y = z2  ไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ เมื่อ n, x, 
y และ z  เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ โดยท่ี n  2 และ 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะ  
การพิสูจน์ เป็นผลโดยตรงจากการพิสูจน์ทฤษฎีบท 9                                                                 
 
สรุปผลการวิจัยและวิจารณ์  

สมการไดโอแฟนไทน์ (4n–1)x+67y = z2  เมื่อ n, x, y และ z เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ซึ่ง n  1 
และ 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะ  สามารถเขียนเป็นสมการไดโอแฟนไทน์ได้หลายรูปแบบ เช่น n = 1,2,3,5,6,8  
สมการไดโอแฟนไทน์นี้จะอยู่ในรูป 3x+67y = z2, 7x+67y = z2, 11x+67y = z2, 19x+67y = z2, 23x+67y = z2 
และ 31x+67y = z2 เป็นต้น โดยบทแทรก 10 และ 11 สามารถสรุปได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 3x+67y = z2 มี
ผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวคือ (x, y, z) = (1,0,2)    สำหรับสมการไดโอแฟนไทน์     
7x+67y = z2, 11x+67y = z2, 19x+67y = z2, 23x+67y = z2 และ 31x+67y = z2 จะไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวน
เต็มท่ีไม่เป็นลบ 
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  สรุปผลการวิจัยได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ (4n–1)x+67y = z2 มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ
เพียงผลเฉลยเดียวคือ (n, x, y, z) = (1,1,0,2)  เมื่อ n, x, y และ z เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ โดยที่ n  1 
และ 4n–1 เป็นจำนวนเฉพาะ 
 สำหรับผู้ท่ีสนใจสามารถศึกษาและหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ (4n–1)x+py = z2  เมื่อ n, x, 
y, z เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ โดยท่ี n  1 และ 4n–1, p เป็นจำนวนเฉพาะ  ซึ่งในกรณีท่ี p = 63 ได้ศึกษา
ผลเฉลยแล้วตามเอกสารอ้างอิง [12]  และในบทความวิจัยนี้ผู้วิจัยได้ศึกษาและหาผลเฉลยในกรณีท่ี p = 67 
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