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บทคัดย่อ 

บทความวิจัยน้ีศึกษาสมบัติทางพีชคณิตและลักษณะเฉพาะของโมนอยด์ของอันตรสัณฐานบนกราฟถ่วงน้ำหนัก 𝐵𝑛  
ซึ่งประกอบด้วยกราฟบริบูรณ์ 𝐾𝑛 สองกราฟเชื่อมกันด้วยสะพาน ผลการศึกษาพบว่าโมนอยด์ของอันตรสัณฐาน 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) 
สามารถจำแนกตามลักษณะการส่งได้เป็น 4 คลาสหลัก ได้แก่ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛

′ ), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛) และ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′

, 𝐾𝑛
′ ) ภายใต้การดำเนินการประกอบฟังก์ชัน โครงสร้างน้ีมีสมาชิกเอกลักษณ์คือ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛

′ ) และมีสมาชิกศูนย์ทางขวาคือ 
𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛) และ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) นอกจากนี้ ผู้วิจัยได้พิสูจน์ว่า 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) เป็นโมนอยด์ปกติเสมอ และจะมีสมบัติการเป็น

ออร์โธดอกซ์ ก็ต่อเมื่อ 𝑛 ≤ 2  

คำสำคัญ: กราฟยกน้ำหนัก โมนอยด์ของอันตรสัณฐานบนกราฟ โมนอยด์ปกติ ออร์โธดอกซ์ 
 

Abstract 

This research investigates the algebraic properties and characterization of the endomorphism 
monoid of the barbell graph 𝐵𝑛, formed by two complete graphs 𝐾𝑛 joined by a bridge. We characterize 
the mapping properties of 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) into four distinct classes 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛

′ ), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛), and 

𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ), which constitute a monoid structure under the operation of function composition. Within this 
structure, 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛

′ ) acts as the identity element, while 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛 , 𝐾𝑛) and 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) serve as right zero 
elements. Furthermore, we establish that 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) is always a regular monoid and satisfies the orthodox 
monoid if and only if 𝑛 ≤ 2. 

Keywords: Barbell graph, Graph endomorphism monoid, Regular monoid, Orthodox 
 
บทนำ  

 ทฤษฎีกราฟเป็นสาขาหนึ่งของคณิตศาสตร์ที่มีบทความวิจัยอย่างกว้างขวาง เนื่องจากสามารถนำไป
ประยุกต์ใช้ในการจำลองโครงสร้างและเครือข่ายต่าง ๆ ในชีวิตจริงได้อย่างมีประสิทธิภาพ หนึ่งในหัวข้อสำคัญ
ท่ีได้รับความสนใจอย่างต่อเนื่องคือการศึกษาความเช่ือมโยงระหว่างทฤษฎีกราฟและทฤษฎีพีชคณิต โดยเฉพาะ
การพิจารณาสมบัติทางพีชคณิตของกลุ่มฟังก์ชันที่รักษาโครงสร้างของกราฟ เช่น อัตสัณฐาน และอันตร
สัณฐาน เป็นต้น สำหรับอันตรสัณฐานของกราฟคือฟังก์ชันจากเซตของจุดยอดไปสู่เซตของจุดยอดที่ร ักษา
ความสัมพันธ์ของเส้นเช่ือมเอาไว้ เมื่อพิจารณาเซตของอันตรสัณฐานท้ังหมดบนกราฟ 𝐺 ภายใต้การดำเนินการ
ประกอบฟังก์ชัน เซตดังกล่าวจะมีโครงสร้างทางพีชคณิตเป็นโมนอยด์ เรียกว่า โมนอยด์ของอันตรสัณฐาน 
เขียนแทนด้วย 𝐸𝑛𝑑(𝐺) ซึ่งการศึกษาสมบัติต่าง ๆ ของ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) เช่น การเป็นโมนอยด์ปกติ ความเป็น
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สมาชิกศูนย์ หรือการเป็นออร์โธดอกซ์ สามารถสะท้อนให้เห็นถึงโครงสร้างภายในของกราฟนั้น ๆ ได้อย่าง
ลึกซึ้ง 

นักคณิตศาสตร์จำนวนมากได้ศึกษาสมบัติของ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) บนกราฟประเภทต่าง ๆ โดยเฉพาะความ
เป็นปกติ และความเป็นออร์โธดอกซ์ของโมนอยด์บนกราฟท่ีมีลักษณะเฉพาะต่าง ๆ อาทิ กราฟวิถีและวัฏจักร 
[1] กราฟสองส่วน [2, 3] ส่วนเติมเต็มของกราฟวิถีและวัฏจักร [4, 5] รวมถึงกราฟปกติบางประเภท (กราฟท่ี
แต่ละจุดมีระดับขั้นเดียวกัน) [6, 7] สำหรับงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยมุ่งเน้นความสนใจไปที่กราฟยกน้ำหนักซึ่งเป็น
กราฟที่มีความน่าสนใจเชิงโครงสร้าง ประกอบด้วยกราฟบริบูรณ์จำนวนสองกราฟที่เชื่อมต่อกันด้วยสะพาน
โดยโครงสร้างนี้มักถูกนำไปใช้ในงานด้านทฤษฎีความน่าจะเป็นและกระบวนการสุ่มบนกราฟ ศึกษาสมบัติต่าง 
ๆ ของกราฟยกน้ำหนักเพิ่มเติมได้ที่ [8] การศึกษากราฟยกน้ำหนักในเชิงพีชคณิตของอันตรสัณฐานนั้นยังมี
การศึกษาน้อยมาก ในปี พ.ศ. 2568 บวรรัตน์ โสมศรี และ นิรุตต์ิ พิพรรธนจินดา [9] ได้ทำการศึกษาเกี่ยวกับ
การหาจำนวนสมาชิกในแต่ละคลาสของอันตรสัณฐานบนกราฟยกน้ำหนัก อย่างไรก็ตาม สมบัติเชิงโครงสร้าง
ในทางพีชคณิตท่ีลึกซึ้งกว่านั้น เช่น การจำแนกประเภทสมาชิกภายในโมนอยด์ การระบุสมาชิกนิจพล รวมถึง
เงื่อนไขที่ทำให้โมนอยด์ดังกล่าวมีสมบัติเป็นโมนอยด์ปกติหรือออร์โธดอกซ์ ยังเป็นประเด็นที่ต้องได้รับการ
พิสูจน์ให้ชัดเจน ดังนั้น บทความวิจัยฉบับนี้จึงมีวัตถุประสงค์เพื่อวิเคราะห์สมบัติทางพีชคณิตเหล่านี้ เพื่อสร้าง
ความเข้าใจที่สมบูรณ์เกี่ยวกับโครงสร้างของโมนอยด์ของอันตรสัณฐานบนกราฟยกน้ำหนัก และเพื่อเป็น
รากฐานในการต่อยอดไปสู่การศึกษากราฟท่ีมีความซับซ้อนมากยิ่งขึ้นในอนาคต 
 

ความรู้พื้นฐาน  

 ในงานวิจัยนี้ เราจะพิจารณากราฟเชิงเดียว (สำหรับนิยามพื้นฐานของทฤษฎีกราฟ ดูรายละเอียด
เพิ่มเติมใน [10]) ซึ่งเป็นกราฟที่ไม่บรรจุวงวน (เส้นที่เชื่อมกับตัวมันเอง) และไม่มีเส้นเชื่อมขนาน (เส้นเชื่อม
ระหว่าง 2 จุดใด ๆ ท่ีมากกว่า 1 เส้น) กำหนดให้ กราฟ 𝐺 คือคู่อันดับ (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) โดยท่ี 𝑉(𝐺) เป็นเซต
จำกัดท่ีไม่เป็นเซตว่างเรียกว่าเซตของจุด และ 𝐸(𝐺) เรียกว่าเซตของเส้น ซึ่งแต่ละเส้นประกอบด้วยเซตย่อยท่ี
มีสองสมาชิกที ่แตกต่างกันใน 𝑉(𝐺) กล่าวคือ 𝑒 = {𝑢, 𝑣} สำหรับบางสมาชิก 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) เพื่อความ
สะดวก เราจะเขียนเส้นเชื่อม 𝑢𝑣 แทน {𝑢, 𝑣} เรียกกราฟ 𝐺 ว่าเป็น กราฟบริบูรณ์ หรือ กราฟบริบูรณ์ที่มี
อันดับ 𝑛 เมื ่อ 𝐺 คือกราฟที่มีจำนวนจุด 𝑛 จุด ซึ ่งจุดทุกคู่มีเส้นเชื่อมถึงกัน ใช้สัญลักษณ์ 𝐾𝑛 แทนกราฟ
บริบูรณ์ที่มีอันดับ 𝑛 จะเรียกกราฟ 𝐺 ว่าเป็น กราฟยกน้ำหนัก หรือ 𝑛-กราฟยกน้ำหนัก ถ้า 𝐺 คือกราฟท่ี
ประกอบด้วยกราฟบริบูรณ์ท่ีมีอันดับ 𝑛 จำนวนสองกราฟ ซึ่งเช่ือมกันด้วยเส้นเพียง 1 เส้น (เรียกว่า สะพาน) 
ใช้สัญลักษณ์ 𝐵𝑛 แทนกราฟยกน้ำหนักที่มีจุดรวม 2𝑛 จุด กำหนดให้ 𝑉(𝐵𝑛) = 𝑉(𝐾𝑛) ∪ 𝑉(𝐾𝑛

′ ) เมื่อ 𝐾𝑛 
และ Kn

′  เป็นกราฟบริบ ูรณ์ที ่ม ีอ ันดับ 𝑛 โดยมีเซตของจุดยอดคือ 𝑉(𝐾𝑛) = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛}, 𝑉(𝐾𝑛
′

) = {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛} และเซตของเส้นคือ 𝐸(𝐵𝑛) = 𝐸(𝐾𝑛) ∪ 𝐸(𝐾𝑛
′ ) ∪ {𝑎1𝑏1} ลักษณะแผนภาพของ

กราฟ 𝐵𝑛 เมื ่อ 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} แสดงดังภาพที่ 2.1 จากแผนภาพจะพบว่ากราฟ 𝐵1 จะเป็นกราฟ 𝐾2 
และกราฟ 𝐵2 จะเป็นกราฟ 𝑃3 (กราฟท่ีมีลักษณะเป็นเส้นทางยาว 3 เส้น)  
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ภาพที่ 2.1  กราฟ 𝐵𝑛 เมื่อ 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} 

 
สำหรับกราฟ 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) และ 𝑓 เป็นฟังก์ชันท่ีส่งสมาชิกจาก 𝑉(𝐺) ไปยัง 𝑉(𝐺) เดิม 

หรือ 𝑓: 𝑉(𝐺) → 𝑉(𝐺) ที ่มีสมบัติว ่าสำหรับแต่ละ  𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) ถ้า 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) แล้ว 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈

𝐸(𝐺) ซึ่งเรียกว่าสมบัติคงสภาพการมีเส้นเชื่อม ว่าเป็น อันตรสัณฐานบนกราฟ 𝐺 ใช้สัญลักษณ์ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) 
แทนเซตของฟังก์ชันอันตรสัณฐานท้ังหมดบนกราฟ 𝐺  

ตัวอย่าง 2.1 [9] สำหรับกราฟ 𝐵3 ดังภาพท่ี 2.2  
พิจารณาฟังก์ชัน 𝑓 และ 𝑔 ท่ีส่งสมาชิกจาก 𝑉(𝐵3) ไปยัง 𝑉(𝐵3) ดังต่อไปนี้ 
(1) กำหนดฟังก์ชัน 𝑓: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3)  

ดังนี้ 𝑓(𝑎1) = 𝑎1, 𝑓(𝑎2) = 𝑎2, 𝑓(𝑎3) = 𝑎3, 𝑓(𝑏1) = 𝑏1, 𝑓(𝑏2) = 𝑏3, 𝑓(𝑏3) = 𝑏2  
แสดงดังภาพท่ี 2.2   
 
 
 

 
 
 
 
 
 

ภาพที่ 2.2  ฟังก์ชัน 𝑓: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3) 

เราสามารถตรวจสอบได้ว่าแต่ละ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐵3) ถ้า 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐵3) แล้ว 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐵3) 
ดังต่อไปนี้ 
 𝑎1𝑎2 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑓(𝑎1)𝑓(𝑎2)  = 𝑎1𝑎2 ∈ 𝐸(𝐵3) 

𝐵3 𝐵3 
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 𝑎1𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑓(𝑎1)𝑓(𝑎3) = 𝑎1𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3) 
 𝑎2𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑓(𝑎2)𝑓(𝑎3) = 𝑎2𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3) 

 𝑎1𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑓(𝑎1)𝑓(𝑏1)  = 𝑎1𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3) 
 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑓(𝑏1)𝑓(𝑏2)   = 𝑏1𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3) 
 𝑏1𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑓(𝑏1)𝑓(𝑏3)   = 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3)  
 𝑏2𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑓(𝑏2)𝑓(𝑏3)  = 𝑏3𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3) 

ดังนั้น 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵3) 

(2) กำหนดฟังก์ชัน 𝑔: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3)  
ดังนี้ 𝑔(𝑎1) = 𝑏3, 𝑔(𝑎2) = 𝑏1, 𝑔(𝑎3) = 𝑏2, 𝑔(𝑏1) = 𝑏1, 𝑔(𝑏2) = 𝑏3, 𝑔(𝑏3) = 𝑏2  
แสดงดังภาพท่ี 2.3 

 
 

ภาพที่ 2.3  ฟังก์ชัน 𝑔: 𝑉(𝐵3) → 𝑉(𝐵3) 

เราสามารถตรวจสอบได้ว่าแต่ละ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐵3) ถ้า 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐵3) แล้ว 𝑔(𝑢)𝑔(𝑣) ∈ 𝐸(𝐵3) 
ดังต่อไปนี้ 

 𝑎1𝑎2 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑔(𝑎1)𝑔(𝑎2)  = 𝑏3𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3) 
 𝑎1𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑔(𝑎1)𝑔(𝑎3)  = 𝑏3𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3) 
 𝑎2𝑎3 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑔(𝑎2)𝑔(𝑎3) = 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3) 
 𝑎1𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑔(𝑎1)𝑔(𝑏1) = 𝑏3𝑏1 ∈ 𝐸(𝐵3) 
 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑔(𝑏1)𝑔(𝑏2) = 𝑏1𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3) 
 𝑏1𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑔(𝑏1)𝑔(𝑏3) = 𝑏1𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3) 
 𝑏2𝑏3 ∈ 𝐸(𝐵3)  ⟹  𝑔(𝑏2)𝑔(𝑏3) = 𝑏3𝑏2 ∈ 𝐸(𝐵3) 

ดังนั้น 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵3) 

ลำดับต่อไปจะให้บทนิยามของโมนอยด์ โมนอยด์ปกติ ออร์โธดอกซ์ และกล่าวถึงความเชื่อมโยง
ระหว่างอันตรสัณฐานบนกราฟกับการเป็นโมนอยด์ ให ้𝑀 ≠ ∅  โมนอยด์ (𝑀,∗) หมายถึงเซต 𝑀 พร้อมด้วย
การดำเน ินการทวิภาค ∗ บน 𝑀 ซ ึ ่งม ีสมบัติการเปลี ่ยนกลุ ่มและการม ีสมาชิกเอกลักษณ์ น ั ่นคือ 
(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) และจะม ีสมาช ิก 1 ∈ 𝑀 ซ ึ ่ ง  𝑎 ∗ 1 = 𝑎 = 1 ∗ 𝑎 สำหร ับท ุก ๆ สมาชิก 
𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀 เพื่อความสะดวก ต่อไปจะเขียน 𝑎𝑏 แทน 𝑎 ∗ 𝑏 สำหรับโมนอยด์ 𝑀 ใด ๆ จะเรียกว่าเป็นกรุป 
ถ้าทุกสมาชิก 𝑎 ในโมนอยด์ 𝑀 มีสมาชิกผกผัน 𝑎−1 ∈ 𝑀  ที ่ทำให้ 𝑎𝑎−1 = 1 = 𝑎−1𝑎 ถ้า 𝑀 บรรจุ
สมาชิก 0 ท่ีทำให้ 0𝑎 = 0 (𝑎0 = 0) สำหรับทุก 𝑎 ∈ 𝑀 แล้วจะเรียก 0 ว่าเป็นสมาชิกศูนย์ทางซ้าย (ขวา) 
ของ 𝑀 สำหรับ 0 ∈ 𝑀 ท่ีเป็นทั้งสมาชิกศูนย์ทางซ้าย และ ศูนย์ทางขวา แล้วจะเรียก 0 ว่าสมาชิกศูนย์ของ 
𝑀 ให้ 𝑎 ∈ 𝑀 จะเรียก 𝑎 ว่าเป็นสมาชิกปกติ ถ้ามี 𝑏 ∈ 𝑀 ที่ทำให 𝑎𝑏𝑎 = 𝑎 และจะเรียกโมนอยด์ 𝑀 ว่า
เป็นโมนอยด์ปกติ ถ้าทุกสมาชิกในโมนอยด์ 𝑀 เป็นสมาชิกปกติ สำหรับสมาชิก 𝑒 ∈ 𝑀 จะเรียกว่าเป็นสมาชิก

𝐵3 𝐵3 
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นิจพล ถ้า 𝑒2 = 𝑒𝑒 = 𝑒 สำหรับโมนอยด์ปกติ 𝑀 จะเรียกว่า ออร์โธดอกซ์ ถ้า 𝑎𝑏 เป็นสมาชิกนิจพลสำหรับ
ทุกสมาชิกนิจพล 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 นั่นคือ (𝑎𝑏)2 = 𝑎𝑏 เมื่อ 𝑎2 = 𝑎 และ 𝑏2 = 𝑏 

ให้ 𝐺 เป็นกราฟ แล้วจะได้ว่า 𝐸𝑛𝑑(𝐺) เป็นโมนอยด์ภายใต้การดำเนินการประกอบฟังก์ชัน เรียกว่า
โมนอยด์ของอันตรสัณฐานบนกราฟ 𝐺 นั่นคือสำหรับแต่ละสมาชิก 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) และ 𝑢 ∈ 𝑉(𝐺) ถ้า 
𝑓 ∘ 𝑔(𝑢) = 𝑔(𝑓(𝑢)) จะได้ (1) 𝑓 ∘ 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) (2) (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ ℎ = 𝑓 ∘ (𝑔 ∘ ℎ) และ (3) จะมี 1𝑖𝑑 ∈

𝐸𝑛𝑑(𝐺) เป็นฟังก์ชันเอกลักษณ์ท่ีซึ ่ง 𝑓 ∘ 1𝑖𝑑 = 𝑓 = 1𝑖𝑑 ∘ 𝑓 ให้  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) จะเขียน 𝑓𝑔 แทน 
𝑓 ∘ 𝑔  

สำหรับเนื ้อหาต่อไปนี้จะเป็นบทตั้งและสัญกรณ์ที่ได้จากเอกสาร [8] ซึ่งจะใช้เป็นเครื่องมือใน
การศึกษาสมบัติทางพีชคณิตของโมนอยด์ของอันตรสัณฐานบนกราฟยกน้ำหนัก 

บทตั้ง 2.1 [9] สำหรับกราฟ 𝐺 ใด ๆ และ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) ถ้า 𝐾𝑛 เป็นกราฟย่อยแบบบริบูรณ์ของ 𝐺 แล้ว
ฟังก์ชันจำกัดโดเมน 𝑓|𝐾𝑛

 จะเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ถ้า 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐺) เพื่อความสะดวก กำหนดสัญลักษณ์ 𝑓|𝐾𝑛
(𝑉(𝐵𝑛)) = 𝑓(𝐾𝑛) 

สัญกรณ์ 2.2 [8] สำหรับ 𝑛-กราฟยกน้ำหนักใด ๆ ท่ี 𝑛 ≥ 2 จะกำหนดเซตของอันตรสัณฐานบนกราฟยก
น้ำหนัก ดังต่อไปนี้ 

1. 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) = {𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ∣ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 ∧ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′ } 

2. 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ∣ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛

′  ∧ 𝑓(𝐾𝑛
′ ) = 𝐾𝑛} 

3. 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ∣ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 ∧ 𝑓(𝐾𝑛
′ ) = 𝐾𝑛} 

4. 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) = {𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ∣ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛
′  ∧ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′ } 

โดยแต่ละเซตย่อยท้ัง 4 กรณีใน สัญกรณ์ 2.2 จะไม่มีสมาชิกซ้ำกันเลยท่ีซึ่ง 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) = 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

, 𝐾𝑛
′ ) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ )  

ลำดับต่อไปเป็นบทต้ังของการเป็นออร์โธดอกซ์ของโมนอยด์ของอันตรสัณฐานบนกราฟสองส่วน ซึ่ง 
อ้างอิงจากบทความของ [2] ซึ่งทำให้ทราบว่าโมนอยด์ 𝐸𝑛𝑑(𝐵2) เป็นออร์โธดอกซ์ 

บทตั้ง 2.3 [2] สำหรับกราฟ 𝐺 ที่เป็นกราฟสองส่วนใด ๆ จะได้ว่า 𝐸𝑛𝑑(𝐺) เป็นออร์โธดอกซ์ ก็ต่อเมื่อ 𝐺 
เป็นกราฟ 𝐾1, 𝐾2, 𝑃2, 𝑃3, 𝐶4 หรือ 𝐾1 ∪ 𝐾2 

สมบัติทางพีชคณิตของโมนอยด์ของอันตรสัณฐานบนกราฟยกนำ้หนัก 

จากสัญกรณ์ 2.2 ในหัวข้อท่ีผ่านมาเราพบว่าฟังก์ชันอันตรสัณฐานบนกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 2 
จะแบ่งออกเป็น 4 คลาสท่ีไม่มีสมาชิกร่วมกัน ได้แก่ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) และ 

𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) นั่นคือ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) = 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) 

การพิจารณาฟังก์ชันอันตรสัณฐานของกราฟยกน้ำหนักใน อันดับแรกจะเป็นการพิจารณาการดำเนินการ
ประกอบฟังก์ชันของกราฟยกน้ำหนักจากแต่ละ 4 คลาส ได้เป็น 16 กรณี จำนวน 4 บทต้ัง ดังต่อไปนี้ 

 
บทต้ัง 3.1 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 2 ให ้𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) จะได้ 
1. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) 
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2. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) 
3. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 
4. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 

พิสูจน์  ให้ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) จะได้ 𝑓(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 และ 𝑓(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′  

(1) ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) จะได้ 𝑔(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 และ 𝑔(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′   

นั่นคือ 𝑓𝑔(𝐾𝑛) = 𝑔(𝑓(𝐾𝑛)) = 𝑔(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛  
และ 𝑓𝑔(𝐾𝑛

′  ) = 𝑔(𝑓(𝐾𝑛
′  )) = 𝑔(𝐾𝑛

′  ) = 𝐾𝑛
′   

ดังนั้น 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) 

(2) ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) จะได้ 𝑔(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛

′  และ 𝑔(𝐾𝑛
′ ) = 𝐾𝑛  

นั่นคือ 𝑓𝑔(𝐾𝑛) = 𝑔(𝑓(𝐾𝑛)) = 𝑔(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛
′    

และ 𝑓𝑔(𝐾𝑛
′  ) = 𝑔(𝑓(𝐾𝑛

′  )) = 𝑔(𝐾𝑛
′  ) = 𝐾𝑛  

ดังนั้น 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) 

(3) ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) จะได้ 𝑔(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛 และ 𝑔(𝐾𝑛
′ ) = 𝐾𝑛  

นั่นคือ 𝑓𝑔(𝐾𝑛) = 𝑔(𝑓(𝐾𝑛)) = 𝑔(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛  
และ 𝑓𝑔(𝐾𝑛

′  ) = 𝑔(𝑓(𝐾𝑛
′  )) = 𝑔(𝐾𝑛

′  ) = 𝐾𝑛  
ดังนั้น 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 

(4) ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) จะได้ 𝑔(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛
′  และ 𝑔(𝐾𝑛

′ ) = 𝐾𝑛
′   

นั่นคือ 𝑓𝑔(𝐾𝑛) = 𝑔(𝑓(𝐾𝑛)) = 𝑔(𝐾𝑛) = 𝐾𝑛
′    

และ 𝑓𝑔(𝐾𝑛
′  ) = 𝑔(𝑓(𝐾𝑛

′  )) = 𝑔(𝐾𝑛
′  ) = 𝐾𝑛

′   
ดังนั้น 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ )        □ 

 สำหรับบทต้ัง 3.2 – 3.4 จะสามารถพิสูจน์ได้ทำนองเดียวกันกับบทต้ัง 3.1 ซึ่งมีผลดังต่อไปนี้ 

บทต้ัง 3.2 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 2 ให ้𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) จะได้ 

1. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) 
2. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) 

3. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 
4. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 

บทต้ัง 3.3 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 2 ให ้𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) จะได้ 
1. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 
2. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) 
3. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 
4. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 

บทต้ัง 3.4 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 2 ให ้𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) จะได้ 
1. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) 
2. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 
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3. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 
4. ถ้า 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) แล้ว 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 

จากบทต้ัง 3.1- 3.4 ให ้𝜇 เป็นเซตท่ีประกอบด้วยสมาชิกจำนวน 4 สมาชิก คือ 
(1) 𝜇 = {𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ )} ก ำ ห น ด บ ท น ิ ย า ม ข อ ง ตั ว

ดำเน ินการ ∗ บนเซต 𝜇 ดังนี้ ให้ 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝜇 แล้ว 𝐴 ∗ 𝐵 = 𝐶 ถ ้าแต่ละ 𝑓 ∈ 𝐴 และ 𝑔 ∈ 𝐵 แล้ว 
𝑓𝑔 ∈ 𝐶 จะเขียนตารางการดำเนินการของ (𝜇,∗) ได้ดังตารางท่ี 3.1 

ตารางที่ 3.1 ตารางการดำเนินการของ (𝜇,∗) 
∗ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 

𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 

𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 

𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) 
𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) 

ทฤษฎีบท 3.5 โมนอยด์ (𝜇,∗) เป็นโมนอยด์ท่ีบรรจุสมาชิกเอกลักษณ์คือ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) และสมาชิกศูนย์

ทางขวาคือ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) และ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) 

พิสูจน์ เห็นได้ชัดจากตารางที่ 3.1        □ 

 ลำดับต่อไป จะเป็นการพิจารณาสมบัติทางพีชคณิตของโมนอยด์ของอันตรสัณฐานบนกราฟยก
น้ำหนักกับการเป็นโมนอยด์ปกติ และออร์โธดอกซ์ 

ทฤษฎีบท 3.6 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 2 จะได้ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) เป็นโมนอยดป์กติ  

พิสูจน์  เนื่องจาก 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) = 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) โดย
ท่ีแต่ละเซตท่ีแตกต่างกันจะไม่มีสมาชิกร่วมกัน ดังนั้น จะแบ่งการพิสูจน์เป็น 4 กรณี  

กรณีที ่ 1 การเป็นสมาชิกปกติในคลาส 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) ให้ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) จะได้ว ่า 𝑓 เป็น
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนั้น 𝑓−1 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) จะได้ 𝑓 = 𝑓𝑓−1𝑓 นั่นคือ 𝑓 เป็นสมาชิกปกติ  

กรณีที่ 2 การเป็นสมาชิกปกติในคลาส 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกับกรณีท่ี 1  

กรณีที่ 3 การเป็นสมาชิกปกติในคลาส 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) ให ้𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) จากบทต้ัง 2.1 จะได้ 
𝑓|𝐾𝑛

 และ 𝑓|𝐾𝑛
′  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง จะได้ว่ามี 𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) โดยท่ี 𝑔(𝑎𝑖) = 𝑓−1(𝑎𝑖) สำหรับ

ทุก 𝑎𝑖 ∈ 𝑉(𝐾𝑛)  

จาก 𝑓(𝑎𝑖), 𝑓(𝑏𝑖) ∈ 𝑉(𝐾𝑛) จะได้ 𝑓𝑔𝑓(𝑎𝑖) = 𝑓 (𝑔(𝑓(𝑎𝑖))) = 𝑓 (𝑓−1(𝑓(𝑎𝑖))) = 𝑓(𝑎𝑖) 
และ 𝑓𝑔𝑓(𝑏𝑖) = 𝑓 (𝑔(𝑓(𝑏𝑖))) = 𝑓 (𝑓−1(𝑓(𝑏𝑖))) = 𝑓(𝑏𝑖) นั่นคือ 𝑓 เป็นสมาชิกปกติ  

กรณีที่ 4 การเป็นสมาชิกปกติในคลาส 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกับกรณีท่ี 3  

จากท้ัง 4 กรณีข้างต้นสามารถสรุปได้ว่า 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) เป็นโมนอยด์ปกติ    □ 

สำหรับการพิจารณาการเป็นออร์โธดอกซ์ของอันตรสัณฐานบนกราฟยกน้ำหนัก เนื่องจากกราฟ 𝐵1 

เป็นกราฟบริบูรณ์ 𝐾2 ดังนั้น 𝐸𝑛𝑑(𝐵1) = 𝐸𝑛𝑑(𝐾2) มีสมบัติเป็นกรุป และเนื่องจาก 𝐵2 = 𝑃3 นั่นคือ 
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𝐸𝑛𝑑(𝐵2) = 𝐸𝑛𝑑(𝑃3) ซึ่งจากบทตั้ง 2.3 ทำให้ได้ว่า 𝐸𝑛𝑑(𝐵2) จะเป็นออร์โธดอกซ์ ต่อไปจะพิจารณา
กราฟ 𝐵𝑛 ที่ 𝑛 ≥  3 อันดับแรกจะพิจารณาการเป็นสมาชิกนิจพลของกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 เมื ่อ 𝑛 ≥  3  
ของสมาช ิ กท ั ้ ง  4 คลาส โดยการแสดงว ่ า  𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) ไม่ ม ี สมาช ิ กน ิ จพล แต ่ อ ี ก  3 คลาส                 
𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) และ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) จะมีสมาชิกนิจพลอย่างน้อย 1 สมาชิก 

ทฤษฎีบท 3.7 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 3 ถ้า 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓 จะไม่เป็นสมาชิกนิจพล 

พิสูจน์  ให้ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) จากบทตั้ง 3.2(2) จะได้ว่า 𝑓𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) ≠ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛) ซึ่งทำ

ให้ได้ว่า 𝑓2 ≠ 𝑓 ดังนั้น 𝑓 จะไม่เป็นสมาชิกนิจพล       □ 

ทฤษฎีบท 3.8 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 3 ถ้า 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) แล้ว 𝑓 จะเป็นสมาชิกนิจพล ก็

ต่อเมื่อ 𝑓 เป็นฟังก์ชันเอกลักษณ์ 

พิสูจน์  ให้ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) ถ้า 𝑓 เป็นฟังก์ชันเอกลักษณ์ จะได้ว่า 𝑓2 = 𝑓 สมมุติให้ 𝑓 ไม่เป็นฟังก์ชัน

เอกลักษณ์ จะได้ว่าม ี𝑎𝑖 , 𝑎𝑗 ∈ 𝑉(𝐵𝑛) หรือ 𝑏𝑖 , 𝑏𝑗 ∈ 𝑉(𝐵𝑛) ท่ีซึ่ง 𝑓(𝑎𝑖)  =  𝑎𝑗 หรือ 𝑓(𝑏𝑖)  =  𝑏𝑗 สำหรับ
บาง 𝑖, 𝑗 ท่ี 𝑖 ≠ 𝑗 จากบทต้ัง 2.1 จะได้ 𝑓|𝐾𝑛

 และ 𝑓|𝐾𝑛
′  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  

ด ั ง น ั ้ น  𝑓(𝑎𝑖) =  𝑎𝑗 ≠ 𝑓(𝑎𝑗) ห ร ื อ  𝑓(𝑏𝑖) =  𝑏𝑗 ≠ 𝑓(𝑏𝑗)  จ ะ ไ ด้  𝑓2(𝑎𝑖) = 𝑓𝑓(𝑎𝑖) =

 𝑓(𝑓(𝑎𝑖)) = 𝑓(𝑎𝑗) ≠ 𝑎𝑗 = 𝑓(𝑎𝑖)  หร ือ  𝑓2(𝑏𝑖) = 𝑓𝑓(𝑏𝑖) =  𝑓(𝑓(𝑏𝑖)) = 𝑓(𝑏𝑗) ≠ 𝑏𝑗 = 𝑓(𝑏𝑖) 

ตามลำดับ เพราะฉะนั้น 𝑓2 ≠ 𝑓 นั่นคือ 𝑓 ไม่เป็นสมาชิกนิจพล      □ 

ทฤษฎีบท 3.9 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 3 ถ้า 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) แล้ว 𝑓 จะเป็นสมาชิกนิจพล ก็
ต่อเมื่อ 𝑓(𝑎𝑖) =  𝑎𝑖  สำหรับทุก 𝑎𝑖 ∈ 𝑉(𝐾𝑛)  

พิสูจน์  ให้ 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛)   
 สมมติให้ 𝑓(𝑎𝑖)  =  𝑎𝑗 สำหรับบาง 𝑖, 𝑗 ∈  {1,2, . . . , 𝑛} ท่ีซึ ่ง 𝑖 ≠ 𝑗 จากบทตั้ง 2.1 จะได้ 𝑓|𝐾𝑛

 
เป ็นฟ ังก ์ช ันหน ึ ่ งต ่อหน ึ ่ ง  ดังน ั ้น 𝑓(𝑎𝑖) =  𝑎𝑗 ≠ 𝑓(𝑎𝑗) จะได้ 𝑓2(𝑎𝑖) = 𝑓𝑓(𝑎𝑖) =  𝑓(𝑓(𝑎𝑖)) =

𝑓(𝑎𝑗) ≠ 𝑎𝑗 = 𝑓(𝑎𝑖) นั่นคือ 𝑓 ไม่เป็นสมาชิกนิจพล  
ให้ 𝑓(𝑎𝑖) =  𝑎𝑖  สำหรับทุก 𝑎𝑖 ∈ 𝑉(𝐾𝑛)  จะได้ว่า 𝑓2(𝑎𝑖) = 𝑓𝑓(𝑎𝑖) = 𝑓(𝑎𝑖) =  𝑎𝑖 ถ้า 𝑏𝑗 ∈

𝑉(𝐾𝑛
′ ) จาก  𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) จะได ้ว ่า 𝑓(𝑏𝑗) =  𝑎𝑖  สำหร ับบาง 𝑎𝑖 ∈ 𝑉(𝐾𝑛) น ั ่นค ือ 𝑓2(𝑏𝑗) =

𝑓𝑓(𝑏𝑗) = 𝑓(𝑎𝑖) =  𝑎𝑖 = 𝑓(𝑏𝑗) เพราะฉะนั้น 𝑓 เป็นสมาชิกนิจพล    □ 

ทฤษฎีบท 3.10 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 3 ถ้า 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) แล้ว 𝑓 จะเป็นสมาชิกนิจพล 
ก็ต่อเมื่อ 𝑓(𝑏𝑖) =  𝑏𝑖  สำหรับทุก 𝑏𝑖 ∈ 𝑉(𝐾𝑛

′ )  

พิสูจน์  สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกับทฤษฏีบท 3.9      □ 

จากสมบัติของสมาชิกนิจพลของกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ตามทฤษฏีบท 3.7- 3.10 ทำให้ได้ว่าเซตของ
สมาชิกนิจพลของกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ไม่มีสมบัติปิด ดังต่อไปนี้  

ทฤษฎีบท 3.11 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 ท่ี 𝑛 ≥ 3 ถ้า 𝑓 และ 𝑔 เป็นสมาชิกนิจพลท่ีต่างคลาสกัน และไม่
เป็นฟังก์ชันเอกลักษณ์ แล้ว 𝑓𝑔 ไม่จำเป็นต้องเป็นสมาชิกนิจพล  

พิสูจน์  จะแสดงทฤษฎีบทนี้โดยการสร้างตัวอย่างค้าน ก่อนอื่นพิจารณาคลาสของสมาชิกนิจพลที่ไม่เป็น
ฟังก์ชันเอกลักษณ์ จากทฤษฏีบท 3.7 จะได้ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛) ไม่บรรจุสมาชิกนิจพล และ จากทฤษฏีบท 3.8 
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จะได้ว่าทุกสมาชิกนิจพลของ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛
′ ) เป็นฟังก์ชันเอกลักษณ์ ดังนั้น สมาชิกนิจพลที่ไม่เป็นฟังก์ชัน

เอกลักษณ์ใด ๆ จะต้องเป็นสมาชิกของเซต  𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) ∪ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) เท่านั้น จากสมบัติการเป็น
สมาชิกนิจพลในทฤษฎีบท 3.9 และ 3.10 เลือกสมาชิกนิจพลที่ต่างคลาสกัน  𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) และ 
𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) โดยท ี ่  𝑓(𝑎𝑖) = 𝑎𝑖 , 𝑓(𝑏1) = 𝑎2, 𝑓(𝑏2) = 𝑎3, … , 𝑓(𝑏𝑛−1) = 𝑎𝑛, 𝑓(𝑏𝑛) = 𝑎1 

และ 𝑔(𝑏𝑖) = 𝑏𝑖, 𝑔(𝑎1) = 𝑏2, 𝑔(𝑎2) = 𝑏3, … , 𝑔(𝑎𝑛−1) = 𝑏𝑛, 𝑔(𝑎𝑛) = 𝑏1  เมื ่อ 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} 
จะแสดงว่าท้ัง 𝑓𝑔 และ 𝑔𝑓 ต่างก็ไม่เป็นสมาชิกนิจพล  

กรณีที่ 1 จากบทตั้ง 3.3(4) จะได้ว่า 𝑓𝑔 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) จากทฤษฎีบท 3.10 ฟังก์ชัน 𝑓𝑔 เป็น
สมาชิกนิจพล เมื่อ 𝑓𝑔(𝑏𝑖) =  𝑏𝑖  สำหรับทุก 𝑏𝑖 ∈ 𝑉(𝐾𝑛

′ ) เนื่องจาก 𝑓𝑔(𝑏1) =  𝑔(𝑓(𝑏1)) = 𝑔(𝑎2) =

𝑏3 ≠ 𝑏1 (เพราะว่า 𝑛 ≥ 3) ดังนั้น 𝑓𝑔 ไม่เป็นสมาชิกนิจพล  

กรณีที่ 2 จากบทตั้ง 3.4(3) จะได้ว่า 𝑔𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) จากทฤษฎีบท 3.9 ฟังก์ชัน 𝑔𝑓 เป็น
สมาชิกนิจพล เมื่อ 𝑔𝑓(𝑎𝑖) =  𝑎𝑖  สำหรับทุก 𝑎 ∈ 𝑉(𝐾𝑛) เนื่องจาก 𝑔𝑓(𝑎1) =  𝑓(𝑔(𝑎1)) = 𝑓(𝑏2) =

𝑎3 ≠ 𝑎1 (เพราะว่า 𝑛 ≥ 3) ดังนั้น 𝑔𝑓 ไม่เป็นสมาชิกนิจพล      □ 

จากทฤษฏีบทข้างต้นสามารถสรุปได้ว่า 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) เมื่อ 𝑛 ≥ 3 ไม่มีสมบัติปิดของสมาชิกนิจพลจึง
สรุปเป็นทฤษฎีบทการเป็นออร์โธดอกซ์ของ 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ได้ดังนี้  

ทฤษฎีบท 3.12 สำหรับกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 จะได้ว่า 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) เป็นออร์โธดอกซ์ ก็ต่อเมื่อ 𝑛 ≤ 2 
 
สรุปและอภิปรายผล 

สำหรับบทความวิจัยนี้ได้แสดงว่าฟังก์ชันอันตรสัณฐานบนกราฟยกน้ำหนัก 𝐵𝑛 สามารถแบ่งออกได้
เป็นจำนวน 4 คลาส 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛), 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) และ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛

′ , 𝐾𝑛
′ ) จากนั้น พิจารณา

การประกอบของสมาชิกในแต่ละคลาส ส่งผลให้ได้ผลลัพธ์เป็นโมนอยด์ (𝜇,∗) ท่ีบรรจุสมาชิกเอกลักษณ์คือ 
𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛

′ ) และสมาชิกศูนย์ทางขวาคือ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛, 𝐾𝑛) และ 𝐸𝑛𝑑(𝐾𝑛
′ , 𝐾𝑛

′ ) จากนั้นได้นำสมาชิกแต่ละ
คลาสมาช่วยในการแสดงว่า 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) เป็นโมนอยด์ปกติ ยิ่งไปกว่านั้นเราได้แสดงทฤษฏีบทที่ช่วยในการ
พิจารณาการเป็นสมาชิกนิจพลใน 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) ของแต่ละคลาสและได้แสดงว่าเซตของสมาชิกนิจพลไม่มีสมบัติ
ปิด ซึ่งได้บทสรุปเป็นสมบัติทางพีชคณิตของโมนอยด์ของอันตรสัณฐานบนกราฟยกน้ำหนักดังต่อไปนี้  

(1) 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) เป็นโมนอยด์ปกติ  
(2) 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) เป็นออร์โธดอกซ์ ก็ต่อเมื่อ 𝑛 ≤ 2 
(3) 𝐸𝑛𝑑(𝐵𝑛) เป็นกรุป ก็ต่อเมื่อ 𝑛 = 1  
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  f g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ′ ,   K  n ​ ​ )


  f g ∈ E n d  (   K  n ′ ,   K  n ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )
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  g (   K  n ​ ) =   K  n ​


  g (   K  n ′ ) =   K  n ′


  f g  (   K  n ​ ) = g  ( f  (   K  n ​ ) ) = g (   K  n ​ ) =   K  n ​ ​


  f g  (   K  n ′ ​ ​   ​ ) = g  ( f  (   K  n ′ ​ ​   ​ ) ) = g (   K  n ′ ​ ​   ​ ) =   K  n ′ ​ ​


  f g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ′ ,   K  n ​ ​ )


  g (   K  n ​ ) =   K  n ′ ​


  g (   K  n ′ ) =   K  n


  f g  (   K  n ​ ) = g  ( f  (   K  n ​ ) ) = g (   K  n ​ ) =   K  n ′ ​   ​ ​


  f g  (   K  n ′ ​ ​   ​ ) = g  ( f  (   K  n ′ ​ ​   ​ ) ) = g (   K  n ′ ​ ​   ​ ) =   K  n ​ ​
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  f g  (   K  n ​ ) = g  ( f  (   K  n ​ ) ) = g (   K  n ​ ) =   K  n ​ ​


  f g  (   K  n ′ ​ ​   ​ ) = g  ( f  (   K  n ′ ​ ​   ​ ) ) = g (   K  n ′ ​ ​   ​ ) =   K  n ​ ​


  f g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ′ ,   K  n ′ ​ ​ )


  g (   K  n ​ ) =   K  n ′ ​


  g (   K  n ′ ) =   K  n ′


  f g  (   K  n ​ ) = g  ( f  (   K  n ​ ) ) = g (   K  n ​ ) =   K  n ′ ​   ​ ​


  f g  (   K  n ′ ​ ​   ​ ) = g  ( f  (   K  n ′ ​ ​   ​ ) ) = g (   K  n ′ ​ ​   ​ ) =   K  n ′ ​ ​


  f g ∈ E n d  (   K  n ′ ,   K  n ′ ​ )
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  f ∈ E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  f g ∈ E n d  (   K  n ′ ,   K  n ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ′ ,   K  n ​ ​ )


  f g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  f g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )
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  f g ∈ E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )
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  g ∈ E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )


  f g ∈ E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )
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  n ≥ 2


  f ∈ E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  f g ∈ E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ′ ,   K  n ​ ​ )


  f g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  f g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  g ∈ E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )


  f g ∈ E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )


  𝜇


  𝜇 = { E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ ) , E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ ) , E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ ) , E n d (   K  n ′ ​ ​ ,   K  n ′ ​ ​ ) }


  ∗


  𝜇


  A , B , C ∈ 𝜇


  A ∗ B = C


  f ∈ A


  g ∈ B


  f g ∈ C


  ( 𝜇 , ∗ )


  ( 𝜇 , ∗ )
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  E n d (   K  n ′ ​ ​ ,   K  n ′ ​ ​ )


  E n d (   K  n ′ ​ ​ ,   K  n ′ ​ ​ )


  E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  E n d (   K  n ′ ​ ​ ,   K  n ′ ​ ​ )


  ( 𝜇 , ∗ )


  E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  E n d (   K  n ′ ​ ​ ,   K  n ′ ​ ​ )


    B  n


  n ≥ 2


  E n d  (   B  n ​ )


  E n d (   B  n ​ ) = E n d (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ ) ∪ E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ ) ∪ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ ) ∪ E n d (   K  n ′ ​ ​ ,   K  n ′ ​ ​ )


  E n d (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  f ∈ E n d (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  f


    f  − 1 ∈ E n d (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  f = f   f  − 1 f
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  E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ )


  E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  f ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  f    ​ |    K  n


  f    ​ |    K  n ′


  g ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  g  (   a  i ) =   f  − 1  (   a  i )


    a  i ∈ V (   K  n )


  f  (   a  i ) , f  (   b  i ) ∈ V (   K  n )


  f g f  (   a  i ) = f  ( g  ( f  (   a  i ) ) ) = f  (   f  − 1  ( f  (   a  i ) ) ) = f  (   a  i )


  f g f  (   b  i ) = f  ( g  ( f  (   b  i ) ) ) = f  (   f  − 1  ( f  (   b  i ) ) ) = f  (   b  i )


  f


  E n d (   K  n ′ ​ ​ ,   K  n ′ ​ ​ )


  E n d  (   B  n ​ )


    B 1


    K 2  


  E n d  (   B 1 ​ ) = E n d (   K 2 )


    B 2 =   P 3 ​


  E n d  (   B 2 ​ ) = E n d (   P 3 )


  E n d  (   B 2 ​ )


    B  n


  n   ≥   3


    B  n


  n   ≥   3


  E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ )


  E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ ) , E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  E n d (   K  n ′ ​ ​ ,   K  n ′ ​ ​ )


    B  n


  n ≥ 3


  f ∈ E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ )


  f


  f ∈ E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ )


  f f ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ) ≠ E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ )


    f 2 ≠ f
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  n ≥ 3


  f ∈ E n d (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )
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  f ∈ E n d (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )
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    f 2 = f
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    a  i ,   a  j ∈   V ( B  n )


    b  i ,   b  j ∈   V ( B  n )


  f (   a  i )   =     a  j


  f (   b  i )   =     b  j


  i , j


  i ≠ j


  f    ​ |    K  n


  f    ​ |    K  n ′


  f  (   a  i ) =     a  j ≠ f (   a  j )


  f  (   b  i ) =     b  j ≠ f (   b  j )


    f 2  (   a  i ) = f f  (   a  i ) =   f  ( f  (   a  i ) ) = f  (   a  j ) ≠   a  j = f (   a  i )


    f 2 (   b  i ) = f f  (   b  i ) =   f  ( f  (   b  i ) ) = f  (   b  j ) ≠   b  j = f (   b  i )
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  n ≥ 3


  f ∈ E n d (   K  n ​ ,   K  n ​ )
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  f  (   a  i ) =     a  i


    a  i ∈ V (   K  n )


  f ∈ E n d (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  f (   a  i )   =     a  j


  i , j   ∈   { 1 , 2 , . . . , n }


  i ≠ j


  f    ​ |    K  n


  f  (   a  i ) =     a  j ≠ f  (   a  j )


    f 2  (   a  i ) = f f  (   a  i ) =   f  ( f  (   a  i ) ) = f  (   a  j ) ≠   a  j = f (   a  i )


  f


  f  (   a  i ) =     a  i


    a  i ∈ V (   K  n )


    f 2  (   a  i ) = f f  (   a  i ) = f (   a  i ) =     a  i


    b  j ∈ V (   K  n ′ )


  f ∈ E n d (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  f  (   b  j ) =     a  i
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  n ≥ 3


  f ∈ E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )
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  f  (   b  i ) =     b  i


    b  i ∈ V (   K  n ′ )
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  n ≥ 3
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  E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ )


  E n d (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ )


  E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ ) ∪ E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )


  f ∈ E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  g ∈ E n d (   K  n ′ ​ ,   K  n ′ ​ )


  f  (   a  i ) =   a  i ,   f  (   b 1 ) =   a 2 ,   f  (   b 2 ) =   a 3 , … ,   f  (   b  n − 1 ) =   a  n ,   f  (   b  n ) =   a 1  


  g  (   b  i ) =   b  i , g  (   a 1 ) =   b 2 ,   g  (   a 2 ) =   b 3 , … ,   g  (   a  n − 1 ) =   b  n ,   g  (   a  n ) =   b 1
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  f g


  g f
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  g f  (   a  i ) =     a  i


  a ∈ V (   K  n )


  g f  (   a 1 ) =   f  ( g  (   a 1 ) ) = f  (   b 2 ) =   a 3 ≠   a 1


  n ≥ 3


  g f


  E n d  (   B  n ​ )


  n ≥ 3


  E n d  (   B  n ​ )  
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  E n d  (   B  n ​ )


  n ≤ 2


    B  n


  E n d  (   K  n ​ ,   K  n ′ ​ ) ,   E n d  (   K  n ′ ​ ,   K  n ​ ) , E n d  (   K  n ​ ,   K  n ​ )


  E n d (   K  n ′ ​ ​ ,   K  n ′ ​ ​ )
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  E n d  (   B  n ​ )
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  E n d  (   B  n ​ )


  n ≤ 2
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