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บทคัดย่อ 
ในงานวิจัยน้ีผู้วิจัยด าเนินการส ารวจพฤติกรรมของระบบของการส่งแบบเชิงเส้นเป็นช่วงท่ีมีเงื่อนไขเริ่มต้นอยู่บนแกน x ทางลบ 

ซ่ึงพบว่าระบบของการส่งดังกล่าวมีจุดสมดุลเพียงจุดเดียว และมีผลเฉลยคาบของระบบของการส่งคือวง -5 ของการส่ง นอกจากน้ันยัง
พบแบบรูปของผลเฉลยของระบบของการส่งจ านวนหน่ึงประพจน์ และท าการพิสูจน์ว่าประพจน์ดังกล่าวเป็นจริงด้วยหลักอุปนัยเชิง
คณิตศาสตร์ผู้วิจัยสามารถแบ่งแยกพฤติกรรมของผลเฉลยได้ด้วยต าแหน่งของจุดท่ีเป็นเงื่อนไขเริ่มต้นบนแกน x ทางลบ และสามารถ
สรุปได้ว่าทุก ๆ ผลเฉลยท่ีมีเงื่อนไขเริ่มต้นบนแกน x ทางลบเป็นจุดสมดุลในท่ีสุดหรือเป็นคาบเฉพาะ 5 ในท่ีสุดอย่างใดอย่างหน่ึง 
 

ค าส าคัญ: จุดสมดุล  ผลเฉลยคาบ  การส่งแบบเชิงเส้นเป็นช่วง 
 

Abstract 
In this research, we investigated behaviors of a system of piecewise linear map with initial condition on the 

negative x− axis.  It was found that there was a unique equilibrium point and there were periodic solutions, in 
particular 5 - cycle, of the map.  Moreover, we also found a pattern of solutions in the system by a single inductive 
statement and proved that it was true by induction. We could classify the behavior of solutions by position of the 
initial condition point on negative x− axis.  We could also conclude that every solution with such initial condition 
was either eventually an equilibrium point or eventually periodic with prime period 5. 
 

Keywords: Equilibrium point, Periodic solution, Piecewise linear map 
 
1. บทน า  

สมการเชิงผลต่างเป็นเครื่องมือท่ีใช้ในการสร้าง
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์แบบไม่ต่อเน่ืองเช่นแบบจ าลอง
การแบ่งเซลล์ แบบจ าลองประชากรของแมลง การขยายพันธุ์
ของพืชในรอบปี และสมการเชิงผลต่างเชิงเส้น เป็นช่วงหรือ
การส่งแบบเชิงเส้นเป็นช่วง (piecewise linear map) เป็น
กรณีย่อยของการการส่งแบบเส้นโค้งปรับเรียบเป็นช่วง 
(piecewise smooth map) ท่ีใช้เป็นแบบจ าลอง ทางคณิตศาสตร์
แบบไม่ต่อเน่ืองเช่น วงจรแปลงสัญญาณเพื่อใช้ในวงจร
อิเล็กทรอนิกส์ (electronic converters) และวงจรท่ีออกแบบ

เพาเวอร์ซัพพลาย (switching circuits) [1, 2] ระบบกลศาสตร์  
[3, 4, 5]  

เน่ืองจากระบบสมการท่ีมีฟังก์ชันค่าสัมบูรณ์ในท่ีน้ี  
อาจเรียกได้ว่าสมการเชิงผลต่างเชิงเส้นเป็นช่วงเป็นระบบ
สมการท่ีมีฟังก์ชันท่ีไม่สามารถหาอนุพันธ์ได้ดัง น้ันจึงไม่
สามารถใช้ทฤษฎีบทต่าง ๆ เป็นเครื่องมือในการทดสอบความ
เสถียรของระบบสมการ เช่น การหาอนุพันธของชวาเซียน 
(Schwazian Derivative) หรือการหาจาโคเบียน ดังน้ันจึงต้อง
สร้างทฤษฎีบทใหม่หรือเทคนิควิธีการใหม่เพื่อตรวจสอบความ
เสถียรของระบบสมการเชิงผลต่างเชิงเส้นเป็นช่วง ท้ังน้ี 
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ในปี 1978 Lozi [6] ได้ศึกษาระบบสมการเชิงผลต่างเชิงเส้น
เป็นช่วงท่ีมีฟังก์ชันค่าสัมบูรณ์ได้แก่ 
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ต่อมาระบบสมการ (1) ถูกเรียกว่าการส่งของ Lozi (Lozi 
map) พฤติกรรมของผลเฉลยของระบบสมการ (1) ท่ีน่าสนใจ 
คือการเกิดปรากฏการณ์ตัวดึงดูดชนิดแปลก (strange attractor) 
หรือเกิดปรากฏการณ์อลวน (chaos) [7] นอกจากน้ันยังมีทีมวิจัย
ในบทความ [8] ได้ศึกษาระบบสมการท่ีมีฟังก์ชันค่าสัมบูรณ์ท้ัง
สองตัวแปร 
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เมื่อค่าพารามิเตอร์ , ,a b c และ d เป็นสมาชิกในเซตของ 

 1,0,1 จะเห็นว่าระบบสมการมีกรณีย่อยท้ังหมด 81 กรณี
ย่อย ด้วยวิธีการในบทความ [8] จะท าการแบ่งบริเวณ ระนาบ 
xy ออกเป็นส่วน ๆ และท าการศึกษาพฤติกรรมของสมการเป็น
ส่วน ๆ จากน้ันน าผลลัพธ์ของแต่ละส่วนมารวมกันเพื่อสรุป
เป็นพฤติกรรมโดยรวมของระบบสมการ จากบทความ [9] 
ต้องการวางนัยโดยท่ัวไปบางค่าพารามิเตอร์ของระบบสมการ 
(2) ซ่ึงต้องการจะศึกษาระบบสมการ 
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โดยท่ี b เป็นจ านวนเต็มบวก ในกรณี 3b   ท่ีมีเงื่อนไข
เริ่มต้นในจตุภาคท่ีหน่ึง ผู้แต่งได้แสดงถึงการมีอยู่จริงของจุด
สมดุลและคาบ 4 ของระบบสมการ และในบทความ [10] ได้
ศึกษาในกรณีย่อยของระบบสมการ (3) เมื่อค่าพารามิเตอร์ 

7b   ได้แก่ระบบสมการ 
  1 1( , ) : ,n n n nT x y x y    (4) 

โดยที่ 1
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ในบทความ [10] ได้ศึกษาผลเฉลยในกรณีท่ีเงื่อนไขเริ่มต้นอยู่
บนแกน y ทางลบ และจากบทความ [11, 12] ได้ศึกษาผล
เฉลยในกรณีท่ีเงื่อนไขเริ่มต้นอยู่บนแกน x ทางบวก โดยท้ัง
สามบทความได้แสดงว่าผลเฉลยของระบบสมการเป็นคาบ 5 
หรือจุดสมดุลในท่ีสุด ในบทความน้ีสนใจศึกษาพฤติกรรมของ
ผลเฉลยต่อจาก [10, 11] โดยเงื่อนไขเริ่มต้นอยู่บนแกน x ทาง
ลบ โดยจะแสดงถึงการเป็นคาบ 5 หรือจุดสมดุลในท่ีสุดด้วย
วิธีการในหัวข้อถัดไป 

 
 

2. วัสดุ อุปกรณ์และวิธีการวิจัย  

ก าหนดให้ล าดับ   
0

,n n n
x y




เป็นผลเฉลยของ

ระบบสมการเชิงผลต่าง (4) ผลเฉลยดังกล่าวเป็นคาบเฉพาะ p 
ในท่ีสุด (eventually periodic with prime period p) ถ้ามี
จ านวนเต็ม 0N   และ p เป็นจ านวนเต็มบวกที่น้อยท่ีสุดซ่ึง

ท าให้ผลเฉลย   
0

,n n n
x y
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
เป็นคาบ p น่ันคือ 

 , ( , )n p n p n nx y x y    ส าหรับทุก ๆ n N และวง-p 

(p-cycle) คือเซตของจุดท่ีเป็นผลเฉลยของระบบสมการและ
เป็นคาบ p โดยในบทความน้ีเราจะศึกษาวง-5 เราจะก าหนด
สัญลักษณ์ดังต่อไปแทน วง-5:  

           , , , , , , , , ,a b c d e f g h i j  โดยที่ 

           , , , , , , , , ,T a b c d T c d e f T i j a b    
จะเห็นได้ชัดว่าผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นคาบเฉพาะ 5 
ในท่ีสุด เมื่อล าดับของผลเฉลยกลายเป็นจุดใดจุดหน่ึงใน
สมาชิกในวง-5   

เราจะแสดงว่าผลเฉลยของระบบสมการเป็นวง-5 หรือ
จุดสมดุลในท่ีสุดเมื่อเงื่อนไขเริ่มต้นของระบบสมการเป็นจุดบน
แกน x ทางลบ ด้วยการส ารวจพฤติกรรมของผลเฉลยโดยแบ่ง
แกน x ทางลบออกเป็นส่วนย่อย ๆ แล้วพิจารณาว่าในแต่ละ
ส่วนย่อยระบบสมการมีพฤติกรรมเป็นคาบเฉพาะ 5 ในท่ีสุด
หรือเป็นจุดสมดุลในท่ีสุด โดยพิสูจน์ทางตรงด้วยการค านวณ
การวนซ้ าและสร้างประพจน์  P n ท่ีมีตัวแปรเป็นจ านวน
เต็ม n ท่ีสร้างจากแบบรูปของผลเฉลยจากการค านวณการวน
ซ้ าและท าการพิสูจน์ว่าประพจน์  P n เป็นจริงด้วยหลัก
อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์  
  

3. ผลการวิจัยและอภิปรายผลการวิจัย  
ในหัวข้อน้ีจะศึกษาระบบของการส่ง (4) ท่ีมีเงื่อนไข

เริ่มต้นบนแกน x ทางลบและจากบทความ [10, 11] ระบบ
สมการ (4) มีจุดสมดุลเพียงหน่ึงเดียวได้แก่ (-1, 5) และมีวง-5 

อยู่สองวงได้แก่  5.1P และ 5.2P โดยท่ีวง ท้ังสองวงนิยาม
ดังต่อไปน้ี 

           5.1 5, 7 , 5, 11 , 9, 5 , 7,5 , 5,3P        

และ    5.2 15 / 7, 57 / 7 , 23 / 7, 5P     

     9 / 7, 5 / 7 , 5,11/ 7 , 25 / 7, 39 / 7     
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เราจะท าการแบ่งแกน x ทางลบ ออกเป็นส่วนย่อย ๆ 

ดังต่อไปน้ี  7, 1  ,  1, 1/ 2  ,  1/ 2, 1/ 4  , 

 1/ 4,0 ,  15 / 2, 7  , 

 , 19 / 2  , 17 / 2, 15 / 2  , 35 / 4, 17 / 2  , 

71/ 8, 35 / 4  , 

 19 / 2, 71/ 8   ต่อไปจะหาผลเฉลยในแต่ละช่วงย่อย ๆ 
ด้านบนตามล าดับดังต่อไปน้ี ให้เงื่อนไขเริ่มต้น  0 0,x y เป็น
จุดบนแกน x ทางลบดังนั้น 0 0x  และ 0 0y  และได้ว่า
การวนซ้ ารอบแรกคือ 
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กรณี 1 เงื่อนไขเริ่มต้น  0 7, 1x    จะได้ว่า 

1 0 7 0x x     และ 1 0 1 0y x   และได้ว่ารูปปิด
ของผลเฉลย (closed form of solution) คือ  
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ดังน้ันผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นจุดสมดุลใน 2 การ วน
ซ้ า  

กรณี 2 เงื่อนไขเริ่มต้น  0 1, 1/ 2x    จะได้ว่า

1 0 7 0x x     และ 1 0 1 0y x   และได้ว่ารูปปิด
ของผลเฉลยคือ 
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ดังน้ันผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นจุดสมดุลใน 4 การ วน
ซ้ า   

กรณี 3 เงื่อนไขเริ่มต้น  0 1/ 2, 1/ 4x    จะได้ว่า
รูปปิดของผลเฉลยในสามรอบการวนซ้ าเหมือนกับกรณี2 แต่

3 02 1 0x x   และได้ว่ารูปปิดของผลเฉลยท่ีเหลือคือ 
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ดังน้ันผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นจุดสมดุลใน 6 การ วน
ซ้ า 

กรณี 4 เงื่อนไขเริ่มต้น  0 1/ 4,0x   จะได้ว่า 
รูปปิดของผลเฉลยในสี่รอบการวนซ้ าเหมือนกับกรณี 3 หน้า

แต่ 4 04 1 0x x   และได้ว่ารูปปิดของผลเฉลยท่ีเหลือคือ 
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, 6 0

6 0

8 3 0

8 3 0

x x

y x

   


  
, 7

7

1

5

x

y

 


 
 

ดังน้ันผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นจุดสมดุลภายใน 7 การ 
วนซ้ า 

กรณี 5 เงื่อนไขเริ่มต้น  0 15 / 2, 7x    จะได้ว่า 

1 0 7 0x x     และ 1 0 1 0y x   และได้ว่ารูปปิด
ของผลเฉลยคือ  

2 0

2

2 15 0

5

x x

y

   


 
, 3 0

3 0

2 13 0

2 19 0

x x

y x

  


   
,  

4

4

1

5

x

y

 


 
       

ดังน้ันผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นจุดสมดุลใน 4 การ วน
ซ้ า 

กรณี 6 เงื่อนไขเริ่มต้น  0 , 19 / 2x    จะได้ว่า 

1 0 7 0x x     และ 1 0 1 0y x   และได้ว่ารูปปิด
ของผลเฉลยคือ  

2 0

2

2 15 0

5

x x

y

   


 
, 3 0

3 0

2 17 0

2 19 0

x x

y x

   


   
,  

4

4

5

3

x

y

 



       

ดังน้ันผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นคาบเฉพาะ 5 ใน 4 กา
รวนซ้ า 

กรณี 7 เงื่อนไขเริ่มต้น 0 17 / 2, 15 / 2x     จะได้

ว่ารูปปิดของผลเฉลยในสามรอบการวนซ้ าเหมือนกับกรณี 6 แต่

3 02 17 0x x    และ 3 02 19 0y x     ได้ว่ารูปปิด
ของผลเฉลยท่ีเหลือคือ 

4 0

4 0

4 29 0

4 35 0

x x

y x

  


   
, 5

5

1

5

x

y

 


 
 

ดังน้ันผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นจุดสมดุลภายใน 5 การ 
วนซ้ า 

กรณี 8 เงื่อนไขเริ่มต้น 0 35 / 4, 17 / 2x     จะได้

ว่ารูปปิดของผลเฉลยในสามรอบการวนซ้ าเหมือนกับกรณี 6 แต่

3 02 17 0x x    และ 3 02 19 0y x     ได้ว่ารูปปิด
ของผลเฉลยท่ีเหลือคือ 

4

4 0

5

4 35 0

x

y x

 


   
, 5 0

5 0

4 33 0

4 39 0

x x

y x

  


   
,

6

6

1

5

x

y

 


 
 

ดังน้ันผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นจุดสมดุลภายใน 6 การ 
วนซ้ า 
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กรณี 9 เงื่อนไขเริ่มต้น 0 71/ 8, 35 / 4x     จะ

ได้ว่ารูปปิดของผลเฉลยในสี่รอบการวนซ้ าเหมือนกับกรณี 8 

แต่ 4 04 35 0y x     ได้ว่ารูปปดิของผลเฉลยท่ีเหลือคือ 

5 0

5 0

4 33 0

4 31 0

x x

y x

  


  
, 6 0

6 0

8 71 0

8 65 0

x x

y x

   


  
, 7

7

1

5

x

y

 


 
 

ดังน้ันผลเฉลยของระบบสมการ (4) เป็นจุดสมดุล
ภายใน 7 การวนซ้ า 

จากท้ัง 9 กรณีข้างต้นสามารถสรุปเป็นบทตั้งได้
ดังต่อไปน้ี  

บทตั้ง 1 ให้ 
1

( , )n n n
x y




เป็นผลเฉลยของระบบสมการ (4) 

ซ่ึง  0 0,x y     , | 19 / 2, 0x y x y    จะได้ว่าผล

เฉลยเป็นวง-5 5.1P  ภายใน 4 การวนซ้ า  

บทตั้ง 2 ให้ 
1

( , )n n n
x y




เป็นผลเฉลยของระบบสมการ (4) 

ซ่ึง  0 0,x y     , | 71/ 8, 0x y x y    จะได้ว่าผล

เฉลยเป็นจุดสมดุลภายใน 7 การวนซ้ า  
ในแกน x ช่วงย่อยสุดท้าย  19 / 2, 71/ 8   จะ

พิสูจน์ว่าเป็นจุดสมดุลหรือคาบเฉพาะ 5 ในท่ีสุดอย่างใดอย่าง
หน่ึงโดยการสร้างประพจน์ท่ีมีตัวแปร n  ขึ้นมาและท าการ
พิสูจน์ว่าประพจน์เป็นจริงด้วยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึง
ประพจน์ดังกล่าวจะต้องใช้ล าดับท่ีส าคัญดังต่อไปน้ี 

3 2

3 2

64 2 5

7 2

n

n n
l





   
  

 
 , 

3

3

64 2 15

7 2

n

n n
u

   
  

 
 , 

3 1

3 1

64 2 23

7 2

n

n n
a





   
  

 
 

3 1

3 1

64 2 9

7 2

n

n n
b





   
  

 
 , 

3 2

3 2

64 2 11

7 2

n

n n
c





   
  

 
 ,

3 164 2 23

7

n

n
  

  
 

 

ก าหนดให้  P n แทนประพจน์ดังต่อไปน้ี  

“  0 ,n nx l u จะได้ว่า
3 1

5 2 0

5 2

2

5

n

n n

n

x x

y







   


 
 

ถ้า  0 ,n nx a u  แล้ว 3 1

5 2 02 0n

n nx x 

     จะได้

ว่า 
3 1

5 3 0

3 1

5 3 0

2 2 0

2 4 0

n

n n

n

n n

x x

y x













    


    

, 5 4

5 4

1

5

n

n

x

y





 


 
 

ถ้า  0 ,n nx l a แล้ว 5 2 0nx    จะได้ว่า
3 1

5 3 0

3 1

5 3 0

2 2

2 4

n

n n

n

n n

x x

y x













    


   

  

ถ้า 0 1,n nx l l  แล้ว 5 3 0nx   และ 5 3 0ny    จะได้ว่า  

5 4

5 4

5

3

n

n

x

y





 



 

ถ้า  0 ,n nx b a แล้ว 5 3 0nx    และ 5 3 0ny   จะได้ว่า
3 2

5 4 0

3 2

5 4 0

2 2 1 0

2 2 5 0

n

n n

n

n n

x x

y x













    


    

 , 5 5

5 5

1

5

n

n

x

y





 


 
. 

ถ้า  0 1,n nx l b แล้ว 5 3 0nx   และ 5 3 0ny   จะได้ว่า 

5 4

3 2

5 4 0

5

2 2 5

n

n

n n

x

y x 







 


   
 

ถ้า  0 ,n nx c b แล้ว 5 4 0ny   จะได้ว่า 
3 2

5 5 0

3 2

5 5 0

2 2 3 0

2 2 9 0

n

n n

n

n n

x x

y x













    


    

, 5 6
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1

5

n

n

x

y





 


 
 

ถ้า  0 1,n nx l c แล้ว 5 4 0ny   จะได้ว่า  
3 2

5 5 0

3 2

5 5 0

2 2 3 0

2 2 1 0

n

n n

n

n n

x x

y x













    


   

 , 

 
3 3

5 6 0

3 3

5 6 0

2 4 11

2 4 5 0

n

n n

n

n n

x x

y x













    


   

 

ถ้า  0 1,n nx u c แล้ว 5 6 0nx   จะได้ว่า 

5 7

5 7

1

5

n

n

x

y





 


 
 

ถ้า  0 1 1,n nx l u  แล้ว 5 6 0nx   ”  ต่อไปจะแสดงว่า 

 1P เป็นจริงให้    0 1 1, 19 / 2, 71/ 8x l u     จาก
การวนซ้ าเช่นเดียวกับกรณีท่ี 9 จะได้ว่า 

6 08 71 0x x     และ 6 08 65 0y x    ดังน้ัน  

 

 

75 1 2

3 1 1

0 0 116 143 2

x x

x x 







     
  

  75 1 2

5

y y



 
  

ส าหรับ  0 1 1

143 71
, ,

16 8
x a u

 
    

 
จะได้ว่า 

7 016 143 0x x     และได้ว่า  

 

 

85 1 3

3 1 1

0 0 116 141 2 2 0

x x

x x 







     
  

 

 

85 1 3

3 1 1

0 0 116 147 2 4 0

y y

x x 







       
  

  95 1 4
1x x


     

  95 1 4
5y y


     

ส าหรับ  0 1 1

19 143
, ,

2 16
x l a

 
    

 
จะได้ว่า 

7 016 143 0x x     และได้ว่า  
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 

 

85 1 3

3 1 1

0 0 116 145 2 2

x x

x x 







      
  

 

 

85 1 3

3 1 1

0 0 116 147 2 4

y y

x x 







      
 

ส าหรับ 0 1 2

19 147
, ,

2 16
x l l

 
    


จะได้ว่า 

8 0 8 016 145 0, 16 147 0x x y x         

  95 1 4
5x x


     

  95 1 4
3y y


    

ส าหรับ  0 1 1

145 143
, ,

16 16
x b a

 
    

 
จะได้ว่า 

8 0 8 016 145 0, 16 147 0x x y x         

 

 

95 1 4

3 1 2

0 0 132 285 2 2 1 0

x x

x x 







     
  

 

 

95 1 4

3 1 2

0 0 132 291 2 2 5 0

y y

x x 







       
  

5(1) 5 10 1x x     

5(1) 5 10 5y y     

ส าหรับ  0 2 1

147 145
, ,

16 16
x l b

 
    

 
จะได้ว่า 

8 0 8 016 145 0, 16 147 0x x y x         

  95 1 4
5x x


     

 

 

95 1 4

3 1 2

0 0 132 291 2 2 5

y y

x x 







      
 

ส าหรับ  0 1 1

291 145
, ,

32 16
x c b

 
    

 
จะได้ว่า 

9 032 291 0y x     และได้ว่า 

 

 

105 1 5

3 1 2

0 0 132 289 2 2 3 0

x x

x x 







     
  

 

 

105 1 5

3 1 2

0 0 132 295 2 2 9 0

y y

x x 







       
  

5(1) 6 11 1x x     

5(1) 6 11 5y y     

ส าหรับ  0 2 1

147 291
, ,

16 32
x l c

 
    

 
จะได้ว่า 

9 032 291 0y x     และได้ว่า  

 

 

105 1 5

3 1 2

0 0 132 289 2 2 3 0

x x

x x 







     
  

 

 

105 1 5

3 1 2

0 0 132 287 2 2 1 0

y y

x x 







     
 

 

 

115 1 6

3 1 3

0 0 164 583 2 4 11

x x

x x 







      
  

 

 

115 1 6

3 1 3

0 0 164 577 2 4 5 0

y y

x x 







     
 

ส าหรับ  0 2 1

583 291
, ,

64 32
x u c

 
    

 
จะได้ว่า 

11 064 583 0x x     และได้ว่า 

5(1) 7 12 1x x     

5(1) 7 12 5y y     

ส าหรับ  0 2 2

147 583
, ,

16 64
x l u

 
    

 
จะได้ว่า 

11 064 583 0x x      ดังน้ัน  1P เป็นจริง ต่อไป

ก าหนดให้ k เป็นจ านวนเต็มบวกและ ( )P k เป็นจริงจะแสดง

ว่า ( 1)P k  เป็นจริง เนื่องจาก  P k  เป็นจริง จะได้ว่า
ส าหรับ 

 
3 1 3 3

0 1 1 3 1 3 3

64 2 5 64 2 15
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l u

 

   

      
   

  

จะได้ว่า 3 3

5 6 02 4 11 0k

k kx x 

       และ  
3 3

5 6 02 4 5 0k

k ky x 

      ดังน้ัน  

 
3 4

5 7 05 1 2
2 8 23k

k kk
x x x 

 
      
         3 4

0 12 k

kx 

     

  5 75 1 2
5kk

y y  
     

จะเห็นได้ว่า 5 7kx  เป็นฟังก์ชันเชิงเส้นของ 0x ดังน้ันการ
ทดสอบการเป็นบวก/ลบ ของ 5 7kx  สามารถท าได้จากการ
ทดสอบขอบเขตในแต่ละช่วงของ 0x ส าหรับ

 
3 4 3 3

0 1 1 3 4 3 3

64 2 23 64 2 15
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x a u

 

   

      
  

  
  

จาก 3 4

5 7 0 12 k

k kx x 

     พิจารณาจากการแทนค่า 0x  

ด้วย 1ka   และ 1ku  ดังต่อไปน้ี  
 3 1 1

5 7 1 1 1( ) 2
k

k k k kx a a 
 

       
3 4 3 4

3 4

3 4

64 2 23 64 2 23
2

77 2

k k
k

k

 




       
     

   
 

3 4 3 464 2 23 64 2 23
1

7 7

k k        
     

   
 

0  และ 
 3 1 1

5 7 1 1 1( ) 2
k

k k k kx u u 
 

       
3 3 3 4

3 4

3 3

64 2 15 64 2 23
2

77 2

k k
k

k

 




       
     

   
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3 4 3 464 2 30 64 2 23

7 7

k k       
    
   

 

1   จึงสรุปได้ว่า 3 4

5 7 0 12 0k

k kx x 

       
ด้วยวิธีการข้างต้นเป็นการทดสอบการเป็น บวก/ลบ

ของผลเฉลยเพื่อความกระชับของบทความวิจัยต่อไปเราจะไม่
แสดงรายละเอียดของการเป็นบวก/ลบ ดังน้ัน

3 4

5 8 0 1

3 4

5 8 0 1

2 2 0

2 4 0

k

k k

k

k k

x x

y x







 



 

   

    
 , 

 5 9

5 9

1

5

k

k

x

y





 

 
 

ส าหรับ 

 
3 1 3 4

0 1 1 3 1 3 4

64 2 5 64 2 23
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l a

 

   

      
   

  

จะได้ว่า  3 4

5 7 0 12 0k

k kx x 

      และได้ว่า
3 4

5 8 0 1

3 4

5 8 0 1

2 2

2 4

k

k k

k

k k

x x

y x







 



 

   

   
  

ส าหรับ 


3 1 3 4

0 1 2 3 1 3 4

64 2 5 64 2 5
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l l

 

   

      
   

  
จะ

ได้ว่า 5 8 0kx   และ 5 8 0ky    และได้ว่า  

5 9

5 9

5

3

k

k

x

y





 


 

ส าหรับ

 
3 4 3 4

0 1 1 3 4 3 4

64 2 9 64 2 23
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x b a

 

   

      
  

  

จะได้ว่า 5 8 0kx    และ 5 8 0ky    และได้ว่า
3 5

5 9 0 1

3 5

5 9 0 1

2 2 1 0

2 2 5 0

k

k k

k

k k

x x

y x







 



 

   

    
 ,  

5 10

5 10

1

5

k

k

x

y





 

 
 

ส าหรับ

 
3 4 3 4

0 2 1 3 4 3 4

64 2 5 64 2 9
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l b

 

   

      
   

  

จะได้ว่า 5 8 0kx   และ 5 8 0ky   จะได้ว่า 

5 9

3 5

5 9 0 1

5

2 2 5

k

k

k k

x

y x 





 

 

   
 

ส าหรับ

 
3 5 3 4

0 1 1 3 5 3 4

64 2 11 64 2 9
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x c b

 

   

      
  

  

จะได้ว่า 5 9 0ky   และได้ว่า 
3 5

5 10 0 1

3 5

5 10 0 1

2 2 3 0

2 2 9 0

k

k k

k

k k

x x

y x







 



 

   

    
,  

5 11

5 11

1

5

k

k

x

y





 

 
 

ส าหรับ 

 
3 4 3 5

0 2 1 3 4 3 5

64 2 5 64 2 11
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l c

 

   

      
   

  

จะได้ว่า 5 9 0ky   และได้ว่า  
3 5

5 10 0 1

3 5

5 10 0 1

2 2 3 0

2 2 1 0

k

k k

k

k k

x x

y x







 



 

   

   
 , 

 
3 6

5 11 0 1

3 6

5 11 0 1

2 4 11

2 4 5 0

k

k k

k

k k

x x

y x







 



 

   

   
 

ส าหรับ

 
3 6 3 5

0 2 1 3 6 3 5

64 2 15 64 2 11
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x u c

 

   

      
  

  

จะได้ว่า 5 11 0nx   และได้ว่า 

5 12

5 12

1

5

k

k

x

y





 

 
 

ส าหรับ 

 
3 4 3 6

0 2 2 3 4 3 6

64 2 5 64 2 15
, ,

7 2 7 2

k k

k k k k
x l u

 

   

      
   

  

จะได้ว่า 5 11 0kx     ดังน้ัน ( 1)P k   เป็นจริงโดยหลัก
อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์จะได้ว่าประพจน์ ( )P n  เป็นจริง
ส าหรับทุก ๆ จ านวนเต็มบวก n และจากประพจน์ ( )P n  
ข้อความต่อไปน้ีเป็นจริง 
1. ผลเฉลยของระบบสมการเป็นจุดสมดุลในท่ีสุดเมื่อเงื่อนไข
เริ่มต้น        0 1, , , ,n n n n n n n nx u c c b b a a u     
และ 0 0y  ส าหรับบาง n  
2. ผลเฉลยของระบบสมการเป็นสมาชิกในวง-5 5.1P เมื่อ
เงื่อนไขเริ่มต้น  0 1,n nx l l   และ 0 0y  ส าหรับบาง n  

สังเกตได้ว่าล าดับ , , , ,n n n n na b c u l มีลิมิตท่ีเท่ากันได้แก่
  

nlim lim lim lim lim 64 / 7n n n n
n n n n n

a b c l u
    

       

หากท าการเลือกเลือกไขเริ่มต้นท่ีจุด 0 64 / 7x   และ 

0 0y   จะได้ว่า    1 1 5.2, 15 / 7, 57 / 7x y P   ดังน้ัน
จึงสามารถสรุปดังทฤษฎีบทต่อไปน้ี   
ทฤษฎีบท 1 ให้ 

1
( , )n n n
x y




เป็นผลเฉลยของระบบสมการ 

(4) ซ่ึง  0 0,x y อยู่บนแกน x ทางลบ จะได้ว่าผลเฉลยเป็น
จุดสมดุลหรือวง-5 ในท่ีสุด 

ด้วยผลลัพธ์ของการส ารวจน้ีเป็นพื้นฐานในการค้นพบ
พฤติกรรมในบริเวณอื่น ๆ ต่อไปใน 2

R เช่นหากก าหนดให้
เงื่อนไขเริ่มต้นเป็นบริเวณใดบริเวณหน่ึงใน 2

R แล้วการวนซ้ า
ของผลเฉลยมาอยู่บนแกน x ทางลบ เราสามารถท่ีจะน าทฤษฎีบท 
1 ไปสรุปพฤติกรรมได้ว่าพฤติกรรมของผลเฉลยน้ันจะเป็นอย่างไร  
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4. บทสรุป  
จากการแบ่งแกน x ทางลบเป็นช่วงย่อย ๆ และท า

การส ารวจพฤติกรรมของผลเฉลยของระบบสมการ (4) พบว่า
การเลือกเงื่อนไขเริ่มต้นมีผลกับพฤติกรรมของผลเฉลย
กล่าวคือเมื่อเลือกเงื่อนไขเริ่มต้นเป็นจุดทางด้านซ้ายมือของจุด 

 64 / 7,0 ผลเฉลยจะกลายเป็นสมาชิกในวง-5 5.1P หรือ
อาจกล่าวได้ว่าผลเฉลยเป็นจุดคาบเฉพาะ 5 ในท่ีสุด ซ่ึงจ านวน
การวนซ้ าของผลเฉลยจนกว่าจะกลายเป็นสมาชิกในวง-5 
แตกต่างกันแล้วแต่การเลือกเงื่อนไขเริ่มต้นโดยยิ่งท าการเลือก
เงื่อนเริ่มต้นใกล้กับจุด  64 / 7,0 มากเท่าใดจะท าให้
จ านวนการวนซ้ าเพิ่มมากขึ้นเแต่ถ้าเลือกเงื่อนไขเริ่มต้นเป็นจุด
ทางด้านขวามือของจุด  64 / 7,0 ผลเฉลยจะกลายเป็นจุด
สมดุลในท่ีสุด และหากท าการเลือกเงื่อนไขเริ่มต้น ท่ีจุด 

 64 / 7,0 ผลเฉลยจะกลายเป็นสมาชิกของวง-5 5.2P

ภายในหน่ึงการวนซ้ า  
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