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บทคัดย่อ 
บทความน้ีแสดงผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑥 + 𝑝𝑞𝑦 = 𝑧2เมื่อ 𝑝 และ 𝑞 เป็น

จำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน นอกจากนี้สมการดังกล่าวจะไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ ถ้า 𝑝 และ 𝑞 สมภาคกับ 1 มอดุโล 4 
 

คำสำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์  ผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ  สมภาค 
 

Abstract 
This paper shows all non-negative integer solutions of the Diophantine equation 𝑝𝑥 + 𝑝𝑞𝑦 = 𝑧2 where 𝑝 

and 𝑞 are distinct prime numbers. Moreover, the equation has no non-negative integer solution if 𝑝 and 𝑞 are 
congruent to 1 modulo 4. 
 

Keywords: Diophantine equation, Non-negative integer solution, Congruence 
 
1. บทนำ  

ในปี ค.ศ. 2012 Sroysang [1] ได้ศึกษาและแสดงว่า 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,2) เป็นผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็น
ลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟนไทน์ 3𝑥 + 5𝑦 =

𝑧2 และ Sroysang [2] ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 
7𝑥 + 31𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 
ต่อมา Bacani and Rabago [3] ได้แสดงว่า สมการไดโอแฟนไทน์  
𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ โดยท่ี 
𝑝 − 𝑞 = 2 มีจำนวนผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ
เป็นจำนวนอนันต์ หลังจากน้ัน  Cheenchan et al. [4] ได้
ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑥 + 5𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็น
จำนวนเฉพาะ โดยส่วนหน่ึงของงานวิจัย พบว่า ถ้า 𝑝 ≡

1(mod 4) แล้ว สมการดังกล่าวไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวน
เต็ม ท่ีไม่ เป็นลบ  ต่อมาในปี  ค.ศ. 2017 Burshtein [5] ได้
ศึกษาผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์ 

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี โดยท่ี 
𝑝 − 𝑞 = 2, 4, 6, 8 และในปี ค.ศ. 2019 Burshtein [6] ได้
ศึกษาผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์ 
𝑝𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2และ 𝑝𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2  เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวน
เฉพาะ โดยพบเงื่อนไขท่ีทำให้ท้ังสองสมการมีผลเฉลยเป็น
จำนวนอนันต์และเงื่อนไขท่ีทำให้ไม่มีผลเฉลย และเมื่อไม่นาน
มาน้ี  Laipaporn et al. [7] ได้ ศึ กษาและแสดงผล เฉลย        
ท่ี เป็นจำนวนเต็ม ท่ี ไม่ เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์            
3𝑥 + 𝑝5𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ 

ในงานวิจัยน้ีจะศึกษาผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่
เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ท่ีอยู่ในรูป 𝑝𝑥 + 𝑝𝑞𝑦 = 𝑧2 
เมื่อ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ และเน่ืองจาก  Burshtein 
[6] ได้ศึกษากรณี ท่ี  𝑝 = 𝑞 แล้ว ดังน้ัน ในท่ีน้ีจะพิจารณา
กรณีท่ี 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน 
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2. วิธีการวิจัย  
ในการหาผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของ

สมการไดโอแฟนไทน์ท่ีอยู่ในรูป 𝑝𝑥 + 𝑝𝑞𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 
และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกันน้ัน จะต้องอาศัยทฤษฎี
บทต่อไปน้ี 
 

ทฤษฎีบท 1 ให้ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี จะได้ว่า สมการไดโอ
แฟนไทน์ 
 

   1 + 2𝑞𝑦 = 𝑧2                       (1)  
 

ไมม่ีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 
พิสูจน์ สมมติว่ามีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑦 และ 𝑧 ท่ีเป็นผล
เฉลยของสมการ (1) จะได้ว่า 
 

                            (𝑧 − 1)(𝑧 + 1) =  2𝑞𝑦               (2) 
 

ดังน้ัน 2|(𝑧 − 1) หรือ 2|(𝑧 + 1) ซ่ึงไม่ว่าจะเป็นกรณีใดก็
ตาม จะได้ว่า 𝑧 เป็นจำนวนค่ี ดังน้ัน 𝑧 − 1 และ 𝑧 + 1 เป็น
จำนวนคู่ เพราะฉะน้ัน จะมีจำนวนเต็ม 𝑎 และ 𝑏 ท่ีทำให้ 𝑧 −

1 = 2𝑎 และ 𝑧 + 1 = 2𝑏 ดังน้ันจากสมการ (2) จะได้ว่า 
2𝑎𝑏 =  𝑞𝑦 ดังน้ัน 2|𝑞𝑦 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เน่ืองจาก 𝑞 เป็น
จำนวนเฉพาะค่ี       

 

ทฤษฎีบท 2 ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี จะได้ว่า สมการไดโอ
แฟนไทน์ 
 

   1 + 𝑝2𝑦 = 𝑧2                      (3) 
 

มีผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบอยู่ในรูป 
 

(𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈ {
(3, 0, 2), (𝑝, log2(𝑝 − 1) + 2, 2𝑝 − 1),

(𝑝, log2(𝑝 + 1) + 2, 2𝑝 + 1)
} 

 

เมื่อ log2(𝑝 − 1) และ log2(𝑝 + 1) เป็นจำนวนเต็ม 
พิสูจน์ ให้ 𝑦 และ 𝑧 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบและเป็นผล
เฉลยของสมการ (3) จะได้ว่า    

 

       (𝑧 − 1)(𝑧 + 1) =  𝑝2𝑦                     (4) 
 

และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี จะมีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑢 
และ 𝑣 โดยที่ 0 ≤ 𝑢 ≤ 1 และ 0 ≤ 𝑣 ≤ 𝑦 ซ่ึงทำให้  

 
 

         𝑧 − 1 =  𝑝𝑢2𝑣                       (5) 
 

และ                     𝑧 + 1 =  𝑝1−𝑢2𝑦−𝑣                (6) 
 

จากสมการ (5) และ (6) จะได้ว่า  
 

          2 =  𝑝1−𝑢2𝑦−𝑣 − 𝑝𝑢2𝑣                 (7) 
 

กรณี 1 𝑢 = 0 จากสมการ (7) จะได้ว่า 
 

              2 =  𝑝2𝑦−𝑣 − 2𝑣                         (8) 
 

กรณีย่อย 1.1   𝑣 = 0 จากสมการ (8) จะได้ว่า 
𝑝2𝑦 =  3 และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี ดังน้ัน 𝑝 = 3 
แ ล ะ  𝑦 = 0 แ ล ะ จ า ก ส ม ก า ร  (5)  จ ะ ได้ ว่ า  𝑧 =  2 
เพราะฉะน้ัน (𝑝, 𝑦, 𝑧) = (3, 0, 2) 

กรณีย่อย 1.2   𝑣 = 1 จากสมการ (8) จะได้ว่า 
𝑝2𝑦−1 =  4 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี  

กรณี ย่ อย  1.3  𝑣 > 1 ถ้ า 𝑦 − 𝑣 = 0 จะได้ ว่ า 
𝑦 = 𝑣 > 1 และจากสมการ (8) จะได้ว่า 𝑝 = 2𝑦 + 2  
ดังน้ัน  𝑝 เป็นจำนวนคู่ ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เน่ืองจาก 𝑝 เป็น
จำนวนเฉพาะค่ี ดังน้ัน 𝑦 − 𝑣 ≥ 1 และจากสมการ (8) จะได้
ว่า 

 

       1 =  𝑝2𝑦−𝑣−1 − 2𝑣−1                      (9) 
 

ถ้า 𝑦 − 𝑣 > 1 จากสมการ (9) และ 𝑣 > 1 จะได้ว่า 2|1 
ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เพราะฉะน้ัน 𝑦 − 𝑣 = 1 และจากสมการ (9) 
จะได้ว่ า 2𝑦−2 =  𝑝 − 1 ดั ง น้ัน  𝑦 = log2(𝑝 − 1) + 2 
และจากสมการ (5) จะได้ว่า 𝑧 = 2𝑝 − 1 เพราะฉะน้ัน  

(𝑝, 𝑦, 𝑧) = (𝑝, log2(𝑝 − 1) + 2, 2𝑝 − 1) 
เมื่อ log2(𝑝 − 1) เป็นจำนวนเต็ม 

 

กรณี 2 𝑢 = 1 จากสมการ (7) จะได้ว่า 
 

                      2 =  2𝑦−𝑣 − 𝑝2𝑣                      (10) 
 

กรณีย่อย 2.1  𝑦 − 𝑣 = 0 จากสมการ (10) จะได้
ว่า 𝑝2𝑣 =  −1 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เน่ืองจาก 𝑝2𝑣 เป็นจำนวน
เต็มบวก 

กรณีย่อย 2.2  𝑦 − 𝑣 = 1 จากสมการ (10) จะได้
ว่า 𝑝2𝑣 =  0 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เน่ืองจาก 𝑝2𝑣 เป็นจำนวนเต็ม
บวก 
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กรณี ย่อย 2.3   𝑦 − 𝑣 > 1 ถ้า  𝑣 = 0 จะได้ว่า 
𝑦 > 1 และจากสมการ (10) จะได้ว่า 𝑝 = 2𝑦 − 2  ดังน้ัน 
 𝑝 เป็นจำนวนคู่ ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เน่ืองจาก 𝑝 เป็นจำนวน
เฉพาะค่ี ดังน้ัน 𝑣 ≥ 1 และจากสมการ (10) จะได้ว่า 

 

          1 =  2𝑦−𝑣−1 − 𝑝2𝑣−1                 (11) 
 

ถ้า 𝑣 > 1 จากสมการ (11) และ 𝑦 − 𝑣 > 1 จะได้ว่า 2|1 
ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เพราะฉะน้ัน 𝑣 = 1 และจากสมการ (11) จะ
ได้ว่า 2𝑦−2 =  𝑝 + 1 ดังน้ัน 𝑦 = log2(𝑝 + 1) + 2 และ
จากสมการ (5) จะได้ว่า 𝑧 = 2𝑝 + 1 เพราะฉะน้ัน  

(𝑝, 𝑦, 𝑧) = (𝑝, log2(𝑝 + 1) + 2, 2𝑝 + 1) 
เมื่อ log2(𝑝 + 1) เป็นจำนวนเต็ม                                

 

ทฤษฎีบท 3 ให้ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะค่ีท่ีแตกต่างกัน 
จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
 

   1 + 𝑝𝑞𝑦 = 𝑧2                      (12) 
 

มีผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบอยู่ในรูป 
(𝑝, 𝑞, 𝑦, 𝑧) ∈ 

{
(3, 𝑞, 0,2), (𝑝, 𝑞, log𝑞(𝑝 − 2), 𝑝 − 1),

(𝑝, 𝑞, log𝑞(𝑝 + 2), 𝑝 + 1)
} 

 

เมื่อ log𝑞(𝑝 − 2) และ log𝑞(𝑝 + 2) เป็นจำนวนเต็ม 
พิสูจน์ ให้ 𝑦 และ 𝑧 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบและเป็นผล
เฉลยของสมการ (12) จะได้ว่า 
 

          (𝑧 − 1)(𝑧 + 1) =  𝑝𝑞𝑦                 (13) 
 

และจาก 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน  จะมี
จำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑢 และ 𝑣 โดยท่ี 0 ≤ 𝑢 ≤ 1 และ 
0 ≤ 𝑣 ≤ 𝑦 ซ่ึงทำให ้
 

            𝑧 − 1 =  𝑝𝑢𝑞𝑣                       (14) 
 

และ              𝑧 + 1 =  𝑝1−𝑢𝑞𝑦−𝑣                      (15) 
 

จากสมการ (14) และ (15) จะได้ว่า 
 

         2 =  𝑝1−𝑢𝑞𝑦−𝑣 − 𝑝𝑢𝑞𝑣                (16) 
 

กรณี 1 𝑢 = 0 จากสมการ (16) จะได้ว่า 
 

         2 =  𝑝𝑞𝑦−𝑣 − 𝑞𝑣                         (17) 

กรณี ย่อย 1.1 𝑦 − 𝑣 = 0 และ  𝑣 = 0 จะได้ว่า 
𝑦 = 0 และจากสมการ (17) ดังน้ัน 𝑝 =  3 และจากสมการ 
(14) จะได้ว่า 𝑧 =  2 ดังน้ัน (𝑝, 𝑞, 𝑦, 𝑧) = (3, 𝑞, 0, 2) 

กรณี ย่อย 1.2 𝑦 − 𝑣 = 0 และ  𝑣 ≠ 0 จะได้ว่า 
𝑦 = 𝑣 ≥ 1 และจากสมการ (17) จะได้ว่า 𝑞𝑦 =  𝑝 − 2 
ดังน้ัน 𝑦 =  log𝑞(𝑝 − 2) และจากสมการ (14) จะได้ว่า 
𝑧 =  𝑝 − 1 ดังน้ัน 

 (𝑝, 𝑞, 𝑦, 𝑧) = (𝑝, 𝑞, log𝑞(𝑝 − 2), 𝑝 − 1)  
เมื่อ log𝑞(𝑝 − 2) เป็นจำนวนเต็ม 

กรณี ย่อย 1.3 𝑦 − 𝑣 ≠ 0 และ  𝑣 = 0 จะได้ว่า 
𝑦 ≥ 1 และจากสมการ (17) จะได้ว่า 𝑝𝑞𝑦 =  3 ซ่ึงเป็นไป
ไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝 ≥ 3 และ 𝑞 ≥ 3  

กรณีย่อย 1.4 𝑦 − 𝑣 ≠ 0 และ 𝑣 ≠ 0 จากสมการ 
(17) จะได้ว่า 𝑞|2 และจาก 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังน้ัน 𝑞 =

2 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี 
 

กรณี 2 𝑢 = 1 จากสมการ (16) จะได้ว่า 
 

          2 =  𝑞𝑦−𝑣 − 𝑝𝑞𝑣                       (18) 
 

กรณี ย่อย 2.1 𝑦 − 𝑣 = 0 และ  𝑣 = 0 จะได้ว่า 
𝑦 = 0 และจากสมการ (18) จะได้ว่า 𝑝 =  −1 ซ่ึงเป็นไป
ไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ 

กรณี ย่อย 2.2 𝑦 − 𝑣 = 0 และ  𝑣 ≠ 0 จะได้ว่า 
𝑦 = 𝑣 ≥ 1 และจากสมการ (18) จะได้ว่า 𝑝𝑞𝑦 =  −1 ซ่ึง
เป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ  

กรณี ย่อย 2.3 𝑦 − 𝑣 ≠ 0 และ  𝑣 = 0 จะได้ว่า 
𝑦 ≥ 1 และจากสมการ (18) จะได้ว่า 𝑞𝑦 =  𝑝 + 2 ดังน้ัน 
𝑦 =  log𝑞(𝑝 + 2) และจากสมการ (14) จะได้ ว่า  𝑧 =

 𝑝 + 1 ดั ง น้ั น   (𝑝, 𝑞, 𝑦, 𝑧) = (𝑝, 𝑞, log𝑞(𝑝 + 2), 𝑝 +

1) เมื่อ log𝑞(𝑝 + 2) เป็นจำนวนเต็ม 
กรณีย่อย 2.4 𝑦 − 𝑣 ≠ 0 และ 𝑣 ≠ 0 จากสมการ 

(18) จะได้ว่า 𝑞|2 และจาก 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังน้ัน 𝑞 =

2 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี 
 

ทฤษฎีบท 4 ให้ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน จะ
ได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
 

       𝑝 + 𝑝𝑞𝑦 = 𝑧2                     (19) 
 

มีผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบอยู่ในรูป 
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(𝑝, 𝑞, 𝑦, 𝑧) ∈ {
(𝑝, 𝑞, log𝑞(𝑝𝑟2 − 1), 𝑝𝑟): 

𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}, log𝑞(𝑝𝑟2 − 1) ∈ ℤ
} 

 

พิสูจน์ ให้ 𝑦 และ 𝑧 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบและเป็นผล
เฉลยของสมการ (19) จะได้ว่า 

 

              𝑝(1 + 𝑞𝑦) = 𝑧2                     (20) 
 

ดังน้ัน 𝑝|𝑧2 และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ จะได้ว่า 𝑝|𝑧 
ดังน้ันจะมีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑟 ท่ีทำให้ 𝑧 = 𝑝𝑟 และจาก
ส ม ก า ร  (20)  จ ะ ไ ด้ ว่ า  𝑞𝑦 = 𝑝𝑟2 − 1 ดั ง น้ั น  𝑦 =

log𝑞(𝑝𝑟2 − 1) เพราะฉะ น้ัน สมการ (20)  มีผลเฉลย
ท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบอยู่ในรูป  

(𝑝, 𝑞, 𝑦, 𝑧) ∈ {
(𝑝, 𝑞, log𝑞(𝑝𝑟2 − 1), 𝑝𝑟): 

𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}, log𝑞(𝑝𝑟2 − 1) ∈ ℤ
}                                       

 

ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะค่ีท่ีแตกต่างกัน 
โดยท่ี 𝑞 ≡ 1(mod 4) จะได้ว่า สมการ (19) ไม่มีผลเฉลยท่ี
เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 
พิสูจน์ สมมติว่ามีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑦 และ 𝑧 เป็นผล
เฉลยของสมการ (19) ดังน้ัน จาก 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนค่ี จะ
ได้ว่า 𝑝 + 𝑝𝑞𝑦 เป็นจำนวนคู่ และจากสมการ (19) จะได้ว่า 
𝑧2 เป็นจำนวนคู่ ดังน้ัน 𝑧 เป็นจำนวนคู่ เพราะฉะน้ัน 𝑧2 ≡

0(mod 4) และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะค่ี จะได้ว่า 𝑝 ≡ 1 
ห รื อ −1(mod 4) ถ้ า  𝑝 ≡ 1(mod 4) ดั ง น้ั นจาก  𝑞 ≡

1(mod 4) จะ ได้ ว่ า   𝑝𝑞𝑦 ≡ 1(mod 4) เพ ราะฉ ะ น้ั น 
𝑧2 ≡ 𝑝 + 𝑝𝑞𝑦 ≡ 2(mod 4) ซ่ึงเป็นไปไม่ ได้  เน่ืองจาก
𝑧2 ≡ 0(mod 4) และถ้ า 𝑝 ≡ −1(mod 4) ดั ง น้ันจาก 
 𝑞 ≡ 1(mod 4) จ ะ ได้ ว่ า  𝑝𝑞𝑦 ≡ −1(mod 4) ดั ง น้ั น 
𝑧2 ≡ 𝑝 + 𝑝𝑞𝑦 ≡ −2(mod 4) ซ่ึงเป็นไปไม่ได้เชน่กัน    

 
3. ผลการวิจัย 
ทฤษฎีบท 6 ให้ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะที่แตกต่างกัน จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 
      

                                                                  𝑝𝑥 + 𝑝𝑞𝑦 = 𝑧2                                                               (21) 
 

มีผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบอยู่ในรูป (𝑝, 𝑞, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 ∪ 𝐷 ∪ 𝐸 
เมื่อ 𝐴 = {(𝑝, 2, 0, log2(𝑝 − 1) + 2, 2𝑝 − 1): log2(𝑝 − 1) ∈ ℤ}  
และ 𝐵 = {(𝑝, 2, 0, log2(𝑝 + 1) + 2, 2𝑝 + 1): log2(𝑝 + 1) ∈ ℤ}  
และ 𝐶 = {(𝑝, 𝑞, 0, log𝑞(𝑝 − 2), 𝑝 − 1): log𝑞(𝑝 − 2) ∈ ℤ} 
และ 𝐷 = {(𝑝, 𝑞, 0, log𝑞(𝑝 + 2), 𝑝 + 1):  log𝑞(𝑝 + 2) ∈ ℤ} 
และ 𝐸 = {(𝑝, 𝑞, 1, log𝑞(𝑝𝑟2 − 1), 𝑝𝑟): 𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}, log𝑞(𝑝𝑟2 − 1) ∈ ℤ} 

 
 

พิสูจน์ ให้ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบและเป็นผลเฉลย
ของสมการ (21)  
กรณี 1 𝑥 = 0  

กรณีย่อย 1.1 𝑝 = 2 จากทฤษฎีบท 1 จะได้ว่าใน
กรณีน้ีสมการ (21) ไมม่ีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 

กรณีย่อย 1.2 𝑞 = 2 จากทฤษฎีบท 2 จะได้ว่าใน
กรณีน้ีผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการ 
(21) อยู่ในรูป (𝑝, 𝑞, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 

กรณีย่อย 1.3 𝑝 ≠ 2 และ 𝑞 ≠ 2 จากทฤษฎีบท 3 
จะได้ว่าในกรณีน้ีผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ
ของสมการ (21) อยู่ในรูป (𝑝, 𝑞, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶 ∪ 𝐷 

กรณี 2 𝑥 = 1 จากทฤษฎีบท 4 จะได้ว่าในกรณีน้ีผลเฉลย
ท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการ (21) อยู่ในรูป 
(𝑝, 𝑞, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐸 
กรณี 3 𝑥 ≥ 2 ดังน้ัน 𝑥 − 1 ≥ 1 และจากสมการ (21) จะ
ได้ว่า 
                       𝑝(𝑝𝑥−1 + 𝑞𝑦) = 𝑧2                 (22) 
 

ดังน้ัน 𝑝|𝑧2 และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ จะได้ว่า 𝑝|𝑧

ดังน้ันจะมีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑘 ท่ีทำให้ 𝑧 = 𝑝𝑘 และ
จากสมการ (22) จะได้ว่า 𝑝𝑥−1 + 𝑞𝑦 = 𝑝𝑘2 และจาก 𝑥 −

1 ≥ 1 ดังน้ัน 𝑝|𝑞𝑦 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ เน่ืองจาก 𝑝 และ 𝑞 เป็น
จำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน                                        
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ทฤษฎีบท 7 ให้ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน 
โด ย ท่ี  𝑝 ≡ 1(mod 4) แ ล ะ  𝑞 ≡ 1(mod 4) จะ ได้ ว่ า 
สมการ (21) ไมม่ีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 

พิสูจน์ สมมติว่ามีจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 
เป็นผลเฉลยของสมการ (21) ดังน้ันจาก 𝑝 ≡ 1(mod 4) 
และ 𝑞 ≡ 1(mod 4) จะได้ว่ า 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวน ค่ี  

ดังน้ัน 𝑝𝑥 + 𝑝𝑞𝑦 เป็นจำนวนคู่ และจากสมการ (21) จะได้
ว่า 𝑧2 เป็นจำนวนคู่ ดังน้ัน 𝑧 เป็นจำนวนคู่ ทำให้  𝑧2 ≡

0(mod 4) แ ล ะ จ า ก  𝑝 ≡ 1(mod 4)  แ ล ะ  𝑞 ≡

1(mod 4) จ ะ ไ ด้ ว่ า  𝑝𝑥 ≡ 1(mod 4) แ ล ะ   𝑝𝑞𝑦 ≡

1(mod 4) ดั ง น้ั น  𝑧2 ≡ 𝑝𝑥 + 𝑝𝑞𝑦 ≡ 2(mod 4)  ซ่ึ ง
เป็นไปไม่ได้                      

 
4. บทสรุป 

ให้ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะท่ีแตกต่างกัน ในงานวิจัยน้ีได้ศึกษาและแสดงว่าผลเฉลยท้ังหมดท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ
ของสมการไดโอแฟนไทน์ 𝑝𝑥 + 𝑝𝑞𝑦 = 𝑧2 อยู่ในรูป (𝑝, 𝑞, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 ∪ 𝐷 ∪ 𝐸 
เมื่อ 𝐴 = {(𝑝, 2, 0, log2(𝑝 − 1) + 2, 2𝑝 − 1): log2(𝑝 − 1) ∈ ℤ}  
และ 𝐵 = {(𝑝, 2, 0, log2(𝑝 + 1) + 2, 2𝑝 + 1): log2(𝑝 + 1) ∈ ℤ}  
และ 𝐶 = {(𝑝, 𝑞, 0, log𝑞(𝑝 − 2), 𝑝 − 1): log𝑞(𝑝 − 2) ∈ ℤ} 
และ 𝐷 = {(𝑝, 𝑞, 0, log𝑞(𝑝 + 2), 𝑝 + 1):  log𝑞(𝑝 + 2) ∈ ℤ} 
และ 𝐸 = {(𝑝, 𝑞, 1, log𝑞(𝑝𝑟2 − 1), 𝑝𝑟): 𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}, log𝑞(𝑝𝑟2 − 1) ∈ ℤ} 

และยิ่งไปกว่าน้ัน ถ้า 𝑝 ≡ 1(mod 4) และ 𝑞 ≡ 1(mod 4) จะได้ว่า สมการดังกล่าวไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ 
นอกจากนี ้สิ่งท่ีน่าสนใจในการศึกษาต่อไป คือ การหาผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบของสมการท่ีอยู่ในรูป 𝑝𝑥 + (𝑝𝑞)𝑦 = 𝑧2 
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