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บทคัดย่อ 

 เราขยายแนวคิดของผลคูณฮาดามาร์ด ผลบวกฮาดามาร์ด และผลคูณฮาดามาร์ดแบบบล็อกสำหรับเมทริกซ์เหนือฟิลด์ไปสู่เมทริกซ์
เหนือกึ่งริงสลับท่ีใด ๆ เราพิจารณาสมบัติของการดำเนินการดังกล่าวท่ีเกี่ยวกับการบวก การคูณด้วย สเกลาร์ การคูณแบบปกติ การสลับ
เปลี่ยน และรอยเมทริกซ์  ยิ่งกว่านั้นเราแสดงให้เห็นว่าผลคูณฮาดามาร์ดและผลคูณ ฮาดามาร์ดแบบบล็อกเป็นเมทริกซ์ย่อยของผลคูณ
โครเนคเคอร์และผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อก ตามลำดับ 

คำสำคัญ: เมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ี  ผลคูณฮาดามาร์ด  ผลบวกฮาดามาร์ด  ผลคูณฮาดามาร์ดแบบบล็อก 
Abstract 

       We extend the notions of Hadamard product, Hadamard sum, and block Hadamard product for matrices over 
a field to matrices over an arbitrary commutative semiring. We investigate their properties involving the addition, the 
scalar multiplication, the usual multiplication, the transposition, and traces. Moreover, we show that the Hadamard 
product and the block Hadamard product are submatrices of the Kronecker product and the block Kronecker 
product, respectively. 

Keywords: matrix over a commutative semiring, Hadamard product, Hadamard sum, block Hadamard product. 
  
1. บทนำ 
 ในพีชคณิตเชิงเส้น เราศึกษาเมทริกซ์ที่สมาชิกมาจาก
ฟิลด์และปริภูมิเวกเตอร์เหนือฟิลด์ แนวคิดดังกล่าวได้ถูกขยาย
ไปโดยพิจารณาให้สเกลาร์เป็นสมาชิกของโครงสร้างเชิง
พีชคณิตอื่นท่ีเป็นรูปแบบท่ัวไปของฟิลด์ เช่น กึ่งริง (semiring) 
หรือกึ่งริงสลับท่ี (commutative semiring) ศึกษาได้จาก [7], 
[8], [19] นักคณิตศาสตร์หลายท่านได้ศึกษาแนวคิดดังกล่าวใน
หลายประเด็น เช่น เมทริกซ์ผกผัน ตัวกำหนด ความเป็นอิสระ
เชิงเส้น และปริภูมิกึ่งเชิงเส้น(semilinear spaces) ดูได้จาก
งานว ิจ ัย [3], [4], [11], [12], [13], [15], [17], [18] แนวคิด
ของเมทริกซ์เหนือโครงสร้างดังกล่าวถูกนำมาใช้ในหลายสาขา  
เช่น สารสนเทศ การวิจัยดำเนินงาน ทฤษฎีเครือข่าย ศึกษาได้
จาก [2], [5] 

 ผลคูณของเมทริกซ์จริงหรือเมทริกซ์เชิงซ้อนซ่ึงป็นท่ีรู้จัก
และมีการประยุกต์ใช้ในสาขาต่าง ๆ ได้แก่ ผลคูณแบบปรกติ 
ผลคูณโครเนคเคอร์ (Kronecker product) (ศึกษาเพิ่มเติมได้
จากบทความปริทรรศน์ [16]) และผลคูณฮาดามาร์ด  
(Hadamard product) [6] ผลคูณฮาดามาร์ดมีการประยุกต์
ในการวิเคราะห์เชิงสถิติ โดยเฉพาะอย่างยิ่งใช้ในแบบจำลอง
เชิงเส้นทั่วไป (general linear models) และแบบจำลองการ
ว ิ เคราะห ์ต ัวประกอบในร ูปท ั ่ ว ไป (generalized factor 
analysis model) ในงานวิจัย [14] ได้พิจารณาศึกษาสมบัติ
เชิงพีชคณิตของผลคูณโครเนคเคอร์สำหรับเมทริกซ์เหนือกึ่งริง
สลับท่ีใด ๆ ผลบวกฮาดามาร์ด (Hadamardsum) สำหรับเมท
ริกซ์จริง/เชิงซ้อนถูกนำเสนอในงานวิจัย [1] สมบัติของผลบวก
ฮาดามาร์ดถูกศึกษาใน [1] และ [9]  
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 ในงานวิจัยน้ี เราขยายแนวคิดของผลคูณฮาดามาร์ดและ
ผลบวกฮาดามาร์ดสำหรับเมทริกซ์จริง/เมทริกซ์เชิงซ้อนไปสู่
เมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ีใดๆ เราพิจารณาสมบัติของผลคูณ
ดังกล่าวที่เกี่ยวกับการดำเนินการเชิงพีชคณิต ได้แก่ การบวก 
การคูณด้วยสเกลลาร์ การคูณแบบปกติ การสลับเปลี่ยน และ
รอยเมทริกซ์  ต่อมาเราจะขยายแนวคิดไปสู่ผลคูณฮาดามาร์ด
แบบบล็อกของเมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ี สมบัติเชิงพีชคณิต
ของผลคูณฮาดามาร์ดแบบบล็อกจะได้มาจากสมบัติของผลคูณ
ฮาดามาร์ด 
  ในหัวข้อถัดไปจะกล่าวถึงความรู้พื้นฐานเกี่ยวกับกึ่งริง
สล ับที ่และการดำเนินการเช ิงพ ีชคณิตสำหร ับ เมทร ิกซ์  
เหนือกึ่งริงสลับท่ี  ผลการวิจัยจะอยู่ในหัวข้อท่ีสามและหัวข้อท่ี
สี่ ซึ่งจะกล่าวถึงสมบัติเชิงพีชคณิตของผลคูณฮาดามาร์ดและ
ผลคูณฮาดามาร์ดแบบบล็อก ตามลำดับ 

 
2. เมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ี 

กึ่งริงสลับที่เป็นโครงสร้างเชิงพีชคณิตที่ถูกศึกษาใน [8] 
และ [19] ดังน้ี 

บทนิยาม2.1 ให้ L เป็นเซตซึ่งมีการดำเนินการทวิภาคสอง
อย่างบน L โดยจะเรียกว่าการบวกและการคูณ ซึ่งแทนด้วย
สัญลักษณ์  และ e  ตามลำดับ 
ถ้า L สอดคล้องกับสมบัติต่อไปน้ี 
1. ( , )L  เป็นโมนอยด์สลับท่ี เราแทนเอกลักษณ์ 
    ของ ( , )L ด้วย 0   
2. ( , )eL เป็นโมนอยด์สลับท่ี เราแทนเอกลักษณ์ 
    ของ ( , )eL ด้วย 1   
3. สำหรับทุกๆ , ,x y zL  

( )x y z x y x z + =  +  และ 

( )x y z x z y z+  =  +   
4. 0 0 0r r r = =   L  
5. 0 1  
เรากล่าวว่า ( , , ) eL เป็นกึ่งริงสลับที่ หรือกล่าวอย่างย่อว่า
L เป็นกึ่งริงสลับท่ี 
ตัวอย่าง 2.2 
1.ทุกฟิลด์เป็นกึ่งริงสลับท่ีภายใต้การดำเนินการปกติในกรณี
เฉพาะ ,¤ ¡ และ£ เป็นกึ่งริงสลับท่ี 
2. ช่วงปิด [0,1] เป็นกึ่งริงสลับท่ีภายใต้การดำเนินการ  

sup{ , }x y x y+ = และ min{ , }x y x y =  
โดยมีจำนวนจริง 0 เป็นเอกลักษณ์การบวกและมี 
จำนวนจริง1 เป็นเอกลักษณ์การคูณ  เราเรียกกึ่งริง 
สลับท่ีน้ีว่าพีชคณิตวิภิชนัย (fuzzy algebra) [10] 

3. ให้ A  เป็นสับเซตของ ¡  ซึ่งมี a  เป็นค่าสูงสุดและ b  
เป็นค่าต่ำสุด โดยที่ a b จะได้ว่า A เป็นกึ่งริงสลับท่ีภายใต้
การดำเนินการ 

max{ , }x y x y = และ min{ , }x y x y=e  
โดยมี a  เป็นเอกลักษณ์การบวกและ b  เป็น  เอกลักษณ์การ
คูณ  
4. ภาคขยายของระบบจำนวนจริง { , } − ¡  
เป็นกึ่งริงสลับท่ีภายใต้การดำเนินการ 

max{ , }x y x y+ =  และ min{ , }x y x y=g  
โดยมี −  เป็นเอกลักษณ์การบวกและ  เป็น  เอกลักษณ์
การคูณ  
5. {0}¥  และ ¢ เป็นกึ่งริงสลับที่ภายใต้การบวกและการ
คูณแบบปกติ 
6. {0}¥ เป็นกึ่งริงสลับท่ีภายใต้การดำเนินการ 

 
0

gcd( , )
x y

x y


 = 


 ; 0

;

x y

otherwise

= =  

lcm( , )

0

x y
x y


+ = 



; ,

;

x y

otherwise

¥  

7. ให้ 1n   จะได้ว่าเซต n¢  ของจำนวนเต็มมอดุโล n  เป็น
กึ่งริงสลับท่ีภายใต้การดำเนินการปกติ โดยมี 0 เป็นเอกลักษณ์
การบวกและ 1 เป็นเอกลักษณ์การคูณ 
ตัวอย่าง 2.3 ให้ ( , , )L  e  และ ( , , )R + g  เป็นกึ่งริงสลับท่ี 
จะได้ว่า L R เป็นกึ่งริงสลับท่ีภายใต้การดำเนินการรายพิกัด 

  1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )a b a b a a b b =  +  

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )a b a b a a b b =e e g  
สำหรับทุก 1 1 2 2( , ),( , )a b a b L R   

 
ในบทความนี้เราให้ L  เป็นกึ่งริงสลับท่ี สำหรับแต่ละ 

,m n¥   ให ้  , ( )m nM L   เป ็นเซตของเมทร ิกซ์ขนาด 
m n  ซึ ่งสมาชิกแต่ละตำแหน่งมาจาก L  เราเขียนแทน
สมาชิกตำแหน่งท่ี ( , )i j  ของเมทริกซ์ A  ด้วย ija  ในกรณีน้ี

เราเข ียนแทนด้วย
,ij m n

A a =   หรือ ijA a =     ในกรณี

เฉพาะท่ี m n=  เราจะเขียนแทน , ( )n nM L  ด้วย ( )nM L

สัญลักษณ์ [ ]ij ijA A= หรือ [ ]ijA A= หมายความว่าเมทริกซ์
A ถูกแบ่งออกเป็นบล็อกโดยมีบล็อกท่ี ( , )i j เป็น ijA  

การดำเนินการพื้นฐานเชิงพีชคณิตสำหรับเมทริกซ์เหนือ
กึ่งริงสลับที่สามารถนิยามได้ในทำนองเดียวกับเมทริกซ์เหนือ
ฟ ิ ล ด์   ส ำ ห ร ั บ แ ต่ ล ะ  , ( ),ij m nA a M =   L

, ( )ij m nB b M =   L และ kL   เรานิยามการบวก การ

คูณด้วยสเกลาร์ และการสลับเปลี่ยน ดังน้ี 
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, ( )ij ij m nA B a b M + = +   L  

, ( )ij m nkA ka M =   L  
, ( )T

ji m nA a M =   L  

เรานิยามการคูณของเมทริกซ์
,[ ] ( )ij m nA a M=  L และ

,[ ] ( )ij n tB b M=  L  ดังน้ี 

,

1

( )
n

ik kj m t

k

AB a b M
=

 
=  
 
 L  

รอย (trace) ของเมทริกซ์ [ ] ( )ij nA a M=  L  คือผลบวก
ของสมาชิกในแนวทแยงมุมหลักของ A  น่ันคือ  

1

tr
n

ii

i

A a
=

=
 

เราได้ว่าการดำเนินการเชิงพีชคณิตข้างต้นมีสมบัติเช่นเดียวกับ
เมทริกซ์จริง ยกเว้นสมบัติท่ีเกี่ยวกับตัวผกผันและการตัดออก 
ดูได้จากงานวิจัย [14], [17] 
 
3. ผลคูณฮาดามาร์ดและผลบวกฮาดามาร์ดสำหรับเมทรกิซ์

เหนือกึ่งริงสลับท่ี 
ในหัวข้อนี้เราจะขยายแนวคิดของผลคูณฮาดามาร์ดและ

ผลบวกฮาดามาร์ดสำหรับเมทริกซ์ที่มีสมาชิกเป็นจำนวนจริง
ไปสู่เมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ีใด ๆ 

บ ท น ิ ย า ม  3. 1 ส ำ ห รั บ ,[ ] ( )ij m nA a M=  L แ ล ะ 

,[ ] ( )ij m nB b M=  L  ผลคูณฮาดามาร์ดของ A   
และ B  นิยามดังน้ี                    

,[ ] ( )ij ij m nA B a b M= e L  
ทฤษฎีบทถัดไปจะกล่าวถึงสมบัติเชิงพีขคณิตของผลคูณ

ฮาดามาร์ดของเมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ี 

ทฤษฎีบท 3.2 ให้ ,, , ( )m nA B C M L และ kL จะได้ว่า 

1. A B B A=e e  
2. ( ) ( ) ( )k A B kA B A kB= =e e e  

3. ( ) ( ) ( )A B C A C B C+ = +e e e  

4. ( )T T TA B A B=e e  

5. ( ) ( )A B C A B C=e e e e  

6. 
nA J A=e เมื่อ 

,

1 1 1

( )

1 1 1

n m nJ M

 
 

= 
 
  

L

M M O M

L

L  

7. A 0 = 0e   โดยที ่ , ( )m nM0 L   
มีสมาชิกเป็น 0  ในทุกตำแหน่ง 

 
บทพิสูจน์ ให้ [ ], [ ]ij ijA a B b= =  และ [ ]ijC c=  โดย
สมบัติของการบวกและการคูณบนกึ่งริงสลับท่ีในบทนิยาม 2.1 
จะได้ว่า 

[ ] [ ]ij ij ij ijA B a b b a B A= = =e e  
( ) [ ( )]

[( ) ] ( )

[ ( )] ( )

ij ij

ij ij

ij ij

k A B k a b

ka b kA B

a kb A kB

=

= =

= =

e

e

e

 

( ) [( ) ]

[( ) ( )]

( ) ( )

ij ij ij

ij ij ij ij

A B C a b c

a c b c

A C B C

+ = +

= +

= +

e

e e

 

( ) [ ]

[ ]

T T

ij ij

ji ji

T T

A B a b

a b

A B

=

=

=

e

e

 

( ) [( ) ]

[ ( )]

( )

ij ij ij

ij ij ij

A B C a b c

a b c

A B C

=

=

=

e e

e e

 

สำหรับสมบัติข้อ 6 และข้อ 7 น้ันเห็นได้ชัด 

ทฤษฏีบท 3.3 ให้ ,, ( )m nA B M L จะได้ว่า tr( )AB เท่ากับ
ผลบวกสมาชิกทุกตำแหน่งของ TA Be  น่ันคือ 

  tr( ) ( )T TAB e A B e= e  
เมื่อ   ,11 1 ( )

T

ne M= L L  

บทพิสูจน ์ให้ [ ]ijA a=   และ [ ]ijB b=  จะได้ว่า 

11 11 1 1 11 1 1

1 11 1 1 1

n n n n nn

n nn n n n nn nn

a b a b a b a b

AB

a b a b a b a b

+ + + + 
 

=
 
 + + + + 

K L K

M O M

K L K

ดังน้ัน 

 

 

11 11 1 1 1 1

11 11 1 1

1 1

11 1 11 1

1 1

tr( ) ( ) ( )

1

1 1

1

1

1 1

1

( )

n n n n nn nn

n n

n n nn nn

n n

n nn n nn

T T

AB a b a b a b a b

a b a b

a b a b

a a b b

a a b b

e A B e

= + + + + + +

   
   

=
   
     

      
      

=       
           

=

K K K

L

L M O M M

L

L L

L M O M e M O M M

L L

e

 

ทฤษฏีบท 3.4 ให้ , ( )
n

A B M L และให้ ( )
n

D M L เป็น
เมทริกซ์ทแยงมุม จะได้ว่า 

1. ( ) ( ) ( )D A B DA B A DB= =e e e  
2. ) ( ) ( )( B D AD B A BDA = =e e e    
3. ( ) ( ) ( )D A B D DAD B A DBD= =e e e   
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   ( ) ( ) ( ) ( )DA BD AD DB= =e e  

บทพิสูจน์ ให้ [ ]ijA a=   และ [ ]ijB b=   โดยสมบัติของ
ก า ร บ ว ก แ ล ะ ก า ร ค ู ณ ใ น บ ท น ิ ย า ม  2.1 จ ะ ไ ด ้ ว่ า

11 11 11 1 1

1 1

11 11 11 11 1 1

1 1

11 11 11 11 1 1

1 1

11 11 11

0

( )

0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n n

nn n n nn nn

n n

nn n n nn nn nn

n n

nn n n nn nn nn

d a b a b

D A B

d a b a b

d a b d a b

d a b d a b

d a b d a b

d a b d a b

d a d

   
   

=
   
      

 
 

=
 
  

 
 

=
 
  

=

L L

e M O M M O M

L L

L

M O M

L

L

M O M

L

L 1 11 1

1 1

( )

n n

nn n nn nn n nn

a b b

d a d a b b

DA B

   
   
   
      

=

L

M O M e M O M

L L

e

 

สมบัติอื่น ๆ สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกัน 
ข้อสังเกต 3.5 ให้ ,, , ( )m nA B C M L  
1. ถ้า A B = 0e   แล้ว A= 0  หรือ B = 0   ไม่ 
เป็นจริงในกรณีท่ัวไป พิจารณาได้จากเมทริกซ์เหนือกึ่ง 
ริงสลับท่ี 

10= ¢L โดย 

2 3

0 1
A

 
=  
 

  และ 5 0

0 0
B

 
=  
 

 

2. ถ้า A A= 0e  แล้ว A= 0  ไม่เป็นจริงในกรณีทั่วไปเช่น 
พ ิ จารณาเมทร ิก ซ์ เหน ื อก ึ ่ ง ร ิ ง สล ั บท ี ่   

4= ¢L และ

2 2

0 0
A

 
=  
 

 

3. ถ้า A B A C=e e   แล้ว B C=   ไม่เป็นจริงในกรณี
ท่ัวไปเช่น พิจารณาเมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ี

9=¢L โดย

3 4

5 2
A

 
=  
 

, 5 1

0 4
B

 
=  
 

, 2 1

0 4
C

 
=  
 

 

 
ในลำดับถัดไปจะศึกษาผลบวกฮาดามาร์ดสำหรับเมท

ริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ีใด ๆ 

บทนิยาม 3.6  ให้ , ( )nA B M L เรานิยามผลบวกฮาดา
มาร์ดของ A และ B ดังน้ี 

( ) ( )n nA B A I I B= +e e#  
โดยทฤษฎีบท 3.2 จะได้ว่า ( ) nA B A B I= + e#  
ทฤษฎีบท 3.7 ให้ ,, , ( )m nA B C M L จะได้ว่า 
1. (การสลับท่ี) A B B A=# #  
2. (การเปลีย่นกลุ่ม) ( ) ( )A B C A B C=# # # #  
3. (การกระจายเหนือการบวก) 

( ) ( ) ( )A B C A B A C=e e e# #  

บทพิสูจน์ สมบัติท้ังสามข้อได้มาโดยตรงจากสมบัติของผลคูณ
ฮาดามาร์ดในทฤษฎีบท 3.2 ข้อ 1,3,5 

ข้อสังเกต 3.8 
1. ผลบวกฮาดามาร์ดไม่มีเอกลักษณ์ กล่าวคือ สำหรับแต่ละ

( )nX M L  จะมี  
1 1

( )

1 1

nY M

 
 

= 
 
  

L

M O M

L

L

 
ท่ีทำให้ X Y Y#  
2. ผลบวกฮาดามาร์ดไม่มีสมบัติการตัดออก นั่นคือ ไม่จริงใน
กรณีทั่วไปท่ีถ้า A B A C=# #  แล้ว B C= เช่น พิจารณา
กึ่งริงสลับท่ี 

10= ¢L= และ 
6 5 6 1 0 3 5 6

7 8 3 1 5 4 0 7
, ,

0 4 8 5 1 2 4 6

2 3 1 0 1 2 2 7

A B

   
   
   = =
   
   
      

 

0 5 4 6

7 4 0 7

6 7 4 6

4 0 2 7

C

 
 
 =
 
 
  

 

ลำดับถัดไปจะกล่าวถึงความสัมพันธ์ระหว่างผลคูณฮาดา
มาร์ดกับผลคูณโครเนคเคอร์ของเมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ี 

บทนิยาม 3.9 ให้ , ( )m nA M L และ , ( )p qB M L ผลคูณ
โครเนคเคอร์ของ A และ B นิยามโดย 

( ),ij mp nqij
A B a B M  =   L  

นั ่นคือแต่ละบล็อกท่ี ( ),i j ของ A B  คือ ija B สำหรับ
1,2,...,i m= และ 1,2,...,j n=  

ทฤษฎีบท 3.10  ให้ ( ),, m nA B M L  จะได้ว่า  

,( )A B A B  = e  
เมื่อ  21, 2,2 3, ,m m m = + + K และ 

     21, 2,2 3, ,n n n = + + K น่ันคือ A Be   

เป็นเมทริกซ์ย่อยของ A B ท่ีมแีถว 

แนวต้ังกำหนดโดยเซต  α และ β ตามลำดับ 
ยิ่งกว่าน้ันในกรณีท่ี m n=  จะได้ว่า A Be  เป็นเมทริกซ์
ย่อยสำคัญของ A B  

บทพิสูจน ์ ให้ [ ]ijA a=  และ [ ]ijB b=   จะได้ 
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11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b
A B

a b a b a b

 
 
 =
 
 
 

L

L
e

M M O M

L

 

และ 

11 12 1 11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2 21 22 2

11 12 1

1 2 1 2 1 2

11 12 1

21 22 2

21

1 2

n n n

n n n

n

m m mn m m mn m m mn

n

n

m m mn

b b b b b b b b b

b b b b b b b b b
a a a

b b b b b b b b b

b b b

b b b
a

b b b

A B

=



     
     
     
     
     
     

 
 
 
 

 

L L L

L L L
L

M M O M M M O M M M O M

L L L

L

L

M M O M

L

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

22 2

1 2 1 2

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2

1 2 1 2

n n

n n

n

m m mn m m mn

n n

n n

m m

m m mn m m mn

b b b b b b

b b b b b b
a a

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b
a a

b b b b b b

   
   
   
   

    
   

   
   
   
  
  
   

L L

L L
L

M M O M M M O M

L L

M M O M

L L

L L

M M O M M M O M

L L

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

mn

m m mn

b b b

b b b
a

b b b

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
  

   
   

  

L

L
L

M M O M

L

11 12 11 1 12 11 12 1 1 11 1 12

11 21 11 22 11 2 12 21 12 22 12 2 1 21 1 22 1 2

11 1 11 2 11 12 1 12 2 12 1 1 1 2 1

21 11 21 12 2

n n n n

n n n n n n

m m mn m m mn n m n m n mn

a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a b a b a

=

L L L

L L L
L

M M O M M M O M M M O M

L L L

L

11 11 12 12 1n 1n
a b a b a b

1 1 22 11 22 12 22 1 2 11 2 12 2 1

21 22 21 2 22 21 22 2 2 21 2 22

21 1 21 2 21 22 1 22 2 22 2 1 2 2 2

1 11 1 12 1 1

1 21

n n n n n n

n n n n

m m mn m m mn n m n m n mn

m m m n

m m

b a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a b a b a b

a b a

L L

L L L
L

M M O M M M O M M M O M

L L L

M M O M

L

21 21 22 22 2n 2n
a b a b a b

2 11 2 12 2 1 11 12 1

1 22 1 2 2 21 2 22 2 2 21 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2

m m m n mn mn mn n

m n m m m n mn mn mn n

m m m mn m m m mn mn m mn m

a b a b a b a b a b a b

b a b a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

L L

L L L
L

M M O M M M O M M M O M

L L L
m1 m1 m2 m2 mn mn

a b a b a b  
จะเห็นว่า ตำแหน่งที่ ( , )i j  ของ A Be   จะเท่ากับตำแหน่ง

ที่ ( , )i j   ของ A B  เมื่อ 
1 1, =

1 1i i m  −= + +  

สำหรับ 1,2, ,i m= K  

1 1, = 1 1j j n  −= + + สำหรับ 1,2,...,j n=  จะได้ว่า 
2

2 32, 2 3, , mm m m  = + = + =K แ ล ะ  
2

2 32, 2 3, , nn n n  = + = + =K   
ดังน้ันแถวและแนวต้ังได้จาก α และ β ตามลำดับ  

4. ผลคูณฮาดามาร์ดแบบล็อกของเมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับที่
ในหัวข้อน้ีเราพิจารณาศึกษาผลคูณฮาดามาร์ดแบบบล็อก
ของเมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ี 

บ ท น ิ ย า ม  4.1 ส ำ ห ร ั บ แ ต ่ ล ะ , ( )m nA M L   แ ล ะ  

  , ( )kl p qB B M=  L  ซึ ่งแต่ละบล็อกย ่อย
klB  มีขนาด 

m n  ผลคูณฮาดามาร์ดแบบบล็อกของ A และ B นิยามโดย 

,[ ] ( )kl kl p qA B A B M= e L*  
น่ันคือ A B* มีเมทริกซ์ย่อยท่ี (k, l) เป็น

klA Be   

ทฤษฎีบทถัดไปจะกล่าวถึงสมบัติเชิงพีชคณิตของผลคูณ
ฮาดามาร์ดแบบบล็อกเหนือกึ่งริงสลับท่ี     

 
ทฤษฎีบท4.2 ให้ , ,A B C เป็นเมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับที่ซึ่งมี
ขนาดและการแบ่งบล็อกที ่ทำให้การดำเนินการต่อไปนี ้มี
ความหมายและให้  L  จะได้ 

1. ( ) ( ) ( )A B A B A B  = =* * *  
2. ( ) ( ) ( )A C CB A CB= ++ * * c * c  
3. ( ) ( ) ( )A B C A B A C+ = +* * b * b 

4. ( )
T T T

A B A B=* * b  
5. ( ) ( )A B C A B C=* * c * b *  
6. A A= =0 0 0* *  

บทพิสูจน์ 1. ให้ ,[ ] ( )ij m nA a M=  L  และ 

,[ ] ( )kl p qB B M=  L โดยแต่ละบล็อกย่อย 
klB  มีขนาด 

m n จะได้ว่า 

      ( ) [ ]kl klA B A B = e*  

โดยทฤษฎีบท 3.2 ข้อ 2 จะได้ว่า 

      
( ) [( ) ] ( )

[ ( )] ( )

kl kl

kl kl

A B A B A B

A B A B

  

 

= =

= =

e

e

* *

*
 

 
2. ให้ ,[ ] ( )ij m nA a M=  L , ,[ ] ( )ij m nB b M=  L และ 

,[C ] ( )kl p qC M=  L  โดยแต่ละบล็อกย่อย 
klC  มีขนาด 

m n จะได้ว่า 

      ( ) [( ) ]kl klA B A BC C+ = + e*  

โดยทฤษฎีบท 3.2 ข้อ 3 จะได้ 

      

( ) [( ) ( )]

[( )] [( )

)( ( )

]

kl kl kl

kl kl kl

A B A C B C

A C B

C

C

C

CA B

+ +

= +

= +

= e e

e e

*

* c * c

 

 
3. พิสูจน์ในทำนองเดียวกันกับข้อ 2 
4. ให้ ,[ ] ( )ij m nA a M=  L และ ,[ ] ( )kl p qB B M=  L  
โดยแต่ละบล็อกย่อย 

klB  มีขนาด m n โดยบทนิยามของผล
คูณฮาดามาร์ดแบบบล็อก สมบัติของการสลับเปลี่ยน และ
ทฤษฎีบท 3.2 ข้อ 4 จะได้ว่า 

      

( ) [ ]

[( ) ]

[ ( ) ]

T T

kl kl

T

lk kl

T T

lk kl

T T

A B A B

A B

A B

A B

=

=

=

=

e

e

e

*

*
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5. ให้
, ( ),m nA M L ,[ ] ( ),kl p gB B M=  L  

,[ ] ( )uv r sC C M=  L โดยที่แต่ละบล็อกย่อย 
klB  และ 

uvC  มีขนาด m n  และ p q  ตามลำดับ และให้ ,u v

ijC  
คือสมาชิกตำแหน่งที่ ( , )i j  ของเมทริกซ์แบบบล็อก uvC  โดย  

, ,m p m r p r   และ   , ,n g n s g s โดยบทนิยามของผล

คูณฮาดามาร์ดแบบบล็อกและทฤษฎีบท 3.2 ข้อ 5 จะได้ว่า 

      
,

( ) [ ]

[( ) ]

[ ( )]

[ ]

[ ]

( )

kl kl

kl uv uv

kl uv uv

u v

ij uv

uv uv

A B C A B C

A B C

A B C

A B C

A B C

A B C

=

=

=

=

=

=

e

e e

e e

e e

e e

* * c * c

* b *

 

6. เห็นได้ชัดจากทฤษฎีบท 3.2 ข้อ 7 
ต่อไปจะกล่าวถึงผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกของเมท

ริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ี 
บทนิยาม 4.3 ให้ ( ),m nA M L  และ 
   ( ),kl p qB B M=  L ผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกของ
A และ B  นิยามโดย 

  ( ), kl mp nqkl
A B A B M=   L)  

ทฤษฎีบทถัดไปจะกล่าวถึงความสัมพันธ์ระหว่างผลคูณ
ฮาดามาร์ดแบบบล็อกและผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกของ
เมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับท่ี 
ทฤษฎีบท 4.4 ให้ , ( )m nA M L  และ 
   , ( )kl p qB B M=  L   ถูกแบ่งเป็นบล็อกย่อย โดยบล็อก
ย่อยท่ี (k, l)  ของ B  มีขนาด m n  จะได้ว่า สมาชิกตำแหน่ง 
( , )i j  ในบล็อกย่อยที่ (k, l)  ของ A B*  จะเท่ากับสมาชิก
ตำแหน่งท่ี ( , )i j   ในบล็อกย่อยท่ี (k, l)  ของ A B)   เมื่อ 

1 1, =
1 1i i m  −= + +  โ ด ย ท ี ่  1,2,...,i m=  แ ล ะ 

1 1 = , 1 1j j n  −= + +  โดยที่ 1,2,...,j n=  

บทพิสูจน์  ให้ , ,( ), ( )m n p qA M B M L L และ
klB  แทน

บล็อกย่อยที ่ kl ของ B   มีขนาด m n  สำหรับแต่ละ 
1,2,...,k s=  และ 1,2,...,l t=  
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เมื่อพจิารณาทีละบล็อก จะได้ว่าแต่ละบล็อกย่อยท่ี ( , )k l  ของ
A B)  สำหรับ 1,2,...,k s=  และ  

1,2,...,l t=  เป็นดังน้ี
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แต่ละบล็อกย่อยท่ี ( , )k l  ของ A B*  เป็นดังน้ี 
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ดังนั้น จากทฤษฎีบท 4.4 จะได้ว่าสมาชิกตำแหน่งท่ี ( , )i j  ใน
บล็อกย่อยที่ kl  ของ A B*   จะเท่ากับสมาชิกตำแหน่งท่ี 
( , )i j   ในบล็อกย่อยที่ kl  ของ A B)  เมื ่อ 

1 1 = ,
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1 1i i m  −= + +  โดยท ี ่  1,2,...,i m=  และ 
1 1 = ,

1 1j j n  −= + +  โดยที่ 1,2,...,j n=  
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