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บทคัดยอ 
 
ลําดับ d  คือลําดับ ( )kx  ที่สอดคลองกับสมการเวียนเกิด 1 2k k kx dx x   สําหรับจํานวน

เต็ม d  และ 3k   การวิจัยนี้พิสูจนวาลําดับยอยบางลําดับของลําดับ d  ยังคงเปนลําดับ d   
นอกจากนี้เรายังไดศึกษาตัวกําหนดของเมทริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกเปนลําดับที่สอดคลองสมการเวียนเกิด
เดียวกัน ในกรณีของลําดับ d  ตัวกําหนดของเมทริกซมิติ n n  มีคาเปนศูนยเมื่อ n  มีคามากกวา 2   

 
คําสําคัญ : ลาํดับ d, เมทริกซของลําดบัจํานวนเต็ม, เมทริกซฟโบนกัชี 

 

Abstract 
 
A d -sequence is a sequence ( )kx  satisfying a recurrence relation 

1 2k k kx dx x   for integers d  and 3k  .  In this article, we show that certain 

subsequences of a d -sequence are still d -sequences. We also study the determinant of 
square matrices whose entries satisfy the same linear recurrence relation. In the case of 
d -sequences, the n n  matrix has determinant zero if n  is greater than 2 . 

 
Keywords: d−sequence, matrices of integer sequences, Fibonacci matrix 

 

1. บทนํา 
ลําดับฟโบนักชี   1( )k kF   คือลําดับซึง่นิยามดังน้ี 

2 1 , 1k k kF F F k         โดยที่    1 21, 1F F   

ในป 1997 Fisher [1] ไดสรางเมทริกซท่ีเกิดจากการนําลาํดับฟโบนักชีมาเรียงเปนเมทริกซจัตุรสัน่ันคือ 
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และไดพิสูจนวาถา 3  แลว det 0   

ในป  2004  Rajesh และ Leversha [2] ไดพิสจูนวา ลําดับเทอมคี่ 2 1 1( )k kF    สอดคลองกับ

ความสัมพันธเวียนเกิด  

1 23k k kx x x      สําหรับ 3k   

โดยที่ 2 1k kx F    และพสูิจนวา ลาํดับเทอมคู 2 1( )k kF  สอดคลองกับความสัมพันธเวียนเกิดดังกลาว

ขางตนเชนกัน โดยที่  2k kx F  และในป 2007 Crilly [3] ไดนิยามลําดับ 0( )k kx   เปนลําดับ d  ถา 

0( )k kx   สอดคลองกับความสัมพันธเวียนเกิด 

1 2k k kx dx x      สําหรับ 3k   

และไดพิสูจนวาถาเมทริกซ 
1 1

k k
k

k k

a b
A

a b 

 
  
 

 โดยที่สมาชิกอยูในลําดับ 0( )k ka   และ 0( )k kb   ซึ่ง

เปนลําดับ d  แลว 1| det | det| |k kA A   

ในสวนแรกของงานวิจัยชิ้นนี้ ผูวิจัยไดขยายผลงานของ Rajesh และ Leversha [2] โดยแสดงวา
ลําดับยอย 0( )mn l nx    ของลําดับ d 0( )k kx   ยังคงเปนลําดับ d  ในสวนที่สอง ผูวิจัยไดขยายผลงาน

ของ Fisher [1] และ Crilly [3] โดยไดพิจารณาสมบัติของเมทริกซจัตุรสัที่มีสมาชิกเปนลาํดับที่สอดคลอง
กับความสัมพันธเวียนเกิดเดียวกัน และผลลัพธที่ไดสามารถไปพิสูจนผลลัพธของ Fisher [1] และ Crilly [3]  

 

2. ความรูพื้นฐาน 
บทนิยาม 2.1 ให d  เปนจํานวนเต็ม เราเรยีกลําดับ ( )kx  วา ลําดับ d  ชนิดที่ I  ถา  ( )kx  สอดคลอง

กับความสัมพันธเวียนเกิด 
 1 2k k kx dx x     (1) 

สําหรับ 3k   และเรียกลําดับ ( )ky วา ลําดบั d  ชนดิที่ II  ถา ( )ky  สอดคลองกับความสัมพันธเวียน

เกิด 
 1 2k k ky dy y     (2) 

สําหรับ 3k   
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กําหนดให  1 2( , , )O d x x   และ 1 2( , , )T d x x  แทนลําดับ d  ชนดิที่ I และ II ท่ีมีคาเริ่มตน 

คือ 1x และ 2x  ตามลําดับ ในท่ีนี้ ลําดบัฟโบนักชี คือ ลําดับ (1,1,1)T  และลําดบัฟโบนักชีเทอมคี่และ

ลําดับฟโบนักชีเทอมคู  คือ (3,1, 2)O  และ (3,1,3)O  ตามลําดับ  

 
บทต้ัง 2.2 [4] ให 1c  และ 2c  เปนจํานวนจริง ถา 2

1 2 0r c r c   มีผลเฉลยคือ 1r  และ 2r  แลว 

ความสัมพันธเวียนเกิด 1 1 2 2k k kz c z c z    มผีลเฉลยในรูป 

1. k k
kz ar bkr   เมื่อ 1 2r rr   

2. 1 2
k k

kz ar br   เมื่อ 1 2r r  

สําหรับบางจํานวนเชิงซอน a  และ b  

 
จากบทตั้ง 2.2 จะไดวา 
1. ผลเฉลยของสมการ (1) กรณีที ่ 2d   คือ kx a bk  ( 1)k   สําหรับบางจํานวน

เชิงซอน  ,a b  

2. ผลเฉลยของสมการ (1) กรณีที่ 2d   คือ k k
kx a b    ( 1)k   สําหรับบางจํานวน

เชิงซอน ,a b  โดยที่ 
2 4

2

d d  
   และ  

2 4

2

d d  
  

3. ผลเฉลยของสมการ (2) คือ k k
ky a b    ( 1)k   สําหรับบางจํานวนเชิงซอน  ,a b   

โดยที่ 
2 4

2

d d 
  และ 

2 4

2

d d 
  

 
ลําดับถัดไป เราพิจารณารูปทั่วไปของ ลําดับ d ทั้งสองชนดิเพ่ือเปนพ้ืนฐานสําคัญในการนําไปใชใน

ตอนที่ 3 
 

บทต้ัง 2.3 ให a  และ b  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  ลําดับ ( )kx  โดยที่ kx a bk  เปนลําดับ d  

ชนดิที่ I โดยที่ 2d   
 
การพิสูจน  ให kx a bk   พิจารณา  1 22 k kx x   จะไดวา 

1 22 ( 1)2( ) ( ( )2)

k

k kx x a b k a b k

a bk

x

    
 

 


 

 ดังน้ัน ( )kx  เปนลําดับ d  ชนิดที่ I 
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บทต้ัง 2.4 ให , ,a b   และ   เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ ซึ่ง 1   และ d    โดยที่ d  

เปนจํานวนเตม็ไมเทากับ 2  แลว ลําดับ ( )kx  โดยที่ k k
kx a b    สําหรับ 1k  เปนลําดับ d  

ชนดิที่ I  
 

การพิสูจน ให k k
kx a b    พิจารณา  1 2k kdx x   จะไดวา  

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

( ) ( )

( )( ) ( )

k k k k
k k

k k k

k k

k

k

dx x a b a b

a b

a

b

d

b

x

a






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 



   
 

   

 

  



 






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ดังนั้น ( )kx  เปนลําดับ d  ชนิดที่ I 

 
บทต้ัง 2.5 ให , ,a b   และ   เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ ซึ่ง 1    และ d    แลว ลําดับ 

( )ky  โดยที่ k k
ky a b    สําหรับ 1k  เปนลําดับ d  ชนิดที่ II 

การพิสูจน  ให k k
ky a b    จะไดวา  

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

( ) ( )

( )( ) ( )

k k k k
k k

k k k

k k

k

k

dy y a b a b

a b
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
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   

 
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 ดังน้ัน ( )ky  เปนลําดับ d  ชนิดที่ II 

 

3. ทฤษฎีบทหลัก 
ในสวนนี้ เราจะสรางลําดับยอยจากลําดับจํานวนเตม็ 1( )k kx   โดยการนําลําดับจํานวนเตม็ 

1( )k kx  มาแบงเปนลําดับยอย m  ลําดับ ไดแก  
(1) (2) ( )( ), ( ), , ( )m
n n nX X X  

 โดยที่ ( )i
n mn iX x    นั่นคือ กําหนดให 

(1)
1 1 2 1

(2)
2 2 2 2

( )
2 3

( ) { , , , }

( ) { , , , }

( ) { , , , }

n m m

n m m

m
n m m m

X x x x

X x x x

X x x x

 

 











 


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เราจะแสดงวาลําดับยอยของลําดบั d   ที่สรางดังวิธีขางตนยังคงเปนลาํดับ d   ซึ่งคา d  ขึ้นกับคา m  
 
ทฤษฎีบท 3.1 [ลําดับตนกําเนิด d  ชนิดที ่I]  ให 1( )k kx  เปนลําดับ d ชนดิที่ I ซึ่งนิยามดังสมการ (1) 

ให m  เปนจํานวนเต็มบวก กําหนดให ( )
0 0( ) ( )l

n n mn l nX x     เปนลําดับยอยของ 1( )k kx   สําหรับ 

1 l m   แลว 

1. ถา 2d   แลว ลําดับ ( )( )l
nX สอดคลองกับสมการเวียนเกิด  

( ) ( ) ( )
1 12l l l

n n nX X X    

 

2. ถา 2d   แลว ลําดับ ( )( )l
nX สอดคลองกับสมการเวียนเกิด  

( ) ( ) ( )
1 1

l l l
n m n nX o X X    

โดยที่ m m
mo      และ

2 4

2

d d  
   

ยิ่งไปกวานั้น ลําดับ 1( )m mo    เปนลําดับ d ชนดิที่ I ซึ่งเปนลําดับ 2( , , 2)O d d d   

 
การพิสูจน ให 1( )k kx   เปนลําดับ d  ชนิดที่ I  

1. 2d  ; สําหรับจํานวนเตม็บวก l m  จะได 
( ) ( )

1 1
( )

(( 1) ) (( 1) )

( )

2 2 2
2

( )

l l
n n

l
n

X X a b n m l a b n m l

X a b nm l

a bmn bl

a b nm l

        


 

 
 

 

 

นั่นคือ ( ) ( ) ( )
1 12l l l

n n nX X X     

2.  2d  ; สําหรับจํานวนเตม็บวก l m  จะได 
( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 1
( )

( ) ( )

l l n m l n m l n m l n m l
n n

l nm l nm l
n

nm l m m nm l m m

nm l nm l

X X a b a b

X a b

a b

a b

   
 

     
 

       
 

 

   

 

   




  




 

เพราะ 1   ดังน้ัน m m m m       และ m m m m       ทําให 
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( ) ( )
1 1

( )

( )

(

(

)

)

)(

l l nm l m m nm l m m
n n

l nm l nm l
n

nm l nm l m m

nm l nm l

m m

m

X X a b

X a b

a b

a b

o

     
 

   
 

 

 
 

 

 

 

 









 







 

นั่นคือ 
( ) ( ) ( )

1 1
l l l
n m n nX o X X    

นอกจากนี้เพราะ m m
mo     ดังน้ัน ( )mo เปนลําดบั d ชนดิที่ I โดยที่  

2
1 2 1 2, 2, m m mo d o d o do o       สําหรับ 3m     

    
 
ลําดับถัดไป พิจารณาลําดับ d ชนดิที่ II 
 
ทฤษฎีบท 3.2 [ลําดบัตนกําเนดิ d  ชนิดที ่ II] ให 1( )k ky   เปนลําดับ d  ชนิดที่ II ซึ่งนิยามดังสมการ 

(2) ให m  เปนจํานวนเต็มบวก กาํหนดให ( )
0 0( ) ( )l

n n mn l nY y     เปนลําดับยอยของ 1( )k ky   

สําหรับ 1 l m   แลวลําดบั ( )( )l
nY  สอดคลองกับสมการเวียนเกิด 

( ) ( ) ( )
1 1( 1)l l m l

n m n nY t Y Y     

เมื่อ ( )m m
mt       และ

2 4

2

d d  
   

ยิ่งไปกวานั้น 1{ }m mt   เปนลําดับ d ชนดิที่ II นั่นคือ 2( , , 2)T d d d   

การพิสูจน ให 1( )k ky   เปนลําดับ d  ชนิดที่ II แลวจะไดวา 
( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1

( )

( 1) ( 1) ( 1)

( ( 1) ) ( ( 1) )

l m l n m l n m l m n m l m n m l
n n

l nm l nm l
n

nm l m m m nm l m m m

nm l nm l

Y Y A B B

Y A B

A B

A B

A   
 

     
 

       
 

 

   

 

      




    




 

เพราะ 1    และ ( 1)m m m m m        ดังน้ัน  
( ) ( )
1 1

( )

( 1)
( 1)

l m l
m m m m mn n

ml
n

Y Y
t

Y
     

      
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เพราะ m m
mt    ดังน้ัน mt  เปนลําดับ d ชนดิที่ II โดยที่ 

2
1 2 1 2, 2, m m mt d t d t dt t       สําหรับ 3m                         

               
บทแทรก 3.3 ลําดับของเทอมคู  2 1( )n nF  และลําดับเทอมคี่ 2 1 1( )n nF   ของลําดับฟโบนักชี เปนลําดับ 

d ชนดิที่ I ท่ีมี 3d   

การพิสูจน เนื่องจากลําดับฟโบนกัชี เปนลําดับ d ชนดิที่ II นั่นคือ (1,1,1)T  จากทฤษฎีบท 3.2 เมื่อเรา

เลือก 2m   เราจะไดวาลําดับ 2 1 1
(1)() Y( )n n nF     และ 2 1

(2)( (Y) )n nnF    สอดคลองกับ

ความสัมพันธ 
( ) ( ) ( )
1 2 1
l l l

n n nY t Y Y    

สําหรับ 1l   และ 2 จากสูตร 2
2 2t d   และลําดบัฟโบนักชีมีคา 1d   จะได 2 3t          

 
ลําดับถัดไปเราจะพิจารณาเมทริกซที่มีสมาชิกสอดคลองสมการเวียนเกิดเดยีวกัน โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือ
ศึกษาสมบัตบิางประการของเมทรกิซที่สรางขึ้นจากลําดับยอยขางตน 
 

ทฤษฎีบท 3.4 ให (1) (2) ( )( ), ( ), ,( )n
k k kX X X  เปนลําดับซึ่งสอดคลองความสัมพันธเวียนเกิดอนัดับ n  

เดียวกันโดยที่ 2n   นั่นคือ 

2 1 1 2 1 3 2n k n k n k n k kX c X c X c X X            

โดยที่ {1, 1}    และใหเมทริกซ 1 2( , , , )nM k k k  คือ 

1 2

1 2

1 2

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )
1 1 1

1 2

(1) (2) ( )
1 1 1

( , , , )

n

n

n

n
k k k

n
k k k

n

n
k n k n k n

X X X

X X X
M k k k

X X X

  

     

 
 
    
 
  





   



 

แลว 1
1 2 1 2det ( , , , ) (1 1 1) det1 ( , , , )n

n nM k k k M k k k       

การพิสูจน   
เราจะหาคาของ 1 2det ( , )1 ,1 1, nM k k k    จาก 1 2det ( , , , )nM k k k  ถา 

 

1 2

1 2

1 2

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )
1 1 1

1 1 2

(1) (2) ( )
1 1 1

( , , , )

n

n

n

n
k k k

n
k k k

n

n
k n k n k n

X X X

X X X
M k k k

X X X

  

  

     

 
 
    
 
  





   



 

ซึ่งไดจากคณูแถวที่ 1 ของ 1 2( , , , )nM k k k  ดวย   จะไดวา  



 

วารสารวิทยาศาสตรลาดกระบัง  ปที ่ 26  ฉบับที ่ 2  เดือนกรกฎาคม-ธันวาคม 2560 

96 

 

1 1 2 1 2det ( , , , ) det ( , , , )n nM k k k M k k k    

ขั้นตอไป ดําเนินการตามแถวดังตอไปนี้ ใหคูณแถวที่ i  ของ เมทริกซ 1 1 2( , , , )nM k k k  ดวย 1n ic    

สําหรับทกุคา 2 i n   แลวนําไปบวกกับแถวที่ 1 ของเมทริกซ 1 1 2( , , , )nM k k k  เรียกเมทริกซที่

เกิดจากการดําเนินการขางตนวา 2 1 2( , , , )nM k k k ดังนั้นสมาชิกในแถวที่  1 แนวตั้งท่ี j  ของเมท

ริกซ 2 1 2( , , , )nM k k k  คือ 
( ) ( )

1 2 1
( ) ( )

1 2 1j j j j

j j j j
k k n kn knc X c X c X X         

เนื่องจาก ( )
1 3

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2

j
n k n k

j j j j
n k kn kXX c X c X c X          จึงไดวา 

1 2

1 2

1 2

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )
1 1 1

2 1 2

(1) (2) ( )
1 1 1

( , , , )

n

n

n

n
k k k

n
k k k

n

n
k n k n k n

n n nX X X

X X X
M k k k

X X X

  

    

 



 
 
    
 
  





   



 

จากการดําเนินการตามแถวขางตน จะไดวา 

2 1 2 1 1 2det ( , , , ) det ( , , , )n nM k k k M k k k    

ขั้นสุดทาย ดําเนินการสลับแถวของเมทริกซ 2 1 2( , , , )nM k k k  ดังตอไปนี้ เริ่มแรกสลับแถวที่ 1 กับ

แถวที่ 2 

1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

(1) (2) ( ) (1) (2) ( )
1 1 1

(1) (2) ( ) (1) (2) ( )
1 1 1

(1) (2) ( ) (1) (2) ( )
1 1 1 1 1 1

n n

n n

n n

n n
k k k k k k

n nR R

n n n

n n nk k k k k k

n n
k n k n k n k n k n k n

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

  

  

  


  

           

   
   
  
  
  
     



 

 

       

 






 

ตอไปสลับแถวที่ 2 กับแถวที่ 3 

1 2

1 2

1 2
2 3

1 2

1 2

1 2

1 2

(1) (2) ( )
1 1 1(1) (2) ( )

1 1 1 (1) (2) ( )

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )
1 1 1 (1)

1

2 2 2

n

n

n

n

n

n

n
k k kn

k k k n
k k kn R R

k k k n
k k k

n
k n k n k n

k n

n

n n

k

n

n

n

n

X X X
X X X

X X X
X X X

X X X

X X X
X X

  
  



     
  

  
  

 





 
 
 
 
 
  










   

   


(2) ( )
1 1n

n
k nX  

 
 
 
 
 
 
 
  

 

ทําแบบนี้ไปเรื่อย ๆ จนกระทั่งแถว 
1 2

(1) (2) ( )

n

n
k k kn n nX X X      ไปอยูแถวที่ n  เรียกเมทริกซที่

เกิดจากการดําเนินการขางตนวา 3 1 2( , , , )nM k k k  นั่นคือ 
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1 2

1 2

1 2

1 2

(1) (2) ( )
1 1 1

(1) (2) ( )
2 2 2

3 1 2

( )(1) (2)
11 1

(1) (2) ( )

( , , , )

n

n

n

n

n
k k k

n
k k k

n

n
k nk n k n

n
k k kn n n

X X X

X X X

M k k k

XX X

X X X

  

  

  

  

 

 
 
 
    
 
 
  





   





 

จะพบวา  
1

3 1 2 2 1 2det ( , , , ) ( 1) det ( , , , )n
n nM k k k M k k k     

และ  

3 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )1 1 1n nM k k k M k k k     

ดังนั้น 
1

1 2 2 1 2

1
1 2

det ( , , , ) ( 1)1 1 1 det ( , , , )

( 1) det ( , , , )

n
n n

n
n

M k k k M k k k

M k k k





     

  
 

        
 

จะเห็นวาผลลัพธของทฤษฎีบทของ Crilly [3] เปนกรณีเฉพาะของทฤษฎีบท 3.4 ขางตน 
 

ทฤษฎีบท 3.5 ให m  เปนจํานวนเต็มบวก และให (1) (2) ( )( ), ( ), ,( )n
k k kX X X  เปนลําดบัซึ่ง

สอดคลองความสัมพันธเวียนเกิดอันดับที่ n  เดียวกัน นั่นคือ 

2 1 1 2 2n k n k n k n kX c X c X c X          

ใหเมทริกซ 1 2( , , , )mN k k k  คือ 

1 2

1 2

1 2

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )
1 1 1

1 2

(1) (2) ( )
1 1 1

( , , , )

m

m

m

m
k k k

m
k k k

m

m
k m k m k m

X X X

X X X
N k k k

X X X

  

     

 
 
    
 
  





   



 

ถา 1m n   แลว 1 2det ( , , , ) 0mN k k k    

การพิสูจน  สําหรับแตละคา {1,2,3, , }i n   กําหนดให 

1 ; 0

; 0
i

i
i i

c
C

c c


  

 

และให  
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1 2

1 2 2

1 2

1 2

1 2

1 2

( )(1) (2)

(1) (2) (2)
1 1 1 1 1 1

(1) (2) ( )
1 1 1 1 1 1

1 1 2 (1) (2) ( )

(1) (2) ( )
1 1 1

(1) (2)
1 1

( , , , )

m

m

m

m

n n

m
n kn k n k

n k n k n k

m
k n k n k n

m m
k k k

m
k n k n k n

k

n

m k m

C XC X C X

C X C X C X

C X C X C X
N k k k

X X X

X X X

X X X

     

     

     

  

   

 





   







   

 ( )
1m

m
k m 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ดังนั้น 1 1 2 1 2 1 2det ( , , , ) det ( , , , )m n mN k k k C C C N k k k     

ลําดับถัดไปให 2 1 2( , , , )mN k k k  เปนเมทริกซที่ไดจากการดําเนินการตามแถวดังตอไปนี้ ใหนําแถวที่ 

i  ซึ่ง 0ic   ของเมทริกซ 1 1 2( , , , )mN k k k  สําหรับทกุคา 1 i n   ไปลบออกจากแถวที่ 1n   

ดังนั้นสมาชิกในแถวที่  1n   ของเมทริกซ 2 1 2( , , , )mN k k k  คือ 

1
( ) ( ) ( ) (

2
)

1 22j j jj

j j j j
k k k n kn n n nX c X c X c X           

เนื่องจาก ( )
1 3

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2

j
n k n k k k

j j j j
n k n nXX c X c X c c X          ดังน้ัน ทุกสมาชิกในแถวที่ 

1n   ของ 2 1 2( , , , )mN k k k  มีคาเทากับศูนย เนื่องจากการดําเนินการตามแถวขางตนท่ีกลาวมาไม

สงผลตอคาของตัวกําหนดดังน้ัน 1 1 2 2 1 2det ( , , , ) det ( , , , ) 0m mN k k k N k k k     สงผลให 

1 2det ( , , , ) 0mN k k k   เพราะ  

1 1 2 1 2 1 2det ( , , , ) det ( , , , )m n mN k k k C C C N k k k    

และ 1 2 0nC C C                         

   
4. การประยุกตใชทฤษฎีบทหลัก 

ในสวนนี้ ผูวิจัยไดนําทฤษฎีบทหลักมาใชในการพิสูจนความจริงที่เกี่ยวของกับตัวกําหนดของเมท
ริกซของลําดับทีส่าํคัญ ๆ  

 

บทแทรก 4.1 ให (1) (2) ( )( ), ( ), , ( )m
i i iX X X เปนลําดับ d ชนดิที่ I (หรือ II) ท่ีมีคา d  เทากัน และ

ให  
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m
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m
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m
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A k k k

X X X

  

     

 
 
    
 
  





   



 

ถา 2m   แลว 1 2 1 2det de( t 1 1, ) ( , )A k k A k k   และถา 3m   แลว 

1 2( , ,det , ) 0mA k k k    

การพิสูจน ผลลัพธไดจากทฤษฎีบท 3.4 และ 3.5             
 
บทแทรกถัดไปเปนผลลัพธของ Fisher [1] 
 
บทแทรก 4.2 สําหรับจํานวนเต็มบวก 3m   ใหเมทริกซของลําดับฟโบนักช ี mF  

2 2 2

1 2

1 2 2

1 2

m

m m m

m

m m m m m

F F F

F F F

F F F

 

   
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 
 
 
 
  





   



F
 

มีตัวกําหนดเปนศูนย  
การพิสูจน เพราะลาํดับฟโบนักชีเปนลําดับ d  ชนิดที่ II ดังน้ัน โดยทฤษฎีบท 3.2 สําหรับแตละคา i  ซึ่ง 
1 i m   เราจะไดวาลําดับ l 1( )lm iF   เปนลําดับ d  ที่มีคา md t                     

   
ในทํานองเดียวกันกับลําดับฟโบนักช ี สามารถไดผลลัพธแบบเดียวกันสําหรับลําดับลูคสั 1( )k kL   ซึ่งเปน

ลําดับทีส่อดคลองกับความสัมพันธเวียนเกิด 

2 1 , 1k k kL L L k     

โดยที่ 1 1L   และ 2 3L   

 
บทแทรก 4.3 สําหรับจํานวนเต็มบวก 3m   เมทริกซ mL ของลําดับลูคัส  

2 2 2

1 2

1 2 2

1 2

m

m m m
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m m m m
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 
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 
 
  





   



L  

 มตีัวกําหนดเปนศนูย 
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การพิสูจน ทํานองเดียวกับบทแทรก 4.3          
 
บทแทรก 4.4 สําหรับจํานวนเต็มบวก m  และ จํานวนเต็มบวก 3n   เมทรกิซของลําดับฟโบนักช ี

22 2

2

( 1) ( 2) 2( )

( 1) ( 2)

m nm

n m n m nmm
n

n n m n n nm

m

m

F F F

F F F

F F F

 
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 
 
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


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   



F
 

มีตัวกําหนดเปนศูนย  
การพิสูจน เพราะลาํดับฟโบนักชีเปนลําดับ d  ชนิดที่ II ดังน้ัน โดยทฤษฎีบท 3.2 สําหรับแตละคา i  ซึ่ง 
1 i m   เราจะไดวาลําดับ 1( )nm nF  เปนลําดับ d  ที่มีคา md t           

 
สําหรับลําดับสุดทายที่พิจารณา คอื ลําดับไตรโบนักชี (Tribonacci sequence) 1( )k kT   ซึ่งมนีิยามดังน้ี 

1 2 3n n n nT T T T      สําหรับ 4n     โดยที่    1 2 31, 1, 2T T T    

 

บทแทรก 4.5 ให ( )l
i iX T  สําหรับจํานวนเต็มบวก 4m    จะไดวาเมทริกซ 

2 2 2

1 2

1 2 2

1 2

m

m m m

k

m m m m m

T T T

T T T

T T T

 
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 
 
  





   



T  

มีตัวกําหนดเปนศูนย 
การพิสูจน ผลลัพธไดจากทฤษฎีบท 3.5          
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