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ระบบสมการเพลล 2 226 1x y   และ 2 2 1y pz   
On the simultaneous Pell equations 2 226 1x y    and 2 2 1y pz   
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บทคัดยอ 
 
บทความ วิจัยนี้  ไดนํ า เสนอการวิ ธีก ารแก ร ะบบสมการ เพลล  2 226 1x y   และ

2 2 1y pz  สําหรับจํานวนเฉพาะ p  ใด ๆ โดยใชสมบัติของเซตของจํานวนเต็มท่ีเปนโดเมนแยกตัว

ประกอบไดอยางเดียวและสวนตกคางกําลังสี่ในการพิสูจนวาระบบสมภาคดังกลาวไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวน
เต็ม 
 
คําสําคัญ: ระบบสมการเพลล, สมการเพลล 
 
 

Abstract 
 In this paper, we solve the system of Diophantine equations 2 226 1x y   and

2 2 1y pz  for any prime p  by using the properties of a unique factorization domain 

and a biquadratic residue. So we show that the mentioned system has no integer 
solutions. 

 
Keywords :system of Pell equations, Pell equation 
 
 
 
1. บทนํา 

กําหนดให a และb เปนจํานวนเต็มบวกระบบสมการไดโอแฟนไทน 
2 2 1x ay   
2 2 1y bz   
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เปนระบบสมการที่นาสนใจและถูกศึกษาโดยนักคณิตศาสตรหลายทาน โดยทั่วไปในการแกสมการไดโอแฟน
ไทน เราตองการทราบวาสมการมีผลเฉลยหรือไม ถามีผลเฉลย จะมีกี่ผลเฉลย ปญหาดังกลาวถูกศึกษาใน
เชิงจํานวนของผลเฉลยโดยนักคณิตศาสตรหลายทาน ดังน้ี 

ในป 1996 W.S. Anglin [1] ไดพิสูจนวา ระบบสมการไดโอแฟนไทน 
2 2 1x Ry   
2 2 1z Sy   

โดยที่R และ S เปนจํานวนเต็มบวกซึ่ง R S มีผลเฉลยชัดแจงคือ (1,0,1) และจํานวนของผลเฉลยมี

จํานวนจํากัดเสมอ ตอมา ในป 1998 M. A. Bennett [2] ไดพิสูจนวา ถา a และb เปนจํานวนเต็มบวกที่
แตกตางกันซึ่งไมใชศูนย แลวระบบสมการ  

2 2 1x az   
2 2 1y bz   

มีผลเฉลย ( , , )x y z ซึ่งเปนจํานวนเต็มบวกไดอยางมากสามผลเฉลย 

ในป 2004 P. Yuan [3] ไดพิสูจนวา ถา m และb เปนจํานวนเต็มบวก แลวระบบสมการเพลล 
2 2 2 24 ( 1) 1x m m y y bz    

มีผลเฉลย ( , , )x y z ซึ่งเปนจํานวนเต็มบวกไดอยางมากเพียงผลเฉลยเดียว 

ตอมา ในป 2007 M. Cipuและ M. Mignotte[4] ไดพิสูจนวา สําหรับจํานวนเต็มบวก , ,a b c  

และ d ซึ่ง , 1, 1c d a b   จํานวนผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มบวกของระบบสมการ  
2 2

2 2

1

1

ax cz

by dz

 

 
 

มีอยางมากสองผลเฉลย 
 นอกจากนี้  มีนักคณิตศาสตรหลายทานแกระบบสมการเพื่อหาผลเฉลยไดอยางสมบูรณ 
ยกตัวอยาง เชน ในป 2015 X. Ai, J. Chen, S. Zhang และ H. Hu [5] ไดพิสูจนวา ระบบสมการเพลล  

2 2

2 2

24 1

1

x y

y pz

 

 
                                        (1.1) 

เมื่อ p เปนจํานวนเฉพาะมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มบวกเฉพาะในกรณีท่ี 11p  และ 2p  นอกจากนี้ 

ผลเฉลยท่ีสอดคลองกับจํานวนเฉพาะทั้ งสองจํานวน คือ ( , , , ) (49,10,3,11)x y z p   และ 

( , , , ) (485,99,70,2)x y z p   

ในป 2016 L. Tao [6] ไดแสดงการพิสูจนอยางงาย เพ่ือหาผลเฉลยของระบบสมการเพลล (1.1) 
การพิสูจนของเขาแตกตางจากงานของ X. Ai, J. Chen, S. Zhang และ H. Hu [1] สําหรับบทความวิจัยนี้ 
เราอาศัยหลักการเดียวกันกับวิธีการของ L. Tao [7] ในการแกระบบสมการเพลล  

2 2 =26 1 x y   
2 2  1y pz   
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สําหรับจํานวนเฉพาะ p ใด ๆ โดยเราจะแสดงวาระบบสมการไดโอแฟนไทนดังกลาวไมมีผลเฉลยที่เปน

จํานวนเต็ม ซึ่งเปนระบบสมการที่นาสนใจ 
 

2. ความรูพื้นฐาน 
 
บทนิยาม 2.1 [7] ให p และ q เปนจํานวนเต็มและ ( , ) 1p q  เรากลาววา q เปนสวนตกคางกําลังสี่

(biquadratic residue) มอดุโล p ถามีจํานวนเต็ม x  ซึ่งทําให 4 (mod )x q p  

เชน สวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 8 คือ 1 
      สวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13คือ 1,3  และ 9  

      สวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 4 คือ 1 ดังน้ัน สมภาค 4 3(mod 4)x   ไมมีผลเฉลย 

บทนิยาม 2.2 [8] ให d เปนจํานวนเต็มบวกท่ีไมเปนกําลังสองสมบูรณ เราเรียกผลเฉลยที่เปนบวก 
( , )p q  ของสมการไดโอแฟนไทน  

22 1-x dy   

วาผลเฉลยมูลฐาน(fundamental solution) ถา p r  และ q s  สําหรับผลเฉลย ( , )r s  ที่เปน

บวกใด ๆ ของสมการ 
บทต้ัง 2.3 [9] ใหD เปนจํานวนเต็มบวกซึ่งไมใชจํานวนกําลังสองสมบูรณ และมีผลเฉลยมูลฐานของสมการ

2 2 1v Du  เปน a b D แลวผลเฉลยที่เปนไปไดของสมการ 4 2 1x Dy  จะอยูในรูป 2x a
และ 2 22 1x a  เทานั้น โดยทั้งสองผลเฉลยนี้เกิดขึ้นในกรณีเดียว เมื่อ 1785D   
บทต้ัง 2.4[7]ถา {1,2}c แลวสมการ 

4 4
1 2 ,,D NXY c YX D    

มีผลเฉลยจํานวนเตม็บวก ( , )X Y อยางมากเพียงผลเฉลยเดียว 

3. ทฤษฎีบทหลัก 
 
ทฤษฎีบท 3.1ให p เปนจํานวนเฉพาะ และ , ,x y z  เปนจํานวนเต็ม ระบบสมการเพลล 

2 226 1x y    
2 2 1y pz   

ไมมผีลเฉลย 
 
การพิสูจนเราพิจารณาระบบสมการเพลล 

2 226 1x y    
2 2 1y pz   
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เมื่อ p เปนจํานวนเฉพาะ โดยไมเสียนัยทั่วไป กําหนดให ,x y และ z  เปนจํานวนเต็มบวก 

เราเห็นไดชัดวา ( , ) 1x y  เพราะถามีจํานวนเต็มที่หาร x  และ y ลงตัว แลวจํานวนเต็มนั้น

ตองหาร 1  ลงตัวดวย 
ระบบสมการขางตนสมมูลกับระบบสมการ  

                                                         
2 226 1x y                                                     (3.1)

                2 2 225x y pz                                (3.2) 

ดังนั้นเมื่อแยกตัวประกอบสมการ (3.2) จะไดวา 
2( 5 )( 5 )x y x y pz    

ใ ห ( 5 , 5 )d x y x y   เ ร า จ ะ ไ ด  5d x y∣  แ ล ะ  5d x y∣  เ ร า จึ ง ไ ด  2d x∣  แ ล ะ 

2(5 )d y∣  ดังน้ัน 2( ,5 )d x y∣  

เนื่องจาก 5 เปนจํานวนเฉพาะ และ ( , ) 1x y  ดังนั้น ( ,5 ) 1x y  หรือ ( ,5 ) 5x y   เราจึงไดวา  

1, 2,5d  หรือ10  

เราจึงสามารถเขียนสมการ (3.2) ใหมไดเปน 
2

2

5 5x y x y z
p

d d d

      
  

 

เนื่องจาก
5x y

d


และ

5x y

d


เปนจํานวนเฉพาะสัมพัทธ เราจึงได  

2 2,5 5x y dpu x y dv     

หรือ 
2 25 , 5x y du x y dpv     

เมื่อ z duv และ ( , ) 1u v   

จากนั้น เมื่อแกสมการหาคา x และ y จะได  
2 2 2 2( ) ( )

,
2 10

d pu v d v pu
x y

 
   

หรือ 
2 2 2 2( ) ( )

,
2 10

d u pv d pv u
x y

 
   

แทนคา
2 2( )

2

d pu v
x


 และ

2 2( )

10

d v pu
y


 ลงในสมการ (3.1) ดังนี้ 

2 22 2 2 2( ) ( )
26 1

2 10

d pu v d v pu    
     

   
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22
2 4 2 2 4 4 2 2 2 4( 2 ) 26 ( 2 ) 1

4 10

d d
p u pu v v v pu v p u

        
 

22 2 2 2 2 2 2 2
2 4 2 2 2 2 426 26 51 26

2 (51 ) 1
4 100 4 100 10 100 4 100

d d d d d d d d
p u pu v v v

                     
      

 
22 2

2 4 2 2 2 2 2 451
2 (51 ) 26 1

100 100 10

d d d
p u pu v v d v

             
    

เราจะได  

2
2 2 2 4( 51 ) 26 1

10

d
pu v d v

    
 

 

และในทํานองเดียวกัน  โดยการแทน
2 2( )

2

d u pv
x


  และ 

2 2( )

10

d pv u
y


  เราจะได 

2
2 2 2 4( 51 ) 26 1

10

d
pv u d u

    
 

 

สําหรับทั้งสองกรณี เราจะกําหนดให 2 2( 51 )
10

d
X pu v  หรือ 2 2( 51 )

10

d
X pv u  ตามลําดับ

เราได 
2 2 426 1X d V        (3.3) 

เมื่อ V v หรือu  
เราจะแยกพิจารณาออกเปน 4 กรณี ตามคาของ d ดังนี ้
กรณีที่ 1เมื่อ 1d  สมการ(3.3)จะเปลี่ยนเปน 

2 426 1X V   
เราจะได 

2 41 26X V                              (3.4) 
เนื่องจาก 2 1X  เปนจํานวนคู ดังน้ัน 2 1(mod 4)X  นั่นคือ X เปนจํานวนคี่ และV เปนจํานวนคู 

ดังนั้น สมการ (3.4) เปลี่ยนเปน 

 

41 1
104( )

2 2

X X
V

      
    

สําหรับบางจํานวนเต็ม 'V  

เนื่องจาก 
1 1

, 1
2 2

X X    
 

 ดังน้ัน เราจะแบงเปนกรณียอยไดอีก 4 กรณี ดังนี้ 
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กรณีที่ 1

2

X 
 

1

2

X 
 

1 1

2 2

X X 
  

1.1 48s  413t  4 48 13 1s t   

1.2 413s  48t  4 413 8 1s t   

1.3 4104s  4t  4 4104 1s t   

1.4 4s  4104t  4 4104 1s t   

 
เมื่อ ,s t  เปนจํานวนเต็ม และ ( , ) 1s t   

กรณีที่ 1.1 จากสมการ 4 48 13 1s t  เราจะได 4 1(m d )13 4ot   

  ดังน้ัน 4 1(m13 d )4ot    นั่นคือ 4 3(m )13 4odt   เราจึงได 4 3(m )4odt   

  แตสมภาคนี้ไมมีผลเฉลย เนื่องจาก 3  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 4  

  ดังน้ัน สมการ 4 48 13 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 1.2 จากสมการ 4 413 8 1s t  เราจะได 4 1(mo8 3)1dt   

  ดังน้ัน 4 1(mo8 1 )3dt    นั่นคือ  4 8(mo64 13d )t    

  เราจึงได 4 8(mod1 )3t   หรือ 4 8(m )3od1t   

              สมภาคนี้ไมมีผลเฉลยเชนเดียวกัน เนื่องจาก 8  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13  
              ดังนั้น สมการ 4 413 8 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 1.3 จากสมการ 4 4104 1s t  เราจะได 4 1(m 13od )t   

  ดังน้ัน 4 1(m )13odt    นั่นคือ  4 12(m )3od1t   

   แตเนื่องจาก 12  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13 ดังนั้น สมการ 4 4104 1s t  ไมมี 
ผลเฉลยท่ีเปนจํานวนเตม็  

กรณีที่ 1.4 เนื่องจาก 51 5 104  เปนผลเฉลยมูลฐานของสมการ 2 2104 1v u   
โดยบทตั้ง 2.3 ผลเฉลยที่เปนไปไดของสมการ  

4 4104 1s t      (3.5) 

คือ 2 51s  หรือ 2 22(51) 1s    นั่นคือ 51s   หรือ 5, 201s   ซึ่งไมเปน 

จํานวนเต็ม ดังนั้น จะไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มท่ีสอดคลองกับสมการ (3.5) 
 
กรณีที่ 2เมื่อ 2d   
สมการ (3.3) เปลี่ยนเปน 

2 4104 1X V   
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ในทํานองเดียวกันกับในกรณีที่ 1 เราจะได 
1

2

X 
 และ 

1

2

X 
 เปนจํานวนเต็ม และ 

 
41 1

26
2 2

X X
V

      
    

เนื่องจาก 
1 1

, 1
2 2

X X    
 

 ดังน้ัน เราจะพิจารณาเปน 4 กรณียอย ดังน้ี 

 
กรณีที่ 1

2

X 
 

1

2

X 
 

1 1

2 2

X X 
  

2.1 42s  413t  4 42 13 1s t   

2.2 413s  42t  4 413 2 1s t   

2.3 426s  4t  4 426 1s t   

2.4 4s  426t  4 426 1s t   

 
เมื่อ ,s t  เปนจํานวนเต็ม และ ( , ) 1s t   

กรณีที่ 2.1 จากสมการ 4 42 13 1s t  เราจะได 4 1(m )2 3od1s  ดังนั้น 4 6(mo12 )3d1s   

              นั่นคือ  4 6(m 13od )s   หรือ 4 7(m )3od1s   แตเนื่องจาก 7  ไมเปนสวนตกคาง 

กําลังสี่มอดุโล 13 ดังนั้น  สมการ  4 42 13 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 2.2 จากสมการ 4 413 2 1s t  เราจะได 4 1(mo2 3)1dt   

  ดังน้ัน  4 6(mo12 13d )t  หรือ  4 6(m )3od1t   

  สมภาคน้ีไมมีผลเฉลยเชนเดียวกัน เนื่องจาก 6  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล13  

  ดังน้ัน สมการ 4 413 2 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 2.3 จากสมการ 4 426 1s t  เราจะได 4 1(m 13od )t   

  ดังน้ัน 4 1(m )13odt    นั่นคือ  4 12(m )3od1t   

   แตเนื่องจาก 12  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13  ดังน้ัน สมการ 4 426 1s t  ไมมี 
ผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 

กรณีที่ 2.4 เนื่องจาก 51 610 2  เปนผลเฉลยมูลฐานของสมการ 2 226 1v u   โดยบทตั้ง 2.3 
ผลเฉลยที่เปนไปไดของสมการ  

4 426 1s t      (3.6) 
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คือ 2 51s  หรือ 2 22(51) 1s   นั่นคือ 51s   หรือ 5, 201s   ซึ่งไมเปน 

จํานวนเต็ม ดังนั้น จะไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มท่ีสอดคลองกับสมการ (3.6)   

  
กรณีที่ 3เมื่อ 5d   
สมการ  (3.3) เปลี่ยนเปน 

2 425(26) 1X V   

เนื่องจาก 2 1X   เปนจํานวนคู ดังนั้น 2 1(mod 4)X  เราจึงไดวา  
1

2

X 
 และ 

1

2

X 
 เปน

จํานวนเต็ม และV เปนจํานวนคูเราจะได  

41 1
2600( )

2 2

X X
V

      
  

 

สําหรับบางจํานวนเต็ม 'V  

เนื่องจาก 
1 1

, 1
2 2

X X    
 

 ดังน้ัน เราจะพิจารณาเปน 8 กรณียอย ดังน้ี 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เมื่อ ,s t  เปนจํานวนเต็ม และ ( , ) 1s t   

กรณีที่ 3.1 จากสมการ 4 48 325 1s t  เราจะได 4 1(m )8 3od1s  ดังนั้น 4 8(mo64 )3d1s   

              นั่นคือ  4 8(m )13ods    หรือ 4 5(m )3od1s   แตเนื่องจาก 5  ไมเปนสวนตกคาง 

กําลังสี่มอดุโล 13 ดังนั้น  สมการ  4 48 325 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 

กรณีที่ 1

2

X 
 

1

2

X 
 

1 1

2 2

X X 
  

3.1 48s  4325t  4 48 325 1s t   

3.2 4325s  48t  4 4325 8 1s t   

3.3 413s  4200t  4 413 200 1s t   

3.4 4200s  413t  4 4200 13 1s t   

3.5 425s  4104t  4 425 104 1s t   

3.6 4104s  425t  4 4104 25 1s t   

3.7  42600s  4t  4 42600 1s t   

3.8 4s  42600t  4 42600 1s t   
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กรณีที่ 3.2 จากสมการ 4 4325 8 1s t  เราจะได 4 1(mo8 3)1dt  ดังนั้น 
4 8(mo64 13d )t   นั่นคือ 4 8(m )3od1t  แตเนื่องจาก 8  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่ 

มอดุโล 13 ดังนั้น สมการ  4 4325 8 1s t   ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 3.3 จากสมการ 4 413 200 1s t  เราจะได 4 1(m200 3)1odt   

ดังนั้น 4 1(mo5 3)1dt  นั่นคือ  4 5(mo25 13d )t  หรือ 4 5(m )3od1t   

              แตเนื่องจาก 5  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13 ดังนั้น สมการ 4 413 200 1s t   
ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 3.4 จากสมการ 4 4200 13 1s t  เราจะได 4 1(mo200 3d )1s   

             ดังน้ัน 4 1(m )5 3od1s   นั่นคือ  4 5(m 13od )s   หรือ 4 5(m )13ods    

             เราจึงได 4 8(m )3od1s   แตเนื่องจาก 8  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13  

             ดังน้ัน  สมการ  4 4200 13 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 3.5 จากสมการ 4 425 104 1s t  เราจะได 4 1(mo25 )3d1s  ดังนั้น  

4 1(m 13od )s   นั่นคือ  4 1(m )13ods    หรือ 4 12(m )3od1s   

              แตเนื่องจาก 12  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13 ดังนั้น  สมการ 4 425 104 1s t   
ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 3.6 จากสมการ 4 4104 25 1s t  เราจะได 4 1(m d )25 8ot  หรือ 4 1( 8mod )t   

              นั่นคือ 4 7(m )8odt  แตเนื่องจาก 7  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 8 ดังนั้น 

              สมการ 4 4104 25 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 3.7 จากสมการ 4 42600 1s t  เราจะได 4 1(m 13od )t   ดังน้ัน 4 1(m )13odt    

นั่นคือ  4 12(m )3od1t  แตเนื่องจาก 12  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13  ดังน้ัน 

              สมการ 4 42600 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 

กรณีที่ 3.8เนื่องจาก 51 01 260  เปนผลเฉลยมูลฐานของสมการ 2 22600 1v u   โดยบทตั้ง  
2.3 ผลเฉลยที่เปนไปไดของสมการ  

4 42600 1s t                                                (3.7) 

คือ 2 51s   และ 2 22(51) 1s   นั่นคือ 51s   หรือ 5, 201s    ซึ่งไมเปน 

จํานวนเต็ม ดังนั้น จะไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มบวกที่สอดคลองกับสมการ (3.7) 
กรณีที่ 4เมื่อ 10d   
สมการ (3.3)เปลี่ยนเปน 

2 42600 1X V   
 

ในทํานองเดียวกันกับกรณีท่ี 1 เราจะได 
1

2

X 
 และ 

1

2

X 
 เปนจํานวนเต็ม 

ดังนั้น  
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41 1

650
2 2

X X
V

      
    

เนื่องจาก 
1 1

, 1
2 2

X X    
 

 ดังน้ัน เราจะพิจารณาเปน 8 กรณียอย ดังน้ี 

 
 
 

กรณีที่ 1

2

X 
 

1

2

X 
 

1 1

2 2

X X 
  

4.1 4650s  4t  4 4650 1s t   

4.2 4s  4650t  4 4650 1s t   

4.3 42s  4325t  4 42 325 1s t   

4.4 4325s  42t  4 4325 2 1s t   

4.5 425s  426t  4 425 26 1s t   

4.6 426s  425t  4 426 25 1s t   

4.7 413s  450t  4 413 50 1s t   

4.8 450s  413t  4 450 13 1s t   

 
เมื่อ ,s t  เปนจํานวนเต็ม และ ( , ) 1s t   

กรณีที4่.1 จากสมการ  4 4650 1s t  เราจะได 4 1(m 13od )t   เชนเดียวกับในกรณีท่ี 3.7  

              เราจะได 4 12(m )3od1t  แตเนื่องจาก 12  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13  ดังน้ัน 

              สมการ 4 4650 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 

กรณีที่ 4.2 เน่ืองจาก 51 02 65  เปนผลเฉลยมูลฐานของสมการ 2 2650 1v u   โดยบทตั้ง 2.3 
ผลเฉลยที่เปนไปไดของสมการ  

4 4650 1s t                      (3.8) 

คือ 2 51s   และ 2 22(51) 1s    ซึง่ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม ทําใหสมการ (3.8) 

              ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มดวย 
กรณีที่ 4.3 จากสมการ 4 42 325 1s t  เราจะได 4 1(m )2 3od1s  เชนเดียวกับกรณีที่ 2.1               
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เราจะได้ 4 7(m )3od1s   แตเนื่องจาก 7  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13 ดังนั้น 

              สมการ  4 42 325 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 4.4 จากสมการ 4 4325 2 1s t  เราจะได 4 1(mo2 3)1dt  เชนเดียวกับกรณีที่ 2.2 เราจะ 

              ได 4 6(m )3od1t  สมภาคนี้ไมมีผลเฉลยเชนเดียวกัน เนื่องจาก 6  ไมเปนสวนตกคางกําลัง 

              สี่มอดุโล13  ดังน้ัน สมการ 4 4325 2 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 4.5 จากสมการ 4 425 26 1s t  เราจะได 4 1(mo25 )3d1s  เชนเดียวกับกรณีที่ 3.5 

              เราจะได 4 12(m )3od1s  แตเนื่องจาก 12  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13 ดังนั้น 

              สมการ 4 425 26 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 4.6 โดยบทตั้ง 2.4 สมการ 4 426 25 1s t   มีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็มบวกไดอยางมากเพียงผล 
              เฉลยเดียว และในท่ีนี้ผลเฉลยนั้นคือ 1s t   จะได 51X   

สําหรับในกรณี 2 2( 51 )
10

d
X pu v  และ 1V v   ดังน้ัน 2 51 15 pu   

  นั่นคือ 2 102pu   ดังน้ัน จะไมมีจํานวนเฉพาะ p  ที่สอดคลองกับสมบัตินี้ 

ในทํานองเดียวกัน สําหรับกรณีที่ 2 2( 51 )
10

d
X pv u  และ 1V u   

  ดังน้ัน 2 102pv   ซึ่งไมมีจํานวนเฉพาะ p ที่สอดคลองกับสมบัตินี้เชนกัน 

กรณีที่ 4.7 จากสมการ 4 413 50 1s t  เราจะได 4 1(m )2 3od1t  เชนเดียวกับกรณีที่ 4.3              

เราจะได้ 4 7(m )3od1t   แตเนื่องจาก 7  ไมเปนสวนตกคางกําลังสี่มอดุโล 13 ดังนั้น 

              สมการ  4 413 50 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
กรณีที่ 4.8 จากสมการ 4 450 13 1s t  เราจะได 4 1(mo2 3)1ds  เชนเดียวกับกรณีที่ 4.4 เรา 

              จะได 4 6(m )3od1s  สมภาคนี้ไมมีผลเฉลยเชนเดียวกัน เนื่องจาก 6  ไมเปนสวนตกคาง 

กําลังสี่มอดุโล13  ดังน้ัน สมการ 4 450 13 1s t  ไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนเต็ม 
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บทความวิจัยฉบับนี้มีความสมบูรณถูกตองย่ิงข้ึน 
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