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บทคัดย่อ 
 

 บทความน้ีนาํเสนอค่าเฉล่ียเรขาคณิตสาํหรับตวัดาํเนินการเชิงบวกบนปริภูมิฮิลเบิร์ตในมุมมองท่ี

เป็นการขยายแนวคิดของค่าเฉล่ียเรขาคณิตสาํหรับจาํนวนจริงบวก รวมทั้งแสดงลกัษณะสมบติัท่ีสาํคญั

ของค่าเฉล่ียเรขาคณิต ไดแ้ก่ การเป็นผลเฉลยเดียวของสมการริกกาติ การเป็นลิมิตร่วมของลาํดบัท่ีสร้าง

จากความสมัพนัธ์เวยีนเกิดท่ีใชค้่าเฉล่ียเลขคณิตและค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก และสมบติัการเป็นค่าสุดขีด 

 

คาํสําคญั : ค่าเฉล่ียเรขาคณิต ตวัดาํเนินการเชิงบวก การแปลงสมภาค ค่าเฉล่ียเลขคณิต ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก 

 

Abstract 
 

This article proposes geometric means for positive operators on a Hilbert space in the viewpoint 

of being a suitable generalization of geometric means for positive real numbers. In addition, we show 

important characterizations of the geometric mean such as being a unique solution to Riccati’s equation, 

being a common limit of recursive sequences defined by arithmetic and harmonic means, and some 

extremal properties. 

 

Keywords : Geometric mean, Positive operator, Congruence transformation, Arithmetic mean, Harmonic mean 
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1. บทนํา 

ค่าเฉล่ียเรขาคณิตของจํานวนจริงบวกเป็นค่าเฉลี่ยพ้ืนฐานที่สําคัญในคณิตศาสตร์ ค่าเฉล่ีย

เรขาคณิตของจาํนวนจริงบวก a  และ b  นิยามโดย ab ความหมายทางเรขาคณิตของค่าเฉลี่ยน้ีคือ 

ab เป็นความยาวของดา้นของรูปส่ีเหล่ียมจตัุรัสท่ีมีพ้ืนท่ีเท่ากบัรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากท่ีมีดา้นประกอบมุม

ฉาวยาว a  และ b ค่าเฉล่ียเรขาคณิตมีมุมมองต่างๆท่ีน่าสนใจดงัน้ี 

• ab เป็นผลเฉลยท่ีเป็นบวกเพียงผลเฉลยเดียวของสมการ 2x ab  หรือ 1xa x b    

• ab เป็นลิมิตร่วมของลาํดบั 
1

{ }
nna


  และ 
1

{ }
nnb


 ท่ีนิยามจากความสมัพนัธ์เวยีนเกิด 

1 1 1 1
2, , , ,

2
n n n n

n n
n n

a b a ba a b b a b n
a b 


    


  

• max 0 : 0
a x

ab x
x b

           
  

สมบติัท่ีสาํคญัของค่าเฉล่ียเรขาคณิต ไดแ้ก่ ความเป็นทางเดียวและอสมการค่าเฉล่ียเลขคณิต-ค่าเฉล่ีย

เรขาคณิต-ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก นัน่คือ 

2
2

a b abab
a b


 


 

ในบทความน้ี เราจะแนะนาํค่าเฉล่ียเรขาคณิตของตวัดาํเนินการเชิงบวกบนปริภูมิฮิลเบิร์ต โดย

ช้ีใหเ้ห็นลกัษณะสมบติัต่างๆของค่าเฉล่ียเรขาคณิตในมุมมองท่ีเป็นการขยายแนวคิดของค่าเฉล่ียเรขาคณิต

สําหรับจาํนวนจริงบวก  ค่าเฉล่ียเรขาคณิตของตวัดาํเนินการเชิงบวก A และ B  ซ่ึงเขียนแทนด้วย 

#A B  มีสมบติัต่างๆดงัน้ี 

• #A B เป็นผลเฉลยท่ีเป็นบวกเพียงผลเฉลยเดียวของสมการริกกาติ 1XA X B    

• #A B เป็นลิมิตร่วมของลาํดบั 
1

{ }
nnA


  และ 
1

{ }
nnB


 ที่นิยามจากความสมัพนัธ์เวยีนเกิด 

1 1 1 1, , ! , ,n n n n n nA A B B A A B B A B n        

  เม่ือ !  และแทนค่าเฉล่ียฮาร์มอนิกและค่าเฉล่ียเลขคณิต ตามลาํดบั 

• # max 0 : 0
A X

A B X
X B

           
  

ยิ่งกวา่นั้นค่าเฉล่ียเรขาคณิตมีสมบติัความเป็นทางเดียวและสอดคลอ้งอสมการค่าเฉล่ียเลขคณิต-ค่าเฉล่ีย

เรขาคณิต-ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิกสําหรับตวัดาํเนินการ   วิธีการนาํเขา้สู่สมบติัต่างๆของค่าเฉล่ียเรขาคณิต

สําห รับตัวดํา เ นินการจะแตกต่ างกับงานวิจัย ก่อนหน้า  เ ราใช้การแปลงสมภาค (congruence 

transformation) และการเป็นผลเฉลยเดียวของสมการริกกาติ (Riccati’s equation) เป็นเคร่ืองมือสาํคญั  
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 ให ้ ( , , )H     เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตและให้ ( )B H  แทนเซตของตวัดาํเนินการเชิงเสน้ท่ีมีขอบเขต

ทั้งหมดบน H  ตวัดาํเนินการ ( )A B H  จะกล่าววา่เป็น 

• ตวัดาํเนินการเชิงบวก (positive operator) ก็ต่อเม่ือ A  เป็นตวัดาํเนินการผกูพนัในตวั (self-

adjoint operator) และ , 0Ax x   สาํหรับทุก x H  
• ตวัดาํเนินการทีเ่ป็นบวกแน่นอน (positive definite operator) ก็ต่อเม่ือ A เป็นตวัดาํเนินการเชิง

บวกท่ีหาผกผนัได ้

สบัเซตท่ีสาํคญัของ  ( )B H มีดงัน้ี 

• ( )saB H แทนเซตของตวัดาํเนินการผกูพนัในตวัทั้งหมดบน H   
• ( )B H  แทนเซตของตวัดาํเนินการเชิงบวกทั้งหมดบน H   
• ( )B H  แทนเซตของตวัดาํเนินการท่ีเป็นบวกแน่นอนทั้งหมดบน H   

เน่ืองจาก ( )saB H  เป็นปริภูมิเวกเตอร์เหนือฟิลด์  โดยมี ( )B H   เป็นกรวยเชิงบวก (positive cone) 

เราจึงสามารถนิยามอนัดบัของตวัดาํเนินการผกูพนัในตวั A และ B บน H  ไดอ้ยา่งธรรมชาติ ดงัน้ี 

 ( )A B A B B H       

ความสมัพนัธ์น้ีเป็นการเรียงอนัดบับางส่วน ในทาํนองเดียวกนั สาํหรับ , ( )saA B B H   นิยาม 

( )A B A B B H      ในกรณีเฉพาะ 0A  หมายความวา่ A  เป็นตวัดาํเนินการเชิงบวก 

และ 0A   หมายความวา่ A  เป็นตวัดาํเนินการท่ีเป็นบวกแน่นอน 

 

2.  ค่าเฉลี่ยเรขาคณติของตวัดาํเนินการเชิงบวกและการแปลงสมภาค 

 
ในการศึกษาค่าเฉล่ียสําหรับตวัดาํเนินการเชิงเส้นนั้น ขั้นแรกคือการศึกษาค่าเฉล่ียแบบฉบบั

ไดแ้ก่ ค่าเฉล่ียเลขคณิต ค่าเฉล่ียเรขาคณิตและค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก ค่าเฉลี่ยเลขคณิตสาํหรับตวัดาํเนินการเชิง

เสน้ A และ B บนปริภูมิเวกเตอร์ใดๆนิยามโดย  
1 ( )
2

A B A B      

ค่าเฉลี่ยฮาร์มอนกิของตวัดาํเนินการเชิงบวก , ( )A B B H +∈ ท่ีหาผกผนัไดส้ามารถนิยามไดโ้ดย  
     1 1 1! 2( )A B A B     
เรานิยามค่าเฉล่ียฮาร์มอนิกของของตวัดาํเนินการเชิงบวก ,A B  ใดๆ โดยใชภ้าวะต่อเน่ืองดงัน้ี 

 
0

! lim ( ) ! ( )A B A I B I


 


     

โดยพิจารณาลิมิตในทอพอโลยแีบบตวัดาํเนินการเขม้ (strong-operator topology) ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิกถูก

นาํเสนอในรูปของการบวกแบบขนานใน [1] สมบติัท่ีสาํคญัของค่าเฉล่ียฮาร์มอนิกไดถู้กศึกษาใน [2] 
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  ค่าเฉล่ียเรขาคณิตของตวัดาํเนินการเชิงบวก , ( )A B B H +∈  ไม่สามารถนิยามโดยสูตร 1/2( )AB  

เน่ืองจาก AB  อาจไม่ใช่ตวัดาํเนินการเชิงบวก อยา่งไรก็ตามนิยามของค่าเฉล่ียเรขาคณิต (เขียนแทนดว้ย 

# ) ของตวัดาํเนินการเชิงบวกท่ีหาผกผนัไดน้ั้นควรสอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
(M 1) ถา้ AB BA=  แลว้ 1/2# ( )A B AB=   
(M 2) สาํหรับทุก ( )X B H∈ ท่ีหาผกผนัไดจ้ะไดว้า่ * * *( # ) ( ) # ( )X A B X X AX X BX=   

 
ทฤษฎบีท 2.1 ถา้ # : ( ) ( ) ( )B H B H B H++ ++ ++× → เป็นการดาํเนินการทวภิาคท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั 
(M 1) และ (M 2) ขา้งตน้ แลว้ 
 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2# ( )A B A A BA A− −=   

พสูิจน์ พิจารณา , 0A B > ให ้ 1/2 1/2D A BA− −= เน่ืองจาก DI ID=  โดย (M 1) จะได ้
1/2 1/2# ( )I D ID D= =  โดย (M 2) จะได ้ 

 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2( # ) # #A I D A A IA A DA A B= =   

ดงันั้น 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2# ( # ) ( )A B A I D A A D A A A BA A− −= = =   
 
บทนยิาม 2.2 ค่าเฉลี่ยเรขาคณติของ , 0A B   กาํหนดโดย 

 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2# ( )A B A A BA A    

จะไดว้า่ # 0A B   และถา้ AB BA  แลว้ 1/2# ( )A B AB  เรานิยามคา่เฉล่ียเรขาคณิตของตวั

ดาํเนินการเชิงบวก ,A B  ใดๆ โดยใชภ้าวะต่อเน่ืองดงัน้ี 

 
0

# lim ( ) # ( )A B A I B I


 


     

โดยลิมิตดงักล่าวพิจารณาในทอพอโลยีแบบตวัดาํเนินการเขม้ นิยามดงักล่าวถูกนาํเสนอใน [3] โดยนกั

คณิตศาสตร์ช่ือ T. Ando ซ่ึงนิยามน้ีสมมูลกบันิยามท่ีถูกนาํเสนอใน [4]  สมบติัต่างๆท่ีสาํคญัของค่าเฉล่ีย

เรขาคณิตสาํหรับเมทริกซ์ท่ีเป็นบวกแน่นอนท่ีนิยามโดยสูตรดงักล่าวไดถู้กศึกษาใน [2]  
 นักคณิตศาสตร์ช่ือ J.D. Lawson และ Y. Lim ไดใ้ชก้ารแปลงสมภาคในการศึกษาค่าเฉลี่ย

เรขาคณิตของเมทริกซ์ท่ีเป็นบวกแน่นอน ( [5] ) ในบทความน้ีเราพิจารณาการแปลงสมภาคสาํหรับตวั

ดาํเนินการบนปริภูมิฮิลเบิร์ต สาํหรับแต่ละตวัดาํเนินการ ( )C B H  ท่ีหาผกผนัได ้เรานิยาม 

 

 *: ( ) ( ),C B H B H A C AC     

 
จะไดว้า่แต่ละ C  เป็นสมสณัฐานเชิงเสน้ (linear isomorphism) ท่ีมีผกผนัเป็น 1C  เราเรียก C วา่     

การแปลงสมภาคโดย C  เซตของการแปลงสมภาคทั้งหมดเป็นกรุปภายใตก้ารคูณ(การประกอบ) 



วารสารวิทยาศาสตร์ลาดกระบงั  ปีท่ี  23  ฉบบัท่ี  1   เดือนมกราคม-มิถุนายน 2557 

 

104 

 

ทฤษฎบีท 2.3 การแปลงสมภาคมีสมบติัการรักษาไวซ่ึ้งการผกูพนัในตวั การเป็นบวก การเป็นบวก

แน่นอน อนัดบัและการหาผกผนัได ้นัน่คือ สาํหรับทุก ( )C B H  ท่ีหาผกผนัไดแ้ละสาํหรับทุก 

, ( )A B B H   

1. ถา้ A  เป็นตวัดาํเนินการผกูพนัในตวั แลว้ ( )C A เป็นตวัดาํเนินการผกูพนัในตวั 

2. ถา้ A  หาผกผนัได ้แลว้ ( )C A หาผกผนัได ้

3. ถา้ A B  แลว้ ( ) ( )C CA B     ในกรณีเฉพาะถา้ A เป็นตวัดาํเนินการเชิงบวก 

    แลว้ ( )C A เป็นตวัดาํเนินการเชิงบวก 

4. ถา้ A B  แลว้ ( ) ( )C CA B    ในกรณีเฉพาะถา้ A เป็นตวัดาํเนินการท่ีเป็นบวก 

    แน่นอน แลว้ ( )C A เป็นตวัดาํเนินการท่ีเป็นบวกแน่นอน 

ยิง่กวา่นั้น C ส่ง ( )saB H  ( )B H   และ ( )B H  ไปทัว่ถึงตวัเอง และ : ( ) ( )sa sa
C B H B H 

เป็นสมสณัฐานเชิงอนัดบั (order isomorphism) เทียบกบั     

พสูิจน์  ไดโ้ดยตรงจากนิยาม 

 

3. ค่าเฉลี่ยเรขาคณติของตวัดาํเนินการเชิงบวกกบัสมการริกกาติ 

 

 ทฤษฎีบทต่อไปน้ีใหมุ้มมองของค่าเฉล่ียเรขาคณิตของตวัดาํเนินการในแง่ของการเป็นผลเฉลย

เพียงผลเฉลยเดียวของสมการของตวัดาํเนินการท่ีเรียกวา่สมการริกกาติ  

 

ทฤษฎบีท 3.1 ([6]) ให้ 0A  และ 0B  จะไดว้า่สมการริกกาติ  1 1( ) :X A XA X B     มีผล

เฉลย 0X   เพียงผลเฉลยเดียวคือ #X A B   

พสูิจน์ โดยการคาํนวณจะได ้

 

1 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2

( ) ( )XA X A A BA A A A A BA A
A A BA A
B

     

 






  

สมมติวา่มี 0Y   ท่ีทาํให ้ 1YA Y B   จะไดว้า่ 

 1/2 1/2 2 1/2 1 1/2 1/2 1 1/2 1/2 1/2 2( ) ( )A XA A XA XA A YA YA A YA              

โดยความเป็นไดอ้ยา่งเดียวของรากท่ีสองท่ีเป็นบวก จะไดว้า่ 1/2 1/2 1/2 1/2A XA A YA     นัน่คือ 

X Y   
 ค่าเฉล่ียเรขาคณิตของตวัดาํเนินการเชิงบวกมีสมบติัต่อไปน้ี 
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ทฤษฎบีท 3.2 ([2]) สาํหรับแต่ละ , 0A B   จะไดว้า่ 

1. สมบติันิจพล (idempotent property)  #A A A   

2. สมบติัการผกผนั (inversion property) 1 1 1( # ) #A B A B    เม่ือ , 0A B   

3. สมบติัการสลบัท่ี (commutative property)   # #A B B A   

4. สมบติัการคงสภาพภายใตก้ารแปลงสมภาค  ( ) # ( ) ( # )C C CA B A B     สาํหรับทุก 

    ( )C B H  ท่ีหาผกผนัได ้

พสูิจน์  

1. โดยภาวะต่อเน่ืองเราอาจสมมติให้ 0A  เน่ืองจาก 1AA A A   โดยทฤษฏีบท 3.1 จะได ้ 

    #A A A       
2. เน่ืองจาก 1( # ) ( # )A B A A B B   จะได ้ 1 1 1( # ) ( # )A B A A B B      ดงันั้นโดยทฤษฏีบท 

    3.1 จะได ้ 1 1 1( # ) #A B A B    

3. โดยภาวะต่อเน่ืองเราอาจสมมติให ้ , 0A B   เน่ืองจาก 1( # ) ( # )B A B B A A   จะได ้  

    1( # ) ( # )B A A B A B    โดยทฤษฏีบท 3.1 จะได ้ # #A B B A  

4. เราอาจสมมติให ้ , 0A B   เน่ืองจาก 1( # ) ( # )A B A A B B   โดยทฤษฏีบท 3.1 จะได ้

 

1 * * 1 *

* 1

*

( # ) ( ) ( # ) ( # ) ( ) ( # )

( # ) ( # )

( )

C C C

C

A B A A B C A B C C AC C A B C
C A B A A B C
C BC

B

 



   




 

  

   ดงันั้น ( ) # ( ) ( # )C C CA B A B       

 

4. ค่าเฉลี่ยเรขาคณติกบัอนัดบัของตวัดาํเนินการ 

 

 ค่าเฉล่ียเรขาคณิตสามารถนาํไปใชพิ้สูจนอ์สมการต่างๆท่ีสาํคญัไดด้งัน้ี 

 

ทฤษฎบีท 4.1 ให ้ , 0A B   จะไดว้า่ 

1. ถา้ A B  แลว้ 1 1A B    

2. ถา้ A B  แลว้ 1 1A B    

พสูิจน์ โดยทฤษฎีบท 3.1 และทฤษฎีบท 3.2 จะไดว้า่ 



วารสารวิทยาศาสตร์ลาดกระบงั  ปีท่ี  23  ฉบบัท่ี  1   เดือนมกราคม-มิถุนายน 2557 

 

106 

 

 

1 1 1 1

1 1

( # )( )( # ) ( # ) ( # ) ( # ) ( # )
( # ) ( # ) ( # ) ( # )

A B A B A B A B A A B A B B A B
A B A A B B A B B A

B A

   

 

  

 
 

  

เน่ืองจากการแปลงสมภาคมีสมบติัการคงสภาพอนัดบั   และ  (ทฤษฎีบท 2.3)  จะไดว้า่ขอ้ 1  และขอ้ 

2  เป็นจริง 

 

ข้อสังเกต 4.2 การแปลงสมภาคมีสมบติัการคงสภาพภายใตค้่าเฉล่ียเลขคณิต ค่าเฉล่ียเรขาคณิตและ

ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก นัน่คือ สาํหรับแต่ละตวัดาํเนินการ ( )C B H  ท่ีหาผกผนัได ้จะไดว้า่ 

 

( )
( )
( )

( ) ( )

! ( ) ! ( )

# ( ) # ( )

C C C

C C C

C C C

A B A B

A B A B

A B A B

Γ ∇ = Γ ∇ Γ

Γ = Γ Γ

Γ = Γ Γ

  

พสูิจน์ เราเคยพิสูจนแ์ลว้วา่ ( # ) ( ) # ( )C C CA B A B     โดยความเป็นเชิงเสน้ของ C  จะได ้

( ) ( ) ( )C C CA B A B      โดยการคาํนวณจะได ้

 

1* 1 1 1 1 1 1 * 1

1 1 * 1 1 1 * 1

* 1 * 1

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

C A B C C A B C

C A C C B C
C AC C BC

      

     

 

    
 

 

  

ดงันั้น ( ! ) ( ) ! ( )C C CA B A B        

 

ทฤษฎบีท 4.3 (อสมการค่าเฉล่ียเลขคณิต-ค่าเฉล่ียเรขาคณิต-ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก [2]) ให ้ , 0A B   จะได ้

 # !A B A B A B     

พสูิจน์ โดยภาวะต่อเน่ืองเราอาจสมมติให ้ , 0A B   พิจารณา 1/2 1/2D A BA− −=  เน่ืองจาก 

 1/2 1/2 22 ( ) 0I D D I D− + = − ≥   

จะไดว้า่ 1/2# ( ) / 2I D D I D= ≤ +  ดงันั้นเราจะไดอ้สมการค่าเฉล่ียเลขคณิต-ค่าเฉล่ียเรขาคณิตดงัน้ี 

 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 #
2 2

A B I DA A A D A A B+ + = ≥ = 
 

  

เม่ือประยกุตอ์สมการค่าเฉล่ียเลขคณิต-ค่าเฉล่ียเรขาคณิตกบั 1A−  และ 1B−  จะได ้

 
1 1

1 1 1# ( # )
2

A B A B A B
− −

− − −+
≥ =   

ดงันั้น ! #A B A B     

บทตั้ง 4.4 ([2]) สาํหรับแต่ละ , 0A B   จะไดว้า่ ( ) # ( ! ) #A B A B A B    
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พสูิจน์ โดยภาวะต่อเน่ืองเราอาจสมมติให ้ , 0A B   ให ้ 1/2 1/2X A BA   จะไดว้า่ 

 1( ) # ( ! ) # 2 ( ) #
2

I XI X I X X I X I X
      

โดยการประยกุต ์ 1/2A
  จะได้ ( ) # ( ! ) #A B A B A B   

 

 ค่าเฉล่ียเรขาคณิตสามารถนิยามไดจ้ากกระบวนการทาํซํ้ า ดงัน้ี 

 

ทฤษฎบีท  4.5 ([7]) ให ้ , 0A B   พิจารณากระบวนการทาํซํ้ า 

 1 1 1 1, , ! , ,n n n n n nA A B B A A B B A B n          

จะไดว้า่ลาํดบั nA  และลาํดบั nB ลู่เขา้โดยมีลิมิตร่วมกนัคือ #A B   

 

พสูิจน์ โดยภาวะต่อเน่ืองเราอาจสมมติให ้ , 0A B  โดยอสมการค่าเฉล่ียเลขคณิต-ค่าเฉล่ียเรขาคณิต-

ค่าเฉล่ียฮาร์มอนิก (ทฤษฎีบท 4.3) จะไดว้า่ 

 1 1# ,n n n nA A A B B B n+ +≤ ≤ ≤ ≤ ∈   

นัน่คือ 
1

{ }
nnA
=

∞  เป็นลาํดบัเพ่ิมของตวัดาํเนินการเชิงบวกท่ีมีขอบเขตบน ดงันั้นลาํดบัน้ีลู่เขา้ในทอพอโลยี

แบบตวัดาํเนินการเขม้ ในทาํนองเดียวกนั 
1

{ }
nnB
=

∞  เป็นลาํดบัลดของตวัดาํเนินการเชิงบวกท่ีมีขอบเขตล่าง 

ซ่ึงจะลู่เขา้ในทอพอโลยแีบบตวัดาํเนินการเขม้ สาํหรับแต่ละ n  เน่ืองจาก !n n nA A B  จะไดว้า่ 

 

1 1
1 ( ) ( ! )
2
1 1( ! )
2 2
1 ( )
2

n n n n n n

n n n n

n n

B A A B A B

A A B B

B A

    

  

 

  

ดงันั้น 
1

{ }
nnA
=

∞ และ 
1

{ }
nnB
=

∞ ลู่เขา้สู่ลิมิตเดียวกนั 

 เน่ืองจาก 1nA   และ 1nB   เป็นค่าเฉล่ียฮาร์มอนิกและค่าเฉล่ียเลขคณิตของ nA  และ nB  

โดยบทตั้ง 4.4 จะไดว้า่ 1 1# #n n n nA B A B    ดงันั้นโดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์จะได ้ 

 # # ,n nA B A B n    

ยิง่กวา่นั้นเน่ืองจาก 1 1#n n n nA A B B    สาํหรับทุก n จะไดว้า่ลิมิตของ
1

{ }
nnA
=

∞ และ 
1

{ }
nnB
=

∞

คือ #A B   
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ทฤษฎบีท 4.6 (สมบติัทางเดียวของค่าเฉล่ียเรขาคณิต [2]) ให ้ 1 2 1 2, , , 0A A B B   ถา้ 1 2A A  

และ 1 2B B แลว้ 1 1 2 2# #A B A B  

พสูิจน์ พิจารณากระบวนการทาํซํ้ าในทฤษฎีบท 4.5 สาํหรับ 1 1#A B  และ 2 2#A B  

 

ทฤษฎบีท 4.7 (อสมการของโลวเ์นอร์-ไฮนซ์ [8])  ถา้ 0A B   แลว้ 1/2 1/2A B  

พสูิจน์ เน่ืองจาก A B  จะได้ 1/2 1/2# #A I A I B B    โดยทฤษฎีบท 4.6 

 

บทตั้ง 4.8 ให ้ , , ( )A B C B H  โดยท่ี 0A   และ 0B   จะไดว้า่ 

 * 0
A C

C B
 
   
 

     ก็ต่อเม่ือ    * 1B C A C   

พสูิจน์ ให ้

 *

A C
X

C B
 
   
 

 และ 
1

0
I A C

G
I

    
 

  

จะไดว้า่ 0G   และ 

 

1

* 1 *

* 1

0
( )

0

0
0

G

I A C I A C
X

C A I C B I

A
B C A C







                     
 
    

  

เน่ืองจาก G  มีสมบติัการคงสภาพการเป็นบวกของตวัดาํเนินการ (ทฤษฎีบท 2.3)  จะไดว้า่ 0X   ก็

ต่อเม่ือ * 1B C A C  

 

ทฤษฎบีท 4.9 ([2]) ให ้ 0A   และ 0B   จะไดว้า่ 

 # max 0: 0
A X

A B X
X B

           
  

พสูิจน์ เน่ืองจาก 1( # ) ( # )A B A A B B   โดยบทตั้ง 4.8 จะไดว้า่ 
 

 
#

0
#
A A B

A B B
 
   
 
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สมมติ 0X   โดยท่ี  

 0
A X
X B

 
   
 

  

โดยบทตั้ง 4.8 จะได้ 1XA X B   ดงันั้น 
 1/2 1/2 2 1/2 1 1/2 1/2 1/2( ) ( )A XA A XA X A A BA          

โดยทฤษฎีบท 4.7 จะได ้ 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2( )A XA A BA     โดยการประยกุต ์ 1/2A
  จะได ้

#X A B   
 

บทแทรก 4.10 ให ้ , , ( )A B X B H  โดยท่ี 0A   และ 0B   จะไดว้า่ 1XA X B   ก็ต่อเม่ือ 

#X A B   
พสูิจน์ ไดจ้ากการพิสูจนข์องทฤษฎีบท 4.9 
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