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บทคัดย่อ 

 
โรคไข้หวัดใหญ่เป็นโรคที่ติดต่อระบบทางเดินหายใจท่ีพบว่ามีการแพร่ระบาดได้ตลอดทั้งปี ซึ่งเกิด

จากเช้ือไวรัสชนิด influenza โดยเช้ือ influenza มีทั้งหมด 3 ชนิด โดยการติดเชื้อที่พบในคนคือสายพันธ์ุ 
A, B และ C ในงานวิจัยนี้พิจารณาเฉพาะสายพันธุ์ A และ B โดยการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่
พิจารณาปฏิสัมพันธ์ระหว่างไข้หวัดใหญ่สายพันธ์ุเอ และสายพันธ์ุบีในประเทศไทย และพิจารณาหาผลเฉลย
เชิงตัวเลข พร้อมทั้งหาเง่ือนไขที่ท าให้เกิดความเสถียรภาพภายในของจุดสมดุลภายใต้สภาวะไร้โรคเมื่อ 

0 1R    และสภาวะระบาดเรื้อรังเมื่อ 0 1R   แล้วน ามาแสดงในรูปแบบของค่าสืบพันธุ์พ้ืนฐาน ซึ่งผลลัพธ์
เชิงตัวเลขน ามาวิเคราะห์การควบคุมของโรค และเป็นแนวทางส าหรับลดการระบาดของโรคไข้หวัดใหญ่
นอกจากน้ันยังมีการพิจารณาความเสถียรภาพวงกว้างของแบบจ าลองนี้ 
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Abstract 

 
Influenza is a respiratory disease that be found to spread throughout the year. It is 

caused by an influenza virus, influenza-type infections with all 3 types of infection (species 
A, B and C) are detected in human. In this paper, we study the infection of only influenza A 
and B by formulating and analyzing a mathematical model with interaction between 
influenza A and influenza B in Thailand. The local stability condition of the disease free for 

0 1R  and endemic equilibrium states 
0 1R  are found in the form of the basic reproductive 

numbers. The numerical results are shown to present the way for reducing the outbreak of 
this disease.  The output of this study should be a guideline to reduce the outbreak of 
influenza. Furthermore, the global stability of our model is also considered in this study. 

 
Keywords : influenza, local stability, global stability, mathematical model 
 
1.บทน า 

โรคไข้หวัดใหญ่ (Influenza) จัดเป็นโรคติดต่ออุบัติใหม่ เป็นโรคติดต่อระบบทางเดินหายใจที่
พบว่ามีการแพร่ระบาดได้ตลอดทั้งปี เนื่องจากการติดเชื้อไวรัส Influenza สายพันธุ์ A, B หรือ C เช้ือนี้จะ
อยู่ในน้ ามูก น้ าลาย หรือเสมหะของผู้ป่วย ติดต่อโดยการไอ หรือจาม หรือการสัมผัสถูกมือของเครื่องใช้
เปื้อนเช้ือโรค ซึ่งสามารถท าให้เกิดการเจ็บป่วยได้ โดยการเจ็บป่วยอาจจะรุนแรง และอาจจะมี
ภาวะแทรกซ้อนท่ีส่งผลให้เสียชีวิตได้ เนื่องจากโรคไข้หวัดใหญ่เป็นโรคที่พบไดต้ลอดทั้งปี และสามารถพบได้
ในสถานที่ทั่วไป ซึ่งพื้นที่ถ้าเกิดโรคแล้วก็จะมีความเสี่ยงที่จะมีโอกาสเกิดการระบาดในบริเวณกว้างได้ เช่น 
บริเวณที่มีผู้คนแออัดหรือผู้คนท่ีอาศัยอยู่เป็นจ านวนมาก โดยส่วนใหญ่ในแต่ละปีที่มีการระบาดของไข้หวัด
ใหญ่จะมีอยู่สองช่วงหลักๆ คือช่วงฤดูหนาว และฤดูฝน และมักพบในเด็กและผู้ใหญ่ ซึ่งสถานการณ์ของโรค
ไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทยพบว่ามีแนวโน้มเพิ่มสูงขึ้นในแต่ละปี  

ส าหรับแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่ได้มีผู้ศึกษาไว้หลายท่าน ในปี ค.ศ. 2008 
Jodar และคณะ [1] ได้ศึกษาการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์เกี่ยวข้องกับวิวัฒนาการของโรคไข้หวัด
ใหญ่ในประชากรคนโดยสร้างแบบจ าลอง SEIRC ( S คือประชากรที่เสี่ยงต่อการติดเชื้อ  E  คือประชากรที่
ติดเชื้อแต่ยังไม่สามารถแพร่เช้ือได้ I คือประชากรที่ติดเชื้อและสามารถแพร่เช้ือได้ R คือประชากรที่ฟื้นไข้ C 
คือประชากรที่มีภูมิคุ้มกัน) และได้พิจารณาการติดเช้ือซ้ าหลังจากมีภูมิคุ้มกัน ได้หาจุดสมดุลสภาวะไร้โรค 
และสภาวะระบาดเรื้อรัง พร้อมทั้งหาค่าสืบพันธุ์พื้นฐาน และหาเง่ือนไขความเสถียรภาพส าหรับสภาวะไร้ 
และสภาวะระบาดเรื้อรัง ต่อมาในปี ค.ศ. 2014 Kongnuy และคณะ [2] ได้ศึกษาการสร้างแบบจ าลองทาง
คณิตศาสตร์ของไข้หวัดใหญ่โดยเปรียบเทียบระยะฟักตัวและการควบคุมโรคนี้ในประเทศไทยโดยสร้าง
แบบจ าลอง SEIRC  และวิเคราะห์ข้อมูลเพื่อสร้างระบบสมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้น ได้จุดสมดุลคือสภาวะ
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ไร้โรค และสภาวะระบาดเรื้อรัง พร้อมทั้งหาเง่ือนไขที่ท าให้เกิดความเสถียรภาพของจุดสมดุลแต่ละจุด 
ต่อมาในปี ค.ศ. 2014 Pongsumpun และคณะ [3] ได้ศึกษาการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับ
ไข้หวัดใหญ่สายพันธ์ุใหม่เชื้อ influenza virus ชนิด A สายพันธ์ุย่อยชนิด H1N1 ซึ่งเป็นแบบจ าลอง SEIQR 
โดยท าการวิเคราะห์โดยวิธีการจ าลองเชิงพลวัตมาตรฐาน (standard dynamical modeling method) 
วิเคราะห์ความเสถียรภาพภายใน (local stability) โดยการใช้เง่ือนไข Routh-Hurwitz ตรวจสอบความ
เสถียรภาพของจุดสมดุลแต่ละจุด ต่อมาในปี ค.ศ. 2017 Kharis และคณะ [4] ได้ศึกษาการสร้างแบบจ าลอง
ทางคณิตศาสตร์ของการแพร่ระบาดของไข้หวัดใหญ่ตามฤดูกาลกับการรักษาโดยการสร้างแบบจ าลอง SIR 
และได้วิเคราะห์เกี่ยวกับจุดสมดุล และความเสถียรภาพ โดยให้ค่าพารามิเตอร์ที่สอดคล้องกับค่าสืบพันธุ์
พื้นฐาน ผลที่ได้จากการวิจัยนี้ท าให้ทราบค่าสืบพันธุ์พื้นฐาน จากค่าพารามิเตอร์ และหาแนวทางในการลด
การระบาดในวงกว้าง และในปี ค.ศ. 2017 Krishnapriya และคณะ [5]  ได้ศึกษาการวิเคราะห์ทาง
คณิตศาสตร์ของแบบจ าลองการระบาดของไข้หวัดใหญ่ชนิด A และการระบาดของโรคที่มีความล่าช้าไม่
ต่อเนื่องโดยสร้างแบบจ าลอง SEIR  

แบบจ าลองในงานวิจัยนี้ได้พัฒนามาจากแบบจ าลองของ Jodar และคณะ [1] และ Kharis และ
คณะ [4] โดยได้ศึกษาการสร้างแบบจ าลองของสายพันธุ์ A มาจาก Pongsumpun และคณะ [3]  และ 
Krishnapriya และคณะ [5] และได้สร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตรข์องโรคไข้หวัดใหญ่ ซึ่งเป็นแบบจ าลอง 
SEIQR (S คือประชากรคนที่เสี่ยงต่อการติดเช้ือ, E คือประชากรคนที่ติดเช้ือแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเช้ือ
ได้, I คือประชากรคนที่ติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือได้ , Q คือประชากรคนที่ถูกกักกัน และ R คือ
ประชากรคนที่ฟ้ืนไข้) ในแบบจ าลองนี้ก าหนดให้ประชากรได้รับเชื้อไข้หวัดใหญ่เพียง 2 ชนิด คือ Influenza 
A และ Influenza B พร้อมท้ังหาความเสถียรภาพภายในและความเสถียรภาพวงกว้าง 
 
2. วิธีการด าเนินการ 
2.1 การสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่ 
 พิจารณาการสร้างแบบจ าลองของโรคไข้หวัดใหญ่ในกรณีของชนิดสายพันธุ์ A และชนิดสายพันธ์ุ 
B โดยได้นิยามตัวแปร และนิยามตัวพารามิเตอร์ ไว้ในตารางดังต่อไปนี้ 
 
ตารางที่ 1. สัญลักษณ์แทนข้อความของแบบจ าลองโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทย 

สัญลักษณ์ ค าอธิบาย 
S   จ านวนประชากรคนที่เสี่ยงต่อการติดเชื้อ 

AE  จ านวนประชากรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิดสายพันธุ์ A 

BE  จ านวนประชากรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิดสายพันธุ์ B 

AI  จ านวนประชากรคนที่ติดเชื้อและสามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิดสายพันธุ์ A 

BI  จ านวนประชากรคนที่ติดเชื้อและสามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิดสายพันธุ์ B 
Q  จ านวนประชากรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสายพันธุ์ A และ B 
R  จ านวนประชากรคนที่ฟื้นไข้ 
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สัญลักษณ์ ค าอธิบาย 
N  จ านวนประชากรคนทั้งหมด 

d  อัตราการเสียชีวิตของประชากรคน 

H   อัตราการเกิดของประชากรคน 

A   อัตราการติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของชนิดสายพันธุ์ A 

B  อัตราการติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของชนิดสายพันธุ์ B 
  อัตราการที่ถูกกักกันโรคกลายเป็นผู้ที่ฟื้นไข้ 

AIIp   จ านวนวันส าหรับการฟักตัวของเชื้อชนิดสายพันธุ์ A 

BIIp  จ านวนวันส าหรับการฟักตัวของเชื้อชนิดสายพันธุ์ B 

AIIq  จ านวนวันส าหรับการถูกกักกันของเชื้อชนิดสายพันธุ์ A 

BIIq  จ านวนวันส าหรับการถูกกักกันของเชื้อชนิดสายพันธุ์ B 
 
2.2 แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของโรคไข้หวัดใหญ่ 
 แผนภาพแบบจ าลองได้แบ่งกลุ่มประชากรของคน โดยแบ่งออกทั้งหมด 7 กลุ่มประชากร ได้แก่ 
จ านวนประชากรคนที่เสี่ยงต่อการติดเชื้อ  จ านวนประชากรคนที่ติดเช้ือแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเช้ือได้ของ
ชนิดสายพันธ์ุ A  จ านวนประชากรคนที่ติดเช้ือแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเช้ือได้ของชนิดสายพันธ์ุ B  จ านวน
ประชากรคนที่ติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือได้ของชนิดสายพันธุ์ A  จ านวนประชากรคนที่ติดเช้ือและ
สามารถถ่ายทอดเช้ือได้ของชนิดสายพันธุ์ B  จ านวนประชากรคนที่ถูกกักกันโดยเฉลี่ยของชนิดสายพันธุ์ A 
และ B  และจ านวนประชากรคนที่ฟื้นไข้ ซึ่งสามารถอธิบายได้ดังนี้ จากกลุ่มประชากรคนที่เสี่ยงต่อการติด
เช้ือ จากนั้นเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชากรคนที่ติดเช้ือแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเช้ือได้ของชนิดสายพันธุ์ A  
หรือเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชากรคนที่ติดเช้ือแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเช้ือได้ของชนิดสายพันธุ์ B หลังจาก
ผ่านระยะฟักตัวของเช้ือแล้วประชากรกลุ่มนั้นจะเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชากรคนที่ติดเช้ือและสามารถ
ถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิดสายพันธุ์ A  หรือเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชากรคนที่ติดเชื้อและสามารถถ่ายทอดเช้ือ
ได้ของชนิดสายพันธ์ุ B จากนั้นเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชากรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสายพันธ์ุ A และ 
B  หลังจากท่ีผู้ติดเชื้อรักษาตัวแล้วจะเปลี่ยนไปเป็นกลุ่มประชากรคนที่ฟ้ืนไข้ 
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รูปที่ 1. แผนภาพแสดงแนวคิดในการสร้างแบบจ าลองของประชากรของโรคไขห้วัดใหญ่โดยแยกตามชนิดของเช้ือ 

 
สมการเชิงพลวัตในงานวิจัยนี้สอดคล้องกับ รูปที่ 1 เมื่อก าหนดให้จ านวนประชากรคงท่ี โดยที ่ 

A B A BN S E E I I Q R= + + + + + +  และท าการลดรูปสมการโดยที่ก าหนดให้ตัวแปรแทนตามล าดับ
ดังต่อไปนี ้

 , ,E , , , ,A B A B

A B A B

E E I IS Q R
S E I I Q R

N N N N N N N
= = = = = = =   

และ 1A B A BS E E I I Q R+ + + + + + =  นั่นคือ 1 A B A BR S E E I I Q= − − − − − −  
จะได้สมการที่ลดรูปแล้วคือ 

A A B B H

dS
SNI SNI dS

dt
  = − − + −     (1) 

1A

A A A A

A

dE
SNI E dE

dt IIp
= − −      (2) 

1B

B B B B

B

dE
SNI E dE

dt IIp
= − −      (3) 

1 1A

A A A

A A

dI
E I dI

dt IIp IIq
= − −       (4) 

1 1B

B B B

B B

dI
E I dI

dt IIp IIq
= − −      (5) 

1 1
( )QA B

A B

dQ
I I d

dt IIq IIq
= + − +      (6)  

 
3. ผลการวิจัย 
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 การวิเคราะห์แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ใช้วิธีการของการจ าลองเชิงพลวัตมาตรฐาน (standard 
dynamical modeling) หาจุดสมดุล จาโคเบียนเมทริกซ์ และค่าเจาะจง พร้อมทั้งวิเคราะห์และหาวิธี
แก้ปัญหาโดยการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับโรคไข้หวัดใหญ่ 
 
3.1 จุดสมดุล 
จุดสมดุลของระบบสมการหาไดจ้ากการจับสมการที่ (1) - (6) ให้เท่ากับศูนย์ จะได้จุดสมดลุของระบบ
สมการนีค้ือ 

i) จุดสมดุลภายใตส้ภาวะไร้โรค 
1 ( ,0,0,0,0,0)HE

d


=  

ii) จุดสมดุลภายใตส้ภาวะระบาดเรื้อรัง * * * *

2 ( ,E ,0, I ,0,Q )A A AE S=  

โดยที่  * (1 dIIp )(1 dIIq )A A

A A

S
IIq N

+ +
=  

2 2

* [d d IIp (1 dIIq ) IIq (d N )]

(1 dIIp )

A A A A A H

A

A A A

IIp
E

NIIq

 



+ + + −
= −

+
 

2 2

* IIp (1 dIIq ) IIq (d N )

(1 dIIp )(1 dIIq )

A A A A H

A

A A A

d d
I

N

 



+ + + −
= −

+ +
 

2 2

* IIp (1 dIIq ) IIq (d N )

(d )(1 dIIp )(1 dIIq ) IIq

A A A A H

A A A A

d d
Q

N

 

 

+ + + −
= −

+ + +
 

iii) จุดสมดุลภายใตส้ภาวะระบาดเรื้อรัง * * * *

2 ( ,0,E ,0, I ,Q )B B BE S=  

โดยที ่ * (1 dIIp )(1 dIIq )B B

B B

S
IIq N

+ +
=  

 
2 2

* [d d IIp (1 dIIq ) IIq (d N )]

(1 dIIp )

B B B B B H

B

B B B

IIp
E

NIIq

 



+ + + −
= −

+
 

 
2 2

* IIp (1 dIIq ) IIq (d N )

(1 dIIp )(1 dIIq )

B B B B H

B

B B B

d d
I

N

 



+ + + −
= −

+ +
 

  
2 2

* IIp (1 dIIq ) IIq (d N )

(d )(1 dIIp )(1 dIIq ) IIq

B B B B H

B B B B

d d
Q

N

 

 

+ + + −
= −

+ + +
 

 
3.2 การวิเคราะห์ความเสถียรภาพ 
การหาความเสถียรภาพภายใน 
ความเสถยีรภาพของจุดสมดุลสามารถพิจารณาได้จากค่าลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์จาโคเบียนจากระบบ
สมการ (1) – (6) สามารถเขียนในรูปเมทริกซ์จาโคเบียนได้ดังนี ้
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(S,E ,E ,I ,I ,Q)

0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

1 1
0 0 0 0

1 1
0 0 0 0

1 1
0 0 0

A B A B

A A B B A B

A A A

A

B B B

B

A A

B B

A B

I N I N d SN SN

I N d SN
IIp

I N d SN
IIp

J
d

IIp IIq

d
IIp IIq

d
IIq IIq

   

 

 



− − − − − 
 

−
 −
 
 

− −
 
 

= − −
 
 

− 
−

 
 
 

− − 
 

 

พิจารณาหาค่าลักษณะเฉพาะได้จากสมการลักษณะเฉพาะ 
   

6det( ) 0J I− =   

เมื่อ 6I  คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์ขนาด 6 x 6 หรือ 
6

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

I

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

 

i) จุดสมดุลภายใตส้ภาวะไร้โรค 
1 ( ,0,0,0,0,0)HE

d


=   

จากการค านวณค่าลักษณะเฉพาะคือ 

1 d = − , 2 d = − −

2 2 2 2 2 2 2

3

2 2 4

2

A A A A A A A A A A A H

A A

dIIp dIIq d IIp IIq d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq

dIIp IIq

 


− − − − − + +
=

2 2 2 2 2 2 2

4

2 2 4

2

A A A A A A A A A A A H

A A

dIIp dIIq d IIp IIq d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq

dIIp IIq

 


− − − + − + +
=  

2 2 2 2 2 2 2

5

2 2 4

2

B B B B B B B B B B B H

B B

dIIp dIIq d IIp IIq d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq

dIIp IIq

 


− − − − − + +
=  

2 2 2 2 2 2 2

6

2 2 4

2

B B B B B B B B B B B H

B B

dIIp dIIq d IIp IIq d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq

dIIp IIq

 


− − − + − + +
=  

ดังนั้น จุดสมดุลภายใตส้ภาวะไรโ้รคมีความเสถียรภาพเมื่อ 0 1R   โดยที ่
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2 2 2 2 2 2

0 2

2 4
max{ ,

2

A A A A A A A H

A A A A

d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq
R

dIIp dIIq d IIp IIq

 − + +
=

+ +
 

2 2 2 2 2 2

2

2 4
}

2

B B B B B B B H

B B B B

d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq

dIIp dIIq d IIp IIq

 − + +

+ +
 

ii) จุดสมดุลภายใตส้ภาวะระบาดเรื้อรัง * * * *

2 ( ,E ,0, I ,0,Q )A A AE S=  
จากการค านวณค่าลักษณะเฉพาะคือ  

5 4 3 2

1 2 3 4 5( )( ) 0d a a a a a      + + + + + + + =    (7) 
โดยที่ 

3 3 3 3 4

1

1
(1 ) (1 ) ((1 )(1 )(IIpA B A A B A A A B A B A

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq dIIp dIIq IIq IIq IIp
IIp

= + + + + +   

 2(II (II 4 ))) )A B B A B A B A B A B A Hq IIq IIp q IIq dIIq IIq NIIp IIp IIq IIq  + + + +   
3 3 7 3 3 2 3 2

2

1
(1 ) (1 ) ( (1 )A B A A B A A A B B

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq d IIp dIIq IIq
IIp

 
−

= + + + +   
2 (1 )(( 3 (1 3 (2 5 ) II ))A A A B A B B A A B AdIIp dIIp IIq IIq dIIq IIq IIp dIIq d dIIq q + − − − − + + + +   

2(1 ) II ) (( 1 )(II (1 2 )) )A B B A A A B B B B A B A HdIIq q IIq dIIq q IIp dIIq NIIp IIq IIq   + + − − + + − +   
((1 )(( 4 (1 4 (2 7 ) II ))A A A B A B B A A B AIIp dIIq IIq IIq dIIq IIq IIp dIIq d dIIq q + − − − − + + + +   

2(1 ) II ) (II (II 4 )) ))A B B A A B B A B A B A HdIIq q NIIq q IIq IIp q IIq dIIq IIq  + − + + +   
3 3 6 3 3 2 3 2

3

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) (1 2dIIq )A B A A B A A A A B B

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq d IIp dIIq IIq
IIp

 
−

= + + + + +  

((1 )(II ( ) (( 1 (II ) ))A A B B A B A B B A B BIIq dIIq q dIIp IIq d p IIq dIIq   + + + − − + + −   
 2(II (II 3 )) )A A B B A B A B A HNIIq q IIq IIp q IIq dIIq IIq  + + + +   

((1 )( ((1 3 )(1 ) (1 3 ( 1 ) II ))A A A A B B A A B AIIp dIIq IIq dIIq dIIq dIIp dIIq d dIIq q + − + + + + + − + +   
 2(1 )(1 4 ) II ) ((II 3A A B B A A A B A BdIIq dIIq q NIIq q IIq dIIq IIq + + − + + +   
 (1 3 (II 2 ))) (1 ) II ) )B A B A B A A B B HIIp d q IIq dIIq IIq dIIq q  + + + − + −   
 2 (1 )( 2 ((1 (II )) 7 )A A B B A B B A B BdIIp dIIq IIq IIq d p IIq dIIq  + − + + + − +   
 2 2( 5 ( (2 2 (2 ) II ) ))))A B B A B B B B B HIIq d IIq d dIIp d dIIp q NIIq   − + + + + −   

3 3 7 3 4 2 2

4

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) (1 dIIq )A B A A B A A A B

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq d dIIp IIq
IIp


−

= + + + + +  

 ( (II 2 91 2 (2 3 ) II ))A A B A B A A A B AN IIq q IIq dIIq IIq IIp dIIq d dIIq q − + + + + + + +  
 (1 )(1 )(II (1 2 )) II )A A A A A B B HdIIp dIIq q IIp dIIq q  + + + + +    
 2 2( (1 ) (1 ) (1 2 ) (1 2 (2 3 ) IIB A A B A A A BIIp d dIIp dIIq dIIq NIIq dIIq d dIIq q+ + + − + + + +   
 (2 3 (3 4 ) II )) ))A A A B A HdIIp dIIq d dIIq q  + + +   
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4 3 7 4 3

5

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) IIq (1 )A B A A B A B A B A

A

a dIIp IIp IIq dIIq IIq dIIp dIIq
IIp

 = + + − + + +  

 (1 )(1 ) II )( (1 )(1 ) )A A B B A A A A HdIIp dIIq q d dIIp dIIq NIIq  + + + + −  
จะได้ว่า  

2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 3 1 40, 0, 0, 0, 0, 0a a a a a a a a a a a     − −   และ 
2 2 2 2

1 4 5 1 2 3 3 1 4 5 1 2 3 1 5( )( ) ( ) 0a a a a a a a a a a a a a a a− − − − − −   
 โดยแสดงรูปที่ 2. 
 

 
รูปที่ 2. แสดงค่าพารามิเตอร์ส าหรับจุดสมดุลในสภาวะระบาดเรื้องรังของชนิดสายพันธุ์ A ซ่ึงสอดคล้องกับเง่ือนไขของ 
Routh-Hurwitz โดยมีค่าพารามิเตอร์ดงัตารางที่ 3. 
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รูปที่ 2. (ต่อ) แสดงค่าพารามิเตอร์ส าหรับจุดสมดุลในสภาวะระบาดเรื้องรังของชนิดสายพันธุ ์A ซ่ึงสอดคล้องกับเง่ือนไขของ 
Routh-Hurwitz โดยมีค่าพารามิเตอร์ดงัตารางที่ 3. 
 
นั่นคือ สมการ (7) สอดคล้องกับเง่ือนไขของ Routh – Hurwitz [6]  
ดังนั้นจุดสมดุลภายใตส้ภาวะระบาดเรื้อรังมีความเสถียรภาพภายในเมื่อ 0 1R    

iii) จุดสมดุลภายใตส้ภาวะระบาดเรื้อรัง * * * *

2 ( ,0,E ,0, I ,Q )B B BE S=  
จากการค านวณค่าลักษณะเฉพาะคือ  

5 4 3 2

1 2 3 4 5( ) 0d b b b b b      + + + + + + + =    (8) 
โดยที่  

3 3 7 3 4

1

1
(1 ) (1 ) ((1 )(1 )(IIB B A B B B B B B A B

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIq dIIp dIIq p IIq IIq
IIp

= + + + + +   

 2(II (II 4 ))) )A A B B A B A B A B A B B HIIp q IIq IIp q IIq dIIq IIq NIIp IIp IIq IIq  + + + +   
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3 3 7 3 3

2

1
(1 ) (1 ) ((1 )(1 )(II (1 ) IIB B A B B B B B B B A

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIp dIIp dIIq p dIIp q
IIp


−

= + + + + +   

 (1 ) (II (II (1 2 )) (II (1 3 )B A B A A A A B AdIIq p q IIp dIIq q IIp dIIq+ − + + + + + +   
 (1 2 (3 5 ))) II ) ) (IIA A B A B B B B A BIIp dIIq dIIp dIIq q NIIq p IIq IIq+ + + − +   
 2(II (II 4 ))) )A A B B A B A B B HIIp q IIq IIp q IIq dIIq IIq  + + +   

3 3 6 3 3 2 3 2

3

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) (1 2 )B B A B B B B A B B A

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIq d IIp IIq dIIq dIIq
IIp

 
−

= + + + + +   

( (1 (II )) II ) ) (II (IIA A A A B B B A B A A BdIIp IIq d p IIq q NIIq q IIq IIp q IIq− + + + − + + +   
23 )) ) ((1 )(II (1 )(1 4 )A B B H B B A B B AdIIq IIq IIp dIIq q dIIq dIIq  + + + + −   

((1 )(1 3 ) (1 (3 ) II )) )B A B A A A B BIIq dIIq dIIq dIIp dIIq d dIIq q + + + − + + −   
2 ( (1 ) (II 3 (1 3 (IIB B A B A A B A B A A BNIIq IIq dIIq q IIq dIIq IIq IIp d q IIq − + + + + + + + +   

22 ))) ) ) (1 )((1 ) II (1 2 )A B B H B B A B B BdIIq IIq dIIp dIIq dIIp q dIIq  − + + + +   
( (1 (2 ) II ) (2 ( (7 5 ) )))))A B A B B A B B B B HIIq dIIq d dIIp q IIq d dIIq NIIq   + + − + + +   
3 3 7 3 4 2 2

4

1
(1 ) (1 ) ( (1 ) (1 )B B A B B B B A B

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIq d dIIp IIq dIIq
IIp


−

= + + + + +   

 ((1 ) II (1 )(II (1 2 ))B A B B B B AN dIIp q dIIq q IIp dIIq + + + + −   
 (II 2 (1 2 (2 3 ) II )) )B A B A B B A A B B HIIq q IIq dIIq IIq IIp dIIq d dIIq q  + + + + + + +   
 2 2( (1 ) (1 2 )(1 ) (1 2 (2 3 ) IIA B A B B A A BIIp d dIIp dIIq dIIq NIIq dIIq d dIIq q+ + + − + + + +   
 (2 3 (3 4dIIq ) II )) ))B A A B B HdIIp dIIq d q  + + +   

3 4 6 4 3

5

1
(1 ) (1 ) ((1 ) II (1 dIIq )B B A B B B B A B A

A

b IIp dIIp IIq IIq dIIq dIIp q
IIp

 = + + + + −   

 (1 )(1 ) II )(d(1 dIIp )(1 ) )A A B B B B B B HdIIp dIIq q dIIq NIIq  + + + + −  

จะได้ว่า 
 2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 3 1 40, 0,b 0, 0, 0,b 0b b b b b b b b b     − −   และ 
2 2 2 2

1 4 5 1 2 3 3 1 4 5 1 2 3 1 5(b )(b ) (b ) 0b b b b b b b b b b b b− − − − − −    
โดยแสดงรูปที่ 3. 
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รูปที่ 3. แสดงค่าพารามิเตอร์ส าหรับจุดสมดุลในสภาวะระบาดเรื้องรังของชนิดสายพันธุ์ B ซ่ึงสอดคล้องกับเง่ือนไขของ 
Routh-Hurwitz โดยมีค่าพารามิเตอร์ดงัตารางที่ 3. 
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รูปที่ 3. (ต่อ) แสดงค่าพารามิเตอร์ส าหรับจุดสมดุลในสภาวะระบาดเรื้องรังของชนิดสายพันธุ ์B ซ่ึงสอดคล้องกับเง่ือนไขของ 
Routh-Hurwitz โดยมีค่าพารามิเตอร์ดงัตารางที่ 3. 
 
นั่นคือ สมการ (8) สอดคล้องกับเง่ือนไขของ Routh – Hurwitz [6] 
ดังนั้นจุดสมดุลภายใตส้ภาวะระบาดเรื้อรังมีความเสถียรภาพภายในเมื่อ 

0 1R    
 

การหาความเสถียรภาพวงกว้าง 

ทฤษฎีบทที่ 1 ให้ * * * * * *

1 (S ,E ,E , I , I Q ) ( ,0,0,0,0,0)H

A B A BE
d


= =  ถ้า 0 1R   แล้วจุดสมดุลสภาวะ  

ไร้โรค 1E  จะมีความเสถียรภาพวงกว้างบน 5{(S,E ,E , I , I ,Q) : N }H

A B A B
d


+ =    และสมมติให้ 

* ( ) 0A A B BS N I I + =  [7] 
พิสูจน์  พิจารณา Lyapunov function *(S,E ,E , I , I Q) (S S lnS) E E I I QA B A B A B A BP = − + + + + +  

*

' ' E ' E ' I ' I ' Q'A B A B

dP S
S S

dt S
= − + + + + +   

* 1 1
( )(1 ) ( ) ( )A A B B H A A A A B B B B

A B

dP S
SNI SNI dS SNI E dE SNI E dE

dt S IIp IIp
    = − − + − − + − − + − −

 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ( )Q)A A A B B B A B

A A B B A B

E I dI E I dI I I d
IIp IIq IIp IIq IIq IIq

+ − − + − − + + − +  

*

( )(1 ) ( d)QA A B B H A A A B B B A B

dP S
SNI SNI dS SNI dE SNI dE dI dI

dt S
     = − − + − − + − + − − − − +  

*
* * * ( d)QH H A A B B A B A B

dP S
dS dS NI S NI S dE dE dI dI

dt S
    = − − + + + − − − − − +  

เนื่องจาก * HS
d


=   และ * ( ) 0A A B BS N I I + =  

*

*
(1 ) (1 ) ( d)QH H A B A B

dP S S
dE dE dI dI

dt S S
  = − + − − − − − − +  
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*

*
[(1 ) (1 )] ( d)QH A B A B

dP S S
dE dE dI dI

dt S S
 = − + − − − − − − +  

*

*
(2 ) ( d)QH A B A B

dP S S
dE dE dI dI

dt S S
 = − − − − − − − +  

* *2 2

*

2
( ) ( d)QH A B A B

dP S S S S
dE dE dI dI

dt S S
 

− −
= − − − − − +  

* 2

*

(S S)
[ ] ( d)QH A B A B

dP
dE dE dI dI

dt S S
 

−
= − − − − − − +  

* 2

*

(S S)
[ [ ] ( d)Q]H A B A B

dP
dE dE dI dI

dt S S
 

−
= − + + + + + +  

* 2

*

(S S)
[ [ ] ( ) ( d)Q]H A B A B

dP
d E E I I

dt S S
 

−
= − + + + + + +  

แล้วจะได้ว่า 0
dP

dt
  เป็น non-positive [7] ดังนั้น * * * * * *

1 (S ,E ,E , I , I Q )A B A BE = มีความเสถียรภาพ  

วงกว้างบน    
 
ทฤษฎีบทที่ 2  ให้ * * * * * *

2 2, (S ,E ,E , I , I Q )A B A B A BE E =  ถ้า 
0 1R   แล้วจุดสมดุลสภาวะระบาดเรื้อรัง

2 AE  และ 2BE  จะมีความเสถียรภาพวงกว้างบน   เมื่อสมมติให้ * HS
d


=   

และ 
* ( )A A B B

A B

S N I I
d

I I

 +


+
 [7] 

พิสูจน์  พิจารณา Lyapunov function *(S,E ,E , I , I Q) (S S lnS) E E I I QA B A B A B A BP = − + + + + +  
*

' ' E ' E ' I ' I ' Q'A B A B

dP S
S S

dt S
= − + + + + +  

* 1 1
( )(1 ) ( ) ( )A A B B H A A A A B B B B

A B

dP S
SNI SNI dS SNI E dE SNI E dE

dt S IIp IIp
    = − − + − − + − − + − −

 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ( )Q)A A A B B B A B

A A B B A B

E I dI E I dI I I d
IIp IIq IIp IIq IIq IIq

+ − − + − − + + − +  

*
* * * ( d)QH H A A B B A B A B

dP S
dS dS NI S NI S dE dE dI dI

dt S
    = − − + + + − − − − − +  

เนื่องจาก  * HS
d


=  และ 

* ( )A A B B

A B

S N I I
d

I I

 +


+
 

* 2

*

(S S)
[ ] ( d)QH A B

dP
dE dE

dt S S
 

−
= − − − − +  

* 2

*

(S S)
[ [ ] ( d)Q]H A B

dP
dE dE

dt S S
 

−
= − + + + +  

* 2

*

(S S)
[ [ ] ( ) ( d)Q]H A B

dP
d E E

dt S S
 

−
= − + + + +  
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แล้วจะได้ว่า 0
dP

dt
  เป็น non-positive [7] ดังนั้น * * * * * *

2 2, (S ,E ,E , I , I Q )A B A B A BE E =   

มีความเสถียรภาพวงกว้างบน    
 

3.3 ผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลข 
 ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยได้ท าการวิเคราะห์เชิงตัวเลขโดยการน าค่าพารามิเตอรต์่างๆ ท่ีได้จากข้อมูล
เกี่ยวกับโรคไข้หวัดใหญ่ ซึ่งมีค่า ดงันี้ [8-10] 
 

ตารางที่ 2. ตารางแสดงค่าพารามิเตอรต์่างๆ ของโรคไข้หวัดใหญ่ ส าหรับสภาวะไร้โรค 
สัญลักษณ์ ค าอธิบาย ค่าพารามิเตอร์ หน่วย 

N  จ านวนประชากรคนทั้งหมด 900000 คน 

d  อัตราการเสียชีวิตของประชากรคน 1/(365 x 70) [8,9] ต่อคน ต่อวัน 

H   อัตราการเกิดของประชากรคน 1/(365 x 70) [8,9] ต่อคน ต่อวัน 

A   อัตราการติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของชนิดสายพันธุ์ A 0.0000000995 ต่อคน ต่อวัน 

B  อัตราการติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของชนิดสายพันธุ์ B 0.0000000429 ต่อคน ต่อวัน 

  อัตราการที่ถูกกักกันโรคกลายเป็นผู้ที่ฟื้นไข้ 1/14 [10] ต่อคน ต่อวัน 

AIIp   จ านวนวันส าหรับการฟักตัวของเชื้อชนิดสายพันธุ์ A 3 [8,9] วัน 

BIIp  จ านวนวันส าหรับการฟักตัวของเชื้อชนิดสายพันธุ์ B 4 [8,9] วัน 

AIIq  จ านวนวันส าหรับการถูกกักกันของเชื้อชนิดสายพันธุ์ A 7 [8,9] วัน 

BIIq  จ านวนวันส าหรับการถูกกักกันของเชื้อชนิดสายพันธุ์ B 5 [8,9] วัน 

 
ตารางที่ 3. ตารางแสดงค่าพารามิเตอรต์่างๆ ของโรคไข้หวัดใหญ่ ส าหรับสภาวะระบาดเรื้อรัง 

สัญลักษณ์ ค าอธิบาย ค่าพารามิเตอร์ หน่วย 

N  จ านวนประชากรคนทั้งหมด 900000 คน 

d  อัตราการเสียชีวิตของประชากรคน 1/(365 x 70) [8,9] ต่อคน ต่อวัน 

H   อัตราการเกิดของประชากรคน 1/(365 x 70) [8,9] ต่อคน ต่อวัน 

A   อัตราการติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของชนิดสายพันธุ์ A 0.00021 ต่อคน ต่อวัน 

B  อัตราการติดเชื้อโรคไข้หวัดใหญ่ของชนิดสายพันธุ์ B 0.000065 ต่อคน ต่อวัน 

  อัตราการที่ถูกกักกันโรคกลายเป็นผู้ที่ฟื้นไข้ 1/14 [10] ต่อคน ต่อวัน 

AIIp   จ านวนวันส าหรับการฟักตัวของเชื้อชนิดสายพันธุ์ A 3 [8,9] วัน 

BIIp  จ านวนวันส าหรับการฟักตัวของเชื้อชนิดสายพันธุ์ B 4 [8,9] วัน 

AIIq  จ านวนวันส าหรับการถูกกักกันของเชื้อชนิดสายพันธุ์ A 7 [8,9] วัน 

BIIq  จ านวนวันส าหรับการถูกกักกันของเชื้อชนิดสายพันธุ์ B 5 [8,9] วัน 
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รูปที่ 2. กราฟแสดงสัดส่วนของประชากรที่เสี่ยงต่อการติดเช้ือ ประชากรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิด
สายพันธุ์ A ประชากรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิดสายพันธุ์ B ประชากรคนที่ติดเชื้อและสามารถ
ถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิดสายพันธุ์ A ประชากรคนที่ติดเชื้อและสามารถถ่ายทอดเช้ือได้ของชนิดสายพันธุ์ B ประชากรคนที่ถูก
กักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสายพันธุ์ A และ B เทียบเวลา ( วัน )  ในสภาวะไร้โรค 
 
จากกราฟจะเห็นได้ว่าผลเฉลยลูเ่ขา้สู่จุดสมดลุ ณ สภาวะไร้โรค 1 (1,0,0,0,0,0)E =  โดยที่ 0 0.8285R =   
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รูปที่ 3. กราฟแสดงสัดส่วนของประชากรที่เสี่ยงต่อการติดเช้ือ ประชากรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิด
สายพันธุ์ A ประชากรคนที่ติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิดสายพันธุ์ A ประชากรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิด
สายพันธุ์ A เทียบเวลา ( วัน )  ในสภาวะเรื้อรังของสายพันธุ์เอ 
 
จากกราฟจะเห็นได้ว่าผลเฉลยลูเ่ขา้สู่จุดสมดลุ ณ สภาวะบาดเรื้อรังของสายพันธ์ุเอ

2 (0.000756154,0.000117314,0,0.000273658,0,0.000547017)AE =  
 โดยที่ 0 33.3334R =   
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รูปที่ 4. กราฟแสดงสัดส่วนของประชากรที่เสี่ยงต่อการติดเช้ือ ประชากรคนที่ติดเชื้อแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิด
สายพันธุ์ B ประชากรคนที่ติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเชื้อได้ของชนิดสายพันธุ์ B ประชากรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิด
สายพันธุ์ B เทียบเวลา ( วัน )  ในสภาวะเรื้อรังของสายพันธุ์บี 
 
จากกราฟจะเห็นได้ว่าผลเฉลยลูเ่ขา้สู่จุดสมดลุ ณ สภาวะบาดเรื้อรังของสายพันธ์ุบี

2 (0.00342001,0,0.000155996,0,0.000194957, 0.00054558)BE =  
 โดยที่ 0 16.9941R =   
 
4.อภิปรายและสรุปผล 
 ในการศึกษาครั้งนี้ผู้วิจัยได้สร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการปฏิสัมพันธ์ของไข้หวัดใหญ่
สายพันธ์ุเอ และสายพันธ์ุบี เพื่อศึกษาการระบาดของโรคไข้หวัดใหญ่ในประเทศไทย โดยการรวบรวมข้อมูล
ที่เกี่ยวข้องจากส านักระบาดวิทยา กรมควบคุมโรค กระทรวงสาธารณสุข มาสร้างแบบจ าลองท าง
คณิตศาสตร์ โดยก าหนดในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์ของจ านวนประชากรคนท่ีเสี่ยงต่อการติดเช้ือ  จ านวน
ประชากรคนที่ติดเช้ือแต่ยังไม่สามารถถ่ายทอดเช้ือได้ของชนิดสายพันธุ์ A  จ านวนประชากรคนที่ติดเช้ือแต่
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ยังไม่สามารถถ่ายทอดเช้ือได้ของชนิดสายพันธ์ุ B  จ านวนประชากรคนที่ติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือได้
ของชนิดสายพันธ์ุ A  จ านวนประชากรคนที่ติดเช้ือและสามารถถ่ายทอดเช้ือไดข้องชนิดสายพันธ์ุ B  จ านวน
ประชากรคนที่ถูกกักกันโรคเฉลี่ยของชนิดสายพันธ์ุ A และ B  และจ านวนประชากรคนที่ฟ้ืนไข้ 

จากการศึกษา ผลลัพธ์ที่ได้คือจุดสมดุลทั้งหมดสามจุดคือ จุดสมดุลที่สภาวะไร้โรค จุดสมดุลที่
สภาวะระบาดเรื้อรังของสายพันธ์ุเอ และจุดสมดุลที่สภาวะระบาดเรื้อรังของสายพันธ์ุบี และได้ค่าสืบพันธุ์- 

พื้นฐาน คือ 
2 2 2 2 2 2

0 2

2 4
max{ ,

2

A A A A A A A H

A A A A

d IIp d IIp IIq d IIq dNIIp IIq
R

dIIp dIIq d IIp IIq

 − + +
=

+ +
 

2 2 2 2 2 2

2

2 4
}

2
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พบว่าในสภาวะไร้โรค 

0 0.8285 0R =   และผลเฉลยลู่เข้าสู่จุดสมดุล 1 (1,0,0,0,0,0)E =  
ในสภาวะระบาดเรื้อรังของสายพันธุ์เอ 

0 33.3334 1R =   และผลเฉลยลู่เข้าสู่จุดสมดุล ณ สภาวะบาด
เรื้อรังของสายพันธุ์เอ 2 (0.000756154,0.000117314,0,0.000273658,0,0.000547017)AE =  และใน
สภาวะระบาดเรื้อรังของสายพันธุ์บี 0 16.9941R =   และผลเฉลยลู่เข้าสู่จุดสมดุล ณ สภาวะบาดเรื้อรังของ
สายพันธุ์บี 2 (0.00342001,0,0.000155996,0,0.000194957, 0.00054558)BE = และในแบบจ าลองได้
วิเคราะห์ความเสถียรภาพภายใน (local stability) โดยใช้เง่ือนไขของ Routh-Hurwitz [6] และได้
วิเคราะห์ความเสถียรภาพวงกว้าง (global stability) โดยใช้ทฤษฎีบทของ Lyapunov function [7] 
 อย่างไรก็ตามในแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่ได้น าเสนอในงานวิจัยนี้ไม่ได้พิจารณาการติดเช้ือซ้ า
ของโรคไข้หวัดทั้งสายพันธุ์เอ และสายพันธุ์บี ซึ่งถ้าท าการพิจารณาโดยที่เพิ่มปัจจัยดังกล่าว อาจจะท าให้
แบบจ าลองมีความเหมาะสมมากยิ่งขึ้น 
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