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Abstract 

In this paper, we introduce the iterative scheme for finding a common element of the set of 

solution of a finite family of variational inequalities problems in Hilbert space by using S - mapping . 
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1. บทนํา  

              ให ้ H  เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต และ C H  เป็นเซตยอ่ยนูนปิด เราจะเรียกการส่ง
:T C C วา่การส่งแบบไม่ขยาย (Nonexpansive mapping) ถา้   Tx Ty x y   

สาํหรับทุกๆ ,x y C  เราเรียก x C  วา่จุดตรึง (fixed point) ของการส่ง T  ถา้ ( )T x x

และเซตของจุดตรึงทั้งหมดของ T  คือ     :F T x C Tx x  
 

               
ปัจจุบนัทฤษฎีจุดตรึง (fixed point theory) นบัวา่มีบทบาทสาํคญัอยา่งมาก ต่อการพฒันา

ความกา้วหนา้ทางวิชาการทางดา้นวทิยาศาสตร์และเทคโนโลยสีมยัใหม่  และยงัสามารถนาํไปประยกุต์
เพ่ือแกปั้ญหาต่าง ๆ ไดเ้ช่น ในทางเศรษฐศาสตร์กน็าํทฤษฎีจุดตรึงไปใชใ้นการหาจุดท่ีทาํกาํไรสูงท่ีสุด 
หรือเพ่ือหาจุดคุม้ทุน ทางคอมพิวเตอร์นาํไปแกไ้ขปัญหาโครงข่ายประสาทเทียม (Artificial Neural 
Networks) ดูตวัอยา่งจาก [1] 

ให ้ :A C H  ปัญหาอสมการแปรผนั (Variational inequality problem) คือการหาจุด 
u C ท่ีทาํให ้

 , 0Au v u    สาํหรับทุกๆ v C  
เซตของคาํตอบของอสมการแปรผนัคือ   
      ( , ) { : , 0, }VI C A u C Au v u v C  
              ปัญหาอสมการแปรผนัเป็นปัญหาท่ีน่าสนใจปัญหาหน่ึง  และยงันาํประยกุตใ์ชแ้กปั้ญหาในสาขา
ต่าง ๆ เช่น วศิวกรรมศาสตร์ อุตสาหกรรม  เศรษฐศาสตร์ ดูตวัอยา่งจาก [2-5] เป็นตน้ 
 ให ้A  เป็นการส่งจาก C  ไปยงั H  จะเรียกวา่เป็นการส่งแบบผกผนัทางเดียวแบบ   ถา้มี

จาํนวนจริงบวก  ท่ีทาํให ้    
2

,Ax Ay x y Ax Ay  สาํหรับทุกๆ ,x y C              

              ในปี 2008 Takahashi และคณะ [6]  ไดพิ้สูจนท์ฤษฎีต่อไปน้ี  
ทฤษฎบีท 1.1 ให ้H เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต และ C H  เป็นเซตยอ่ยนูนปิดซ่ึงไม่เป็นเซตวา่ง  และให ้

:T C C เป็นการส่งแบบไม่ขยายซ่ึง ( )F T   และ  0 1x C C และ 
1 0Cu P x ลาํดบั { }nu ถูกสร้างโดย 

  

 







   


    
  1

1

1 0

(1 ) ,

{ :|| || || ||},

n

n n n n n

n n n n

n C

y u Tu

C z C y z u z

u P x

 

สาํหรับทุกๆ n   เม่ือ   0 1n a สาํหรับทุกๆ n   
ดงันั้น { }nu  ลู่เขา้แบบเขม้สู่ ( ) 0F TP x  
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ทฤษฎบีท 1.2 ให ้H เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต และ C H  เป็นเซตยอ่ยนูนปิดซ่ึงไม่เป็นเซตวา่ง  และให ้

:T C C เป็นการส่งแบบไม่ขยายซ่ึง ( )F T   และ  0 1x C C และ 
1 0Cu P x  ลาํดบั { }nu  ถูกสร้างโดย 

  

   







     


    
  1

1

1 0

(1 )( (1 ) ),

{ :|| || || ||},

n

n n n n n n n n

n n n n

n C

y u u Tu

C z C y z u z

u P x

  

สาํหรับทุกๆ n  เม่ือ   0 1n a และ     0 1nb c สาํหรับทุกๆ 
n  ดงันั้น { }nu ลู่เขา้แบบเขม้สู่ ( ) 0F TP x  

          จุดประสงคข์องบทความน้ี คือการสร้างทฤษฎีบทการลู่เขา้แบบเขม้ เพ่ือหาสมาชิกร่วมของผลเฉลย
ของวงศจ์าํกดัของปัญหาอสมการการแปรผนัในปริภูมิฮิลเบิร์ตโดยการใช ้ การส่งแบบ S และทฤษฎีบท 
1.1 และ 1.2 มาช่วยในการสร้าง 
 

2. ความรู้พืน้ฐาน 
          ให ้H  เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต กาํหนดดว้ยนอร์ม || ||  และผลคูณภายใน  ,  และให ้C  เป็น

เซตยอ่ยนูนปิดท่ีไม่เป็นเซตวา่งของ H  สาํหรับทุกๆ จุด x C  จะมีจุดท่ีใกลท่ี้สุด (nearest point) 

เพียงจุดเดียวใน C  นิยามโดย CP x  ท่ีทาํให ้   || || || ||
C
P x x x y  สาํหรับทุกๆ 

y C  จะเรียก CP  เรียกวา่เมตริกโปรเจกชนั (Metric projection) ของ H  ทัว่ถึง C  เป็นท่ีรู้กนั
โดยทัว่ไปวา่ CP  คือการส่งแบบไม่ขยายของ H  ไปยงั C  ท่ีสอดคลอ้งกบัเง่ือนไข 

   2|| || ,C C C CP x P y x y P x P y   สาํหรับทุกๆ  ,x y H  
          
            บทตั้งต่อไปน้ีจาํเป็นอยา่งมากในการพิสูจนท์ฤษฎีบทหลกัของเรา  
บทตั้ง 2.1 [7] ให ้H  เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต และ C H  เป็นเซตยอ่ยนูนปิดซ่ึงไม่เป็นเซตวา่ง  และให้ 
A  เป็นการส่งจาก C  ไปยงั H  ให ้ u C  ดงันั้นสาํหรับทุกๆ   0  จะได ้

     ( , ) ( )Cu VI C A u P I A  
เม่ือ CP  เรียกวา่เมตริกโปรเจกชนั (Metric projection) จาก H  ทัว่ถึง C  
            ในปี 2009 Kangtunyakarn และ Suantai [8] ไดนิ้ยามการส่งแบบ S และไดพิ้สูจนบ์ทตั้งดงัต่อไปน้ี 
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นิยามบท 2.1 [8] ให ้ C  เป็นเซตยอ่ยนูนปิดท่ีไม่เป็นเซตวา่งของปริภูมิบานาค ให ้                      

เป็นวงศจ์าํกดัของการส่งแบบไม่ขยายจาก C  ไปยงั C  สาํหรับแต่ละ 1,2, ...,j N                                      

ให ้  ซ่ึง  และ                        

นิยามการส่งแบบ  ดงัต่อไปน้ี 

   

 

 

 




 

 

 

จะเรียกการส่งน้ีวา่ การส่งแบบ  ท่ีสร้างโดย  และ   

 

บทต้ัง 2.2 [8] ให ้C  เป็นเซตยอ่ยนูนปิดของปริภูมิบานาค ให ้ 
1

N

i i
T


 เป็นวงศจ์าํกดัของการส่งแบบ ไม่ขยาย

จาก  ไปยงั  โดยท่ี  และ ให ้ 1,2,...,j N  

ซ่ึง 
1 2 3
, , 0,1 ,j j j         และ  สาํหรับทุกๆ 

และ  ,  สาํหรับทุกๆ 

 ใหก้ารส่งแบบ S ถูกสร้างโดย  และ   

ดงันั้น  

ข้อสังเกต 2.1 [8] จะเห็นวา่การส่งแบบ S จะเป็นการส่งแบบไม่ขยาย 
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i i
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ข้อสังเกต 2.2 ถา้ :A C H  เป็นการส่งแบบผกผนัทางเดียวแบบ แลว้ ( )CP I A  เป็น

การส่งแบบไม่ขยาย สาํหรับทุกๆ   [0,2 ]  

พสูิจน์  ให้ ,x y C   เน่ืองจาก CP  เป็นการส่งแบบไม่ขยายดงันั้น           

   
 


 
 
  

      

   

   

      

     

    

 

2 2

2

2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2

|| ( ) ( ) || || ( ) ( ) ||

|| ( ) ( ) ||

|| ( ) ( ) ||

|| || 2 , || ||

|| || 2 || || || ||

|| || (2 ) || ||

|| ||

C C C C
P I A x P I A y P I A x P I A y

I A x I A y

x y Ax Ay

x y x y Ax Ay Ax Ay

x y Ax Ay Ax Ay

x y Ax Ay

x y

ดงันั้น ( )CP I A  เป็นการส่งแบบไม่ขยาย 

 

3. ทฤษฎบีทหลกั 

        ในหวัขอ้น้ีจะใชค้วามรู้เบ้ืองตน้ท่ีกล่าวมาทั้งหมด นาํมาสร้างทฤษฎีดงัต่อไปน้ี 

ทฤษฎบีท 3.1 ให ้H เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต และ C H  เป็นเซตยอ่ยนูนปิดซ่ึงไม่เป็นเซตวา่ง สาํหรับ
ทุกๆ  1,2,...,i N ให ้ :iA C H  เป็นการส่งแบบผกผนัทางเดียวแบบi  นิยามการส่ง 

:iG C C  โดย  ( )i C iG x P I A x  สาํหรับทุกๆ  , 0,2
i

x C        และ 

 1,2,...,i N ซ่ึง 


 
1

( )
N

i
i

F G  ให ้  ซ่ึง  

และ  และให ้  เป็นการส่งแบบ  ท่ีสร้างโดย 1 2, ,..., NG G G  และ 

  ให ้  0 1x C C และ 1 0Cu P x ลาํดบั { }nu ถูกสร้างโดย 

  

 







   
     
  1

1

1 0

(1 ) ,

{ :|| || || ||},

n

n n n n n

n n n n

n C

y u Su

C z C y z u z

u P x

 

สาํหรับทุกๆ n   เม่ือ   0 1n a สาํหรับทุกๆ n   

 1 2 3
, ,j j j

j
   

1 2 3
, , 0,1j j j      

1 2 3
1j j j     S S

1 2
, ,...,

N
  
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ดงันั้น { }nu  ลู่เขา้แบบเขม้สู่ 


1

0
( , )

N

i
i

VI C A
P x  

พสูิจน์  จากบทตั้ง 2.1 และขอ้สงัเกต 2.2 เห็นไดช้ดัวา่ การส่ง iG  เป็นการส่งแบบไม่ขยาย และ 
  ( ) ( ( )) ( , )i C i iF G F P I A VI C A สาํหรับทุกๆ  1,2,...,i N  

ดงันั้น 
 

   
1 1

( ) ( , )
N N

i i
i i

F G VI C A  

จากทฤษฏีบท 1.1 สรุปไดว้า่ { }nu ลู่เขา้แบบเขม้สู่ 


1

0
( , )

N

i
i

VI C A
P x  

 
ทฤษฎบีท 3.2 ให ้H เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต และ C H  เป็นเซตยอ่ยนูนปิดซ่ึงไม่เป็นเซตวา่ง     และ
ให ้ :iA C H  เป็นการส่งแบบผกผนัทางเดียวแบบ i  นิยามการส่ง :iG C C โดย

 ( )i C iG x P I A x  สาํหรับทุกๆ , 0,2
i

x C        และ  1,2,...,i N ซ่ึง 



 
1

( )
N

i
i

F G ให้ ซ่ึง            

และ  และให ้  เป็นการส่งแบบ  ท่ีสร้างโดย 1 2, ,..., NG G G  และ 

 ให ้  0 1x C C  และ 1 0Cu P x ลาํดบั { }nu ถูกสร้างโดย 
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
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สาํหรับทุกๆ n  เม่ือ   0 1n a และ     0 1nb c สาํหรับทุกๆ 
n  ดงันั้น { }nu ลู่เขา้แบบเขม้สู่ 



1

0
( , )

N

i
i

VI C A
P x  

พสูิจน์  จากบทตั้ง 2.1 และขอ้สงัเกต 2.2 เห็นไดช้ดัวา่ การส่ง iG  เป็นการส่งแบบไม่ขยาย และ 
  ( ) ( ( )) ( , )i C i iF G F P I A VI C A สาํหรับทุกๆ  1,2,...,i N                         

ดงันั้น 
 

   
1 1

( ) ( , )
N N

i i
i i

F G VI C A
 
                                                                                           

จากทฤษฏีบท 1.2 สรุปไดว้า่ { }nu  ลู่เขา้แบบเขม้สู่ 


1

0
( , )

N

i
i

VI C A
P x  
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4. ข้อเสนอแนะ 
          จากหวัขอ้ 3 เราสามารถสร้างทฤษฎีบท 3.1 และ 3.2 จากโครงสร้างของการส่งแบบ S ซ่ึงสามารถ
หาคาํตอบร่วมของวงศจ์าํกดัของปัญหาอสมการการแปรผนัในกา้วต่อไปของงานวิจยัผูเ้ขียนขอแนะนาํวา่ 

1. เราควรขยายแนวคิดน้ีเพื่อไปใชแ้กปั้ญหาอยา่งอ่ืนเช่น ปัญหาดุลยภาพ (Equilibrium problems) 
ปัญหาดุลยภาพทัว่ไป (Generalized equilibrium problems) และปัญหาอสมการแปรผนัร่วม 
(Inclusion variational inequality ) เป็นตน้ 

2. ขอ้จาํกดัของการส่งแบบ S ในบทความช้ินน้ี คือถูกสร้างดว้ยวงศจ์าํกดัของการส่งแบบไม่
ขยาย ดงันั้นจึงตั้งขอ้สงัเกตวา่เป็นไปไดห้รือไม่ท่ีเราจะสามารถใชก้ารส่งแบบ S  ท่ีถูกสร้าง
จากวงศอ์นนัต ์ ของการส่งแบบไม่ขยาย (ดูจากเอกสารอา้งอิง [2]) สร้างทฤษฎีบทใหม่ท่ี
เก่ียวกบัการหาคาํตอบของปัญหาในขอ้ 1. 
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