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บทคัดย่อ 

 
บทความวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อค้นหาผลเฉลยของสมการ Benney-Luke และสมการ modified 

equal-width โดยใช้ระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE ซึ่งเป็นวิธีที่ถูกนำมาใช้บ่อยครั้งในการแก้
สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยแบบไม่เชิงเส้น ผลเฉลยที่ได้จะอยู่ในรูปของฟังก์ชันไฮเปอร์โบลิกและฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติ นอกจากนี้ ผลเฉลยบางส่วนยังถูกสร้างขึ้นในรูปแบบของคลื่นหงิกงอ (Kink waves) และคลื่น
คาบ (Periodic waves) และแสดงด้วยกราฟสองมิติและกราฟสามมิติ 

 
คำสำคัญ : สมการ Benney-Luke สมการ Modified Equal-Width ระเบยีบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE 

 
Abstract 

 
This research article aims to find solutions to the Benney-Luke equation and the 

modified equal-width equation using the Riccati-Bernoulli sub-ODE method. This method is 
frequently employed for solving nonlinear partial differential equations. The solutions 
obtained for both the Benney-Luke and the modified equal-width equations are expressed 
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in terms of hyperbolic functions and trigonometric functions. Furthermore, some solutions 
are generated in the form of kink waves and periodic waves, and are represented by two-
dimensional and three-dimensional graphs. 
 
Keywords: Benney-Luke equation, Modified Equal-Width equation, Riccati-Bernoulli sub-ODE method 
 
1. บทนำ  

สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย (Partial Differential Equation: PDE) มีความสำคัญในการประยุกต์ใช้
ในทางวิทยาศาสตร์ คณิตศาสตร์และวิศวกรรมศาสตร์ ใช้อธิบายเกี่ยวกับปรากฎการณ์ทางกายภาพต่าง ๆ 
เช่น ฟิสิกส์พลาสมา กลศาสตร์ของไหล คลื่นพลาสมา การแพร่กระจายของมลพิษในบรรยากาศ จลนศาสตร์ 
ปฏิกิริยาเคมี (Sanjun et al., 2024a) เป็นต้น การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยไม่เชิงเส้นนั้นเป็น
เรื่องที่ท้าทาย ด้วยเหตุนี้ นักวิทยาศาสตร์และนักคณิตศาสตร์จึงได้คิดค้นวิธีต่าง ๆ ขึ้นมา เช่น ระเบียบวิธี 
Simple Equation (MSE) (Nofal, 2016; Sanjun & Chankaew, 2022) ระเบียบวิธี Modified Simple 
Equation (Khan & Akbar, 2014) ระเบ ียบว ิ ธี  enhanced (𝐺′/𝐺) −expansion (Hossain & Akbar, 
2021) ระเบียบวิธี First Integral (Zhang et al., 2020) ระเบียบวิธี Power Index (Abraham-Shrauner, 
2018) ระเบียบวิธี Modified extended tanh-function (Sanjun et al., 2024b) ระเบียบวิธี Unified 
method (Abdel-Gawad et al., 2023) และ ระ เบ ี ยบว ิ ธ ี  Riccati-Bernoulli sub-ODE (Alharbi & 
Almatrafi, 2020) เป็นต้น 

ในปี ค.ศ. 2015 (Akter & Akbar, 2015) ได้หาผลเฉลยของสมการ Benney-Luke โดยระเบยีบวิธี 
MSE ในปี ค.ศ. 2021 (Gundogdu & Gozukizil, 2021) ได้หาผลเฉลยของสมการ Benney-Luke โดย
ระเบียบวิธ ีsn-ns method และในปี ค.ศ. 2011 (Arora et al., 2012) ได้หาผลเฉลยของสมการ Modified 
Equal-Width โดยระเบียบวิธี Reduced Differential Transform (RDTM) ในปี ค.ศ. 2018 (Lu et al., 
2018) ได้หาผลเฉลยของสมการ Modified Equal-Width โดยระเบียบวิธี Via Mathematical 

บทความวิจัยนี้จะนําเสนอระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE เพื ่อหาผลเฉลยของสมการ 
Benney-Luke ในมิติ (1+1) เป็นสมการที่อธิบายปรากฏการณ์การแพร่กระจายของคลื่นน้ำที่มีแรงตึงผิว 
โดยมี 𝛼 และ 𝛽 เป็นพารามิเตอร์ ซึ ่งอยู ่ภายใต้แรงโน้มถ่วง (Mbusi et al., 2021) รูปแบบสมการคือ 
𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝛼𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝛽𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥𝑢𝑥𝑡 = 0 และหาผลเฉลยของสมการ Modified Equal-
Width ในมิติ (1+1) ซึ่งเป็นสมการการจำลองการแพร่กระจายของคลื่นน้ำหนึ่งมิติโดยอาศัยตัวกลางแบบไม่
เชิงเส้น (Abdulloev et al., 1976) มีรูปแบบสมการคือ 𝑣𝑡 + 3𝑣2𝑣𝑥 − 𝑣𝑥𝑥𝑡 = 0 
 
2. วิธีดำเนินการวิจัย  

ในหัวข้อนี้จะนำเสนอระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE (Alharbi & Almatrafi, 2020) ซึ่ง
จะมีด้วยกัน 3 ขั้นตอน โดยเริ่มจากพิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยแบบไม่เชิงเส้นมีรูปแบบดังสมการที่ (1) 
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                                 ( , , , , , ,...) 0P u u u u u u
t x tt xt xx

=                                    (1) 

 
โดยที ่𝑃 เป็นพุหนามใน 𝑢(𝑥, 𝑡) และเป็นอนุพันธ์ย่อยท่ีมีอนุพันธ์ย่อยอันดับสูงสุดและพจน์ที่ไม่เป็นเชิงเส้น
สูงสุด มีขั้นตอนดังนี ้ 
ขั้นตอนที่ 1 ใช้การแปลงคลื่นเคลือ่นที ่(Traveling wave) กำหนดโดยสมการที่ (2) 
   

                                      ( , ) ( ) ; u x t u x t  = = −                                     (2) 
 
โดยที่   คือ ความเร็วคลื่น เพื่อลดรปูสมการที่ (1) เป็นสมการเชิงอนุพันธ์สามัญแบบไมเ่ชิงเส้น (ODE) ดัง
สมการที่ (3) 
 

2( , , , , ,...) 0P u u' u' u'' u'' − =                                     (3) 
 

ขั้นตอนที่ 2 กำหนดใหส้มการที่ (3) มีผลเฉลย รูปแบบดังสมการที่ (4) (Yang et al., 2015; Alharbi & 
Almatrafi, 2020) 
 

2( ) n nu au bu cu − = + +                                          (4) 
 
โดยที่ 𝑎, 𝑏, 𝑐 และ 𝑛 คือค่าคงที่ ค่าของ 𝑛 ถูกกำหนดจากลักษณะของสมการที่ศึกษา โดยปกติใช้หลักการ
ดุลยภาพระหว่างพจน์อนุพันธ์และพจน์ไม่เชิงเส้นของสมการ สำหรับสมการ Benney–Luke กำหนดให้ 
𝑛 = 2 เกิดจากดุลยภาพระหว่าง u  กับ (𝑢 ′)2 ในขณะที่สมการ Modified Equal-Width กำหนดให้ 
𝑛 = 0 เพื่อให้สมการย่อยที ่(4) มีรูปแบบง่ายและสามารถหาผลเฉลยได้สะดวก และจากสมการที่ (4) จะได้
สมการที่ (5) – (6) 
 

 2 2 3 2 2 2 1 2( ) (3 ) (2 ) ( 1) (2 )n n n nu ab n u a n u nc u bc n u ac b u − − − = − + − + + + + +    (5) 
1 2 2 2 2 2 2( ) ( (3 )(2 ) (2 )(3 2 ) (2 1)− − − = − − + − − + −n n nu ab n n u a n n u n n c u  

                1 2( 1) (2 ))− + + + +nbcn n u ac b u                                                                   (6) 
 

นำ ,u u   และ u  แทนในสมการที่ (3) แก้ระบบสมการ หาค่า 𝑎, 𝑏 และ 𝑐 

ขั้นตอนที่ 3 ผลเฉลยของสมการที่ (3) ถูกกำหนดโดย สมการ Riccati ที่ (4) ดังนี้ 
กรณีที่ 1 เมื่อ 1n =  จะไดส้มการที่ (7) 
    

( )
( )

a b c
u e


 

+ +
=                                              (7) 
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กรณีที่ 2 เมื่อ 1, 0n b =  และ 0c =  จะไดส้มการที่ (8) 
 

1

( 1)( ) ( ( 1)( )) nu a n   −= − +                                       (8) 
 

กรณีที่ 3 เมื่อ 1, 0n b  และ 0c = จะไดส้มการที ่(9) 
        

1

( 1)
( 1)( )

n
b na

u e
b

 
−

−− 
= + 
 

                                       (9) 

 
กรณีที่ 4 เมื่อ 1, 0n a   และ 2 4 0b ac−  จะไดส้มการที่ (10) – (11) 
 

1

(1 )2 24 (1 ) 4
( ) tan ( )

2 2 2

n
b ac b n ac b

u
a a

  

−  − − − −
 = + + 

  
  

              (10) 

และ 
1

(1 )2 24 (1 ) 4
( ) cot ( )

2 2 2

n
b ac b n ac b

u
a a

  

−  − − − −
 = − + 

  
  

           (11) 

 
กรณีที่ 5 เมื่อ 1, 0n a   และ 2 4 0b ac−   จะไดส้มการที่ (12) – (13) 
 

1

(1 )2 24 (1 ) 4
( ) coth ( )

2 2 2

n
b b ac n b ac

u
a a

  

−  − − − −
 = − + 

  
  

           (12) 

และ 

 

1

(1 )2 24 (1 ) 4
( ) tanh ( )

2 2 2

n
b b ac n b ac

u
a a

  

−  − − − −
 = − + 

  
  

           (13) 

 
กรณีที่ 6 เมื่อ 1, 0n a  และ 2 4 0b ac− =  จะไดส้มการที่ (14) 
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1

(1 )1
( )

( 1)( ) 2

nb
u

a n a


 

− 
= − 

− + 
                                (14) 

 
เมื่อ   คือค่าคงที ่

 
3. ผลการวิจัยและอภิปรายผล  
3.1 ผลเฉลยของสมการ Benney-Luke ในมิติ (1+1) โดยระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE   

สมการ Benney-Luke ในมิติ (1+1) รูปแบบสมการดังสมการที่ (15) 
 

2 0tt xx xxxx xxtt t xx x xtu u u u u u u u − + − + + =                          (15) 
 
โดยที่   และ   เป็นพารามิเตอร์ ต่อไปใช้การแปลงคลื่นเคลื่อนทีด่ังสมการที่ (16) 
 

( , ) ( );u x t u x t  = = −                                         (16) 
 
เพื่อลดรูปสมการที่ (15) จากสมการเชิงอนุพันธ์สามัญย่อยไมเ่ชิงเส้น เป็นสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เชิงเสน้
ดังสมการที่ (17) 
 

( )
2

2 2( 1) ( ) 3 0
2

u
u u   


 − + − − =                             (17) 

 
นำสมการที่ (4) และสมการที่ (6) แทนในสมการที่ (17) จะได้ดังสมการที่ (18) 
 
( )( ) ( )2 2 2 1 2 2 21 ( (3 )(2 ) (2 )(3 2 )− − −− + + + − − − + − −n n n nau bu cu ab n n u a n n u    

2 4 2
2 2 2 1 2 3 1 2(2 1) ( 1) (2 )) 3 (

2

−
− − − ++ − + + + + − + + +

n
n n n na u

n n c u bcn n u ac b u abu bcu acu  

2 2 2 2

) 0
2 2

nc u b u
+ + =                                                                                           (18) 

 
กำหนดให ้ 2n =  จะได้ดังสมการที่ (19) 
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( )

2
2 2 2 2 2 2 2

2 3 2 2 3

2
2 2 2 2 2 2 2 2

3
2 2

2

8 8 3

3
8 7 8 7 3

2

 
− + + − − − 

 

+ − + + − − −

 
+ − + + − − − − 
 

a
a a a c ab a c ab

b b b abc abc b ab u

b
c c ac b c ac b c ac u


    

     


     

 

( )
2

2 2 2 3 3 2 3 43
12 12 3 6 6 0

2

 
+ − − + − − = 

 

c
bc bc bc u c c u


            (19) 

 
จากสมการที่ (19) เทียบสัมประสทิธ์ิของ 𝑢𝑖(𝑖 = 0,1,2,3,4) กับศูนย์ จะไดด้ังสมการที ่(20) – (24) 
 

2
2 2 2 2 2 2 2 3

2 2 0
2

a
a a a c ab a c ab


    − + + − − − =              (20) 

2 3 2 2 38 8 3 0b b b abc abc b ab     − + + − − − =                  (21) 
2

2 2 2 2 2 2 2 3
8 7 8 7 3 0

2

b
c c ac b c ac b c ac


     − + + − − − − =        (22) 

2 2 212 12 3 0bc bc bc  − − =                                    (23) 
2

3 2 3 3
6 6 0

2

c
c c


 − − =                                      (24) 

 
จากการแก้สมการที ่(20) - (24) จะได้คำตอบดังสมการที่ (25) – (27) 
  

0b =                                                      (25) 

( )

2

2

1

4
ac



 

−
=

−
                                            (26) 

2 1
a





−
=                                                   (27) 

 
จากหัวข้อท่ี 2 ในขั้นตอนท่ี 3 จะได้ผลเฉลยของสมการ Benney-Luke ตรงตามกรณีที่ 4 และ 5 ดังนี ้

 

กรณีที่ 4 เมื่อ 
( )

2

2

1
0

4



 

−


−
 นำสมการที่ (25)-(27) แทนในสมการที่ (10)-(11) จะได้ผล 
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เฉลยของสมการที่ (15) ดังสมการที่ (28) – (29) 
 

 
( )

( )

1

2 2

1
2 2 2

1 1
( , ) tan

2 1 2
u x t x t

  
 

    

−

  − −  = − +
  − − −  

          (28) 

และ 

( )
( )

1

2 2

2
2 2 2

1 1
( , ) cot

2 1 2
u x t x t

  
 

    

−

  − −  = − − +
  − − −  

         (29) 

เมื่อ   คือค่าคงที่  
 

กรณีที่ 5 เมื่อ 
( )

2

2

1
0

4



 

−


−
 นำสมการที่ (25)-(27) แทนในสมการที่ (12)-(13) จะได้ผล 

 
เฉลยของสมการที่ (15) ดังสมการที่ (30) – (31) 
 

( )
( )

1

2 2

3
2 2 2

1 1
( , ) tanh

2 1 2
u x t x t

  
 

    

−

  − −  = − − +
  − − −  

     (30) 

และ 

( )
( )

1

2 2

4
2 2 2

1 1
( , ) coth

2 1 2
u x t x t

  
 

    

−

  − −  = − − +
  − − −  

    (31) 

เมื่อ   คือค่าคงที่  
 
3.2 ผลเฉลยของสมการ Modified Equal-Width ในมิติ (1+1) โดยระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli 
sub-ODE   

สมการ modified equal-width ในมิติ (1+1) รูปแบบสมการดังสมการที่ (32) 
 

23 0t x xxtv v v v+ − =                                            (32) 
 

ต่อไปใช้การแปลง traveling wave ดังสมการที่ (33) 
 

( , ) ( ) ; v x t v x t  = = −                                        (33) 
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เพื่อลดรูปสมการที่ (32) จากสมการเชิงอนุพันธ์สามัญย่อยไมเ่ชิงเส้น เป็นสมการเชิงอนุพันธ์สามัญไม่เชิงเสน้
ดังสมการที่ (34) 

3 0v v v  + − =                                             (34) 
 

นำสมการที่ (5) แทนในสมการที่ (34) จะได้ดังสมการที่ (35) 
 

2 2 3 2 2 2 1 2 3( (3 ) (2 ) ( 1) (2 ) ) 0n n n nab n v a n v nc v bc n v ac b v v v − − −− + − + + + + + + − = (35) 
 
กำหนดให ้ 0n = จะได้สมการที่ (36) 
 

( ) ( )2 2 2 32 3 2 1 0bc ac b v abv a v     + + − + + + =               (36) 

 
จากสมการที่ (36) เทียบสัมประสทิธ์ิของ 𝑣𝑖(𝑖 = 0,1,2,3) กับศูนย์ จะไดค้ำตอบดังสมการที่ (37) – (40) 
 

0bc =                                                    (37) 
22 0ac b  + − =                                           (38) 

3 0ab =                                                   (39) 
22 1 0a + =                                                 (40) 

 
จากการแก้สมการที ่(37) - (40) จะไดผ้ลเฉลยดังสมการที่ (41) – (43) 
 

0b =                                                       (41) 
1

2
ac =                                                       (42) 

1

2
a


=  −                                                  (43) 

 
จากหัวข้อท่ี 2 ในขั้นตอนท่ี 3 จะได้ผลเฉลยของสมการ Modified Equal-Width ตรงตามกรณีที่ 4 ดังนี ้
 

กรณีที่ 4 เมื่อ 1

2
a


=  −   และ 

1

2
ac =  นำสมการที ่(41)-(43) แทนในสมการที่ (10)-(11)  

 
จะไดผ้ลเฉลยของสมการที่ (32) ดังสมการที่ (44) – (47) 
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( )
1

2
( , ) tan

2

x t
v x t

 


  − +
 = −  

  
  

                           (44) 

( )
2

2
( , ) tan

2

x t
v x t

 


  − +
 = − −  

  
  

                           (45) 

และ 
( )

3

2
( , ) cot

2

x t
v x t

 


  − +
 = −  

  
  

                           (46) 

( )
4

2
( , ) cot

2

x t
v x t

 


  − +
 = − −  

  
  

                           (47) 

เมื่อ   คือค่าคงที่  
 
3.3 กราฟผลเฉลย ของสมการ Benney-Luke ในมิติ (1+1) โดยระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-
ODE  

กราฟผลเฉลยคลื่นเคลื่อนที่ของสมการ Benney-Luke โดยระเบียบวิธี Riccati Bernoulli sub-
ODE จะมีผลเฉลย 2 รูปแบบ คือ ฟังก์ชันตรีโกณมิติและฟังก์ชันไฮเพอร์โบลิก สมการที่ (28) - (29) ซึ่ง
สามารถสร้างกราฟผลเฉลยในรูปแบบคาบ (Periodic wave) เมื่อกำหนด 𝛼 = 5, 𝛽 = 1,𝜔 = 2, 𝜇 = 0 
ในช่วง 0 ≤ 𝑥, 𝑡 ≤ 100 ดังรูปที่ 1 และสมการที่ (30) - (31) ซึ่งสามารถสร้างกราฟผลเฉลยในรูปหงิกงอ 
(King wave) เมื่อ กำหนด 𝛼 = 1, 𝛽 = 2,𝜔 = 3, 𝜇 = 0 ในช่วง 0 ≤ 𝑥, 𝑡 ≤ 100 ดังรูปที่ 2 
 
3.4 กราฟผลเฉลยของสมการ Modified Equal-Width ในมิต ิ (1+1) โดยระเบียบวิธ ี Riccati-
Bernoulli sub-ODE   

กราฟผลเฉลยคลื่นเคลื่อนที่ของสมการ Modified Equal-Width โดยระเบียบวิธี Riccati Bernoulli 
sub-ODE จะมีผลเฉลยรูปแบบฟังก์ชันตรีโกณมิติ โดยสมการที่ (44) - (47) สามารถสร้างกราฟผลเฉลยใน
รูปแบบคาบ เมื่อกำหนด 𝜔 = −3, 𝜇 = 0 ในช่วง 0 ≤ 𝑥, 𝑡 ≤ 100 ดังรูปที่ 3 และ 4 
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รูปที่ 1. กราฟผลเฉลยของ ( )1 ,u x t  เมื่อ 5, 1, 2, 0   = = = =  ในช่วง 0 , 100x t   

 

 
รูปที่ 2. ผลเฉลยของ ( )4 ,u x t เมื่อ 1, 2, 3, 0   = = = =  ในช่วง 0 , 100x t   
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รูปที่ 3. ผลเฉลยของ ( )1 ,v x t  เมื่อ 3, 0 = − =  ในช่วง 0 , 100x t   

 

 
รูปที่ 4. ผลเฉลยของ ( )3 ,v x t  เมื่อ 3, 0 = − =  ในช่วง 0 , 100x t   
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3.5 การเปรียบเทียบผลเฉลย 
การเปรียบเทียบผลเฉลยของสมการ Benney-Luke ระหว่างระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-

ODE กับ ระเบียบวิธี Modified Simple Equation (Akter & Akbar, 2015) ดังตารางที่ 1 และแสดงการ
เปรียบเทียบผลเฉลยของสมการ Modified Equal-Width ระหว่างระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-
ODE กับระเบียบวิธ ีExp ( )( ) −  expansion (Lu et al., 2018) ดังตารางที่ 2 

 
ตารางที่ 1. การเปรียบเทียบผลเฉลยของสมการ Benney-Luke ระหว่างระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE และ 
ระเบียบวิธี modified simple equation 

ระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE ระเบียบวิธี Modified Simple Equation 

( )
( )

1

2 2

1
2 2 2

1 1
( , ) tan

2 1 2
u x t x t

  
 

    

−

  − −  = − +
  − − −  

 

( )
( )

1

2 2

2
2 2 2

1 1
( , ) cot

2 1 2
u x t x t

  
 

    

−

  − −  = − − +
  − − −  

 

( )
( )

1

2 2

3
2 2 2

1 1
( , ) tanh

2 1 2
u x t x t

  
 

    

−

  − −  = − − +
  − − −  

 

( )
( )

1

2 2

4
2 2 2

1 1
( , ) coth

2 1 2
u x t x t

  
 

    

−

  − −  = − − +
  − − −  

 

( )
2 2 2

1 0 2

2 1 1 1
( , ) 1 tanh

2

V V V
u x t A x Vt

V V

 

 

  − − −
  =  −

  −  

  

( )
2 2 2

2 0 2

2 1 1 1
( , ) 1 coth

2

V V V
u x t A x Vt

V V

 

 

  − − −
  =  −

  −  

  

( )
2 2 2

3 0 2

2 1 1 1
( , ) 1 tan

2

V V V
u x t A i x Vt

V V

 

 

  − − −
  = −

  −  

  

( )
2 2 2

4 0 2

2 1 1 1
( , ) 1 cot

2

V V V
u x t A i x Vt

V V

 

 

  − − −
  = −

  −  

  

 
จากตารางที่ 1 พบว่า ผลเฉลยของสมการ Benney-Luke โดยระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-

ODE และระเบียบวิธี Modified Simple Equation จะได้มาในรูปของฟังก์ชันไฮเปอร์โบลิกและฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติเช่นเดียวกัน แต่ผลเฉลยโดยระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE สามารถแสดงในรูปแบบที่
ง่ายกว่าระเบียบวิธ ีModified Simple Equation 

 
ตารางที่ 2. การเปรียบเทียบผลเฉลยของสมการ Modified Equal-Width ระหว่างระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE 
และระเบียบวิธี Exp ( )( ) −  expansion (Lu et al., 2018) 

ระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE ระเบียบวิธี Exp ( )( ) −  expansion 

( )
1

2
( , ) tan

2

x t
v x t

 


  − +
 = −  

  
  

 

( )
2

2
( , ) tan

2

x t
v x t

 


  − +
 = − −  

  
  

 

( )
3

2
( , ) cot

2

x t
v x t

 


  − +
 = −  

  
  

 

( )
4

2
( , ) cot

2

x t
v x t

 


  − +
 = − −  

  
  

 

( )

0
11 0

2
2

0

4
( )

4
4 tanh

2

a
U a




 
     

= +
  −
  − − + −

  
  

 

( )( )( )
0

22 0

0

2
( )

exp 1

a
U a

  
= +

+ −
 

( )

0
33 0

2
2

0

4
( )

4
4 tan

2

a
U a




 
     

= +
  −
  − − + −

  
  
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จากตารางที่ 2 พบว่า ผลเฉลยของสมการ Modified Equal-Width โดยระเบียบวิธี Riccati-
Bernoulli sub-ODE จะได้มาในรูปของฟังก์ชันตรีโกณมิติ มีจำนวนทั้งสิ้น 4 ผลเฉลย โดยระเบียบวิธี Exp

( )( ) −  expansion จะได้มาในรูปของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล ฟังก์ชันไฮเปอร์โบลิก และฟังก์ชัน

ตรีโกณมิติ มีจำนวนทั้งสิ้น 3 ผลเฉลย นอกจากนั้นจะสังเกตเห็นได้ชัดว่า ผลเฉลยของสมการ Modified 
Equal-Width โดยระเบียบวิธี Riccati-Bernoulli sub-ODE สามารถแสดงในรูปแบบที่ง่ายกว่าระเบียบวิธี 
Exp ( )( ) −  expansion 

 
4. สรุปผลการวิจัย 
  บทความวิจัยใช้ระเบียบวิธี Riccati–Bernoulli sub-ODE เพื่อหาผลเฉลยคลื่นเคลื่อนที่ (traveling 
wave) ของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยแบบไม่เชิงเส้น 2 สมการ คือ สมการ Benney-Luke ในมิติ (1+1) มีผล
เฉลยดังนี้ 
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−

  − −  = − − +
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−
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1

2 2

4
2 2 2

1 1
( , ) coth
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  
 
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−

  − −  = − − +
  − − −  

 

 
และสมการ Modified Equal-Width ในมิติ (1+1) มีผลเฉลยดังนี ้
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2
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2
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2

x t
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 


  − +
 = − −  

  
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
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 = −  

  
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( )
4

2
( , ) cot

2

x t
v x t

 


  − +
 = − −  

  
  

 

 
การดำเนินงานวิจัยครั ้งนี้ เป็นการหาผลเฉลยของสมการ Benney-Luke และสมการ Modified 

Equal-Width ซึ่งทั้งสองเป็นสมการที่อธิบายปรากฏการณ์การแพร่กระจายของคลื่นน้ำ จากผลการวิจัย
สามารถสรุปได้ว่า การกระจายของคลื่นน้ำของสมการ Benney-Luke นั้นเป็นคลื่นประเภทคาบและหงิกงอ  
สมการ Modified Equal-Width เป็นคลื่นประเภทคาบแสดงดังรูปที่ 1-4 

การหาผลเฉลยคลื่นเคลื่อนที่ของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยแบบไม่เชิงเส้นสามารถใช้ระเบียบวิธี 
Riccati–Bernoulli sub-ODE ได้ โดยมีขั้นตอนระเบียบวิธีที่ไม่ยุ่งยากและไม่ซับซ้อน มีเพียง 3 ขั้นตอน
เท่านั้น อีกทั้งผลเฉลยที่ได้มาโดยระเบียบวิธี Riccati–Bernoulli sub-ODE สามารถตรวจสอบความถูกต้อง
ของผลเฉลยได้ 
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