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บทคดัย่อ 
จุดประสงค์ของงานวิจยันี>เพื@อหาผลเฉลยของสมการ Jensen-Hosszú : ( ) ( )( )f x y x y f x y+ − ∗ + ∗
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 เมื@อ f  เป็นฟังก์ชันค่าจริง และการดําเนินการทวิภาค ( )ln
yx

x y e e∗ = +  ผลการศึกษา

พบว่าผลเฉลยของสมการนี> คือ ( ) ( ) ( )0f x A x f= +  สําหรับทุกจํานวนจริง x  และ :A →ℝ ℝ  เป็น
ฟังกช์นัเชงิการบวก 

คาํสาํคญั : สมการ Jensen-Hosszú; สมการเชงิฟังกช์นั; ฟังกช์นัเชงิการบวก; ผลเฉลยของสมการเชงิฟังกช์นั 

Abstract 
The purpose of this research is to find a solution of the Jensen-Hosszú Equation: ( )( )f x y x y+ − ∗  
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+
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, where f  is a real-valued function with a binary operation ( )ln
yx

x y e e∗ = + . 

The result found that a solution of this equation is ( ) ( ) ( )0f x A x f= +  for all real value x  and 
:A →ℝ ℝ  is an additive function. 
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1. คาํนํา 
ในปี ค.ศ. 1967 Hosszú ได้ศึกษาสมการ

เชงิฟังกช์นั 
( ) ( ) ( ) ( )f x y xy f xy f x f y+ − + = +          (1.1) 

เมื@อ : ,f →ℝ ℝ  x  และ y  เป็นจํานวนจริงใด ๆ 
จากการศึกษาของ Hosszú พบว่าผลเฉลยของ 
(1.1) อ ยู่ ใ น รู ป  ( ) ( ) ( )0f x A x f= +  เ มื@ อ 

:A →ℝ ℝ  เป็นฟังกช์นัเชงิการบวก 
ในเวลาต่อมา (1.1) ได้เป็นที@รู้จ ักกนัในชื@อ 

“สมการ Hosszú” และมนีักคณิตศาสตรจ์าํนวนมาก
ใหค้วามสนใจนําสมการ Hosszú มาศกึษาต่อ หนึ@ง
ในนักคณิตศาสตร์เหล่านั >น คือ Daróczy โดยในปี 
ค.ศ. 1999 Daróczy (Daróczy, 1999) ไดนิ้ยามการ
ดาํเนินการทวภิาค :∗ × →ℝ ℝ ℝ  ขึ>นใหม่ คอื 

( )ln
yx

x y e e∗ = +                        (1.2) 

Daróczy ได้นําการดําเนินการทวิภาคซึ@งนิยามดงั
(1.2) ไปแทนลงใน (1.1) ไดเ้ป็น 

( )( ) ( ) ( ) ( )f x y x y f x y f x f y+ − ∗ + ∗ = +  (1.3) 
และพบว่าผลเฉลยของ (1.3) ยงัคงมรีูปเดยีวกบัผล
เฉลยของ (1.1) 

ต่อมาในปี ค.ศ. 2009 Kominek ไดนํ้าสมการ 
Jensen ซึ@งนิยามไวด้งันี>  

         ( ) ( ) 2
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                  (1.4)  

มารวมกับสมการ Hosszú และเกิดเป็นสมการ 
Jensen-Hosszú (Kominek, 2009) 

( )f x y xy+ −  ( ) 2
2

x y
f xy f

+
+ =

 
 
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 (1.5) 

ซึ@ง Kominek พบว่าผลเฉลยของ (1.5) ยงัคงอยู่ใน
รูปฟังก์ชันเชิงการบวกเช่นเดียวกับผลเฉลยของ 
(1.1) เช่นกนั 

ในงานวิจยันี>ได้หาผลเฉลยของ (1.5) โดย
แทน xy  ดว้ย x y∗  ที@นิยามการดาํเนินการทวภิาค
ดงั (1.2) ซึ@งเกดิเป็นสมการ Jensen-Hosszú ใหม่  

ดงันี> 

( )( ) ( ) 2
2

x y
f x y x y f x y f

+
+ − ∗ + ∗ =

 
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 (1.6) 

โดยที@ ( )ln
yx

x y e e∗ = +  สําหรบัจํานวนจริง x  

และ y  ใด ๆ และ :f →ℝ ℝ  
 

2. ความรู้พื@นฐาน 
บทนิยาม 2.1 (Kuczma, 1985)  

กําหนดให ้ D ⊆ R  และ D ≠ ∅  และให ้
:f D → R  จะกล่าวว่า f  เป็น ฟังก์ชันเชิงการ

บวก (additive function) ก็ต่อเมื@อ f  สอดคล้อง
สมการ ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +  สาํหรบั ,x y D∈   

ทฤษฎีบท 2.2 (Kominek, 2009)  
ทฤษฎีบทภาคขยาย (The Extension 

Theorem) กําหนดให้ 2
D⊆R  โดยที@ D ≠ ∅  เป็น

เซตเปิดและเซตเชื@อมโยง ถา้ g  เป็นฟังกช์นัเชงิการ
บวก สาํหรบัทุก ( ),u v D∈  แลว้จะมฟัีงกช์นัเชงิการ
บวก :A →R R  เพีย ง ฟั งก์ชัน เดียวที@ทํ า ให้  
( ) ( )g x A x a= +  เมื@อ a ∈ R  สําหรับจํานวนจริง 
x  ใด ๆ 

จากบทนิยามของการดําเนินการทวภิาค 
(1.2) สามารถแสดงได้ว่าการดําเนินการทวภิาค ∗  
มีสมบตัิการเปลี@ยนหมู่ นั @นคือ สําหรบัจํานวนจริง 

,x y  และ z ใด ๆ ( ) ( )x y z x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗  
 

3. ผลการศึกษา 
จากการศึกษา (1.6) หรือสมการ Jensen-

Hosszú ใหม่ พบว่าผลเฉลยของ (1.6) อยู่ในรปูของ
ฟังก์ชนัเชงิการบวก สําหรบับทพสิูจน์ของผลเฉลย
ของ (1.6) นั >น สามารถพิสูจน์ได้โดยอาศยัทฤษฎี
บทที@จะได้มาก่อน ได้แก่ ทฤษฎีบท 3.1 และ 3.2 
ดงันี> 

ทฤษฎีบท 3.1  
กาํหนดให ้ :f →R R  และ ,x y ∈ ℝ   
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ถา้ f  สอดคลอ้งกบัสมการ  
( ) 2 ( ) ( 2 )f x f y f x y+ = +  และ (0) 0f =  (3.1) 

แลว้ ( ) ( )f ry rf y=  สาํหรบัจาํนวนตรรกยะ r ใด ๆ 
พิสูจน์ 

กําหนดให้ r  เป็นจํานวนตรรกยะใด ๆ 
:f →R R  ที@สอดคลอ้ง (3.1) และ ,x y ∈ ℝ   

กรณี 1 ถา้ r  เป็นจาํนวนเตม็บวก      
ถา้ 1r =  แลว้ ( ) ( ) ( )1 1f y f y f y⋅ = = ⋅                   
ถา้ 2r =  แลว้ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 0 2 2f y f y f f y f y= + = + =  
ถา้ 3r=  แลว้ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3f y f y y f y f y f y= + = + =  
อาศัยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์จะสามารถพิสูจน์ได้
โดยง่ายว่า ( ) ( )f ry rf y=  สําหรบัทุกจํานวนเตม็

บวก r  ใด ๆ 
ถา้ 1r =−  แลว้ 

( ) ( ) ( ) ( )2 2f y f y y f y f y= − + = − +   
ดงันั >น  ( ) ( ) ( ) ( )2f y f y f y f y− = − = −          (3.2) 

กรณี 2 ถ้า r  เป็นจํานวนเต็มลบ ได้ว่า 
r s= −  เมื@อ s  เป็นจํานวนเต็มบวก อาศยัผลจาก
กรณี 1 และ (3.2) จะได ้ ( ) ( )( ) ( ) ( )f ry f s y f sy= − = −

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f sy sf y s f y rf y= − = − = − =  จึงได้ว่า 
( ) ( )f ry rf y=  สาํหรบัจาํนวนเตม็ลบ r  ใด ๆ 

จากทั >งสองกรณี สามารถสรุปได้ว่า 
( ) ( )f ry rf y=  สําหรับทุกจํานวนเต็ม r  ใด ๆ  

ถ้า r  เป็นจํานวนตรรกยะ จะได้ว่า p
r

q
=  เมื@อ 

,p q   เ ป็ น จํ า น ว น เ ต็ ม  แ ล ะ  0q≠   เ นื@ อ ง จ า ก  
( ) ( ) ( ) ( )q f ry f rqy f p y p f y= = =  ดังนั >น 

( ) ( )p
f ry f y

q
=  ห รื อ  ( ) ( )f ry rf y=  นั @น คือ

สามารถแสดง ได้ ว่ า  ( ) ( )f ry rf y=  สํ าห รับ
จาํนวนตรรกยะ r  ใด ๆ 

ทฤษฎีบท 3.2   
กําหนดให้ ( ){ }, | , ln2D u v u v= ∈ × <−ℝ ℝ  

ถา้ ( ),u v D∈  แลว้ จะม ี ,x y
+

∈ R  ที@  

u = ( )( )ln
yx

x y e e
−

− ∗ ∗ −   

และ    ( ) ( )ln
yx

v x y e e
−

= ∗ + −   

เมื@อ ∗  เป็นการดําเนินการทวิภาคบนเซตของ
จาํนวนจรงิซึ@งกาํหนดโดย (1.2)  

พิสูจน์ 

กาํหนดให ้ ( ),u v D∈  และให ้ 2
4

u
C e

−
= −  

เนื@องจาก ln 2u < −  จงึได้ว่า 2
4

u
e
−

>  นั @นคอื C  
เป็นจาํนวนจรงิบวก 

ใ ห้  2
, ,1 1

2

u
e C

B B u
e C

−
+

= = −− +
 

2
2

2
2

u u
e e C

B

− −
+ −

=   แ ล ะ 

2

2 2
2

B
u u

e e C

=− − −
+ −

  ส า ม า ร ถ แ ส ด ง ไ ด้ ว่ า 

11 1 2 2B B B B= =− − , ( )21 2B B= และ 2
( )1 2B B=− −  

และให้ 2 42 2
v

B B B e= + + −−  เห็นได้ว่า B  เป็น
จาํนวนจรงิบวก 

กาํหนดให ้ ln 1x B=  และ 1 1
ln

2

B B B
y

− +−=
 
 
 

 

เนื@องจาก 11B >  ดงันั >น x +
∈ R  

( ) ( )2 2 2
21 1 1B B B B B B+ = + +− − −   

2
22 1B B B B= + +− −    

( )2 2 42 1 2 2
v

B B B B B e= + + + + −− − −   

( )2 2 4 22 2 1
v

B B e B B= + + − +− −  

                ( )22 1B B> =  
ดังนั >น 1 1B B B+ >−  จะได้ว่า 01 1B B B− + >−  
นั @นคอื y +

∈ R  
ในทํานองเดยีวกนัจะสามารถแสดงไดว้่า 

01 1B B B+ − >−  และจาก  ln 1x B=  จึงทํ า ให้  

1
x

e B
−

= −  ดงันั >น 1 1
1

2

B B Byx
e e B

− +− −− = − =−
 
 
 

 

1 1
0

2

B B B+ −− >   เนื@องจาก  
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( )( )ln
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x y e e
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− ∗ ∗ −       

                  ( )ln
ln

yxe eyx
e e e

− −
= − + +
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( )ln
y yx x

e e e e
−

= − + + −  

( )ln
x x
e e

−
= − +  

( )ln 1 1B B= − + −  

2
ln

2

u
e C

u
e C

−
+

= − + −
+

 
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2 2

2 4
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u u
e e C C

u
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− −
+ + +
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2 2

2
ln

2

u u u
e e C e

u
e C

− − −
+ +
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( )
2

2 2
ln

2

u u
e e C

u
e C

− −
+

= − −
+

 
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ln
u

e
−

= −  
u=  

 ดงันั >น ( )( )ln
yx

u x y e e
−

= − ∗ ∗ −   

เนื@องจาก 1 1
1

2

B B Byx
e e B

− +− −= =−
 
 
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( )2 11 1 1 1 2 1

2 2

B B B B B B B B− + − +− − − − −=  , 

1 1
1

2

B B B
yx

e e B

− +−
= =

 
  
 

2 2
1 11 1 1 1 1 1 2 1

2 2 2

B B B B B B B B B B B− + − + − +− = =  

และ 
2

22 1 1 2 2 1 1

2 2

v
B B B B B B B BB ey

e
− + + + − −− − −= =

 
 
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ดงันั >น ( ) ( )ln
yx

x y e e
−

∗ + −  

( ) ( )ln ln
y yx x

e e e e
−

= + + −  

( )2
ln 1

y y yx x
e e e e e
−

= + − −  

1 1 22 1 2 1 2 2 1 1
ln 1

2 2 2

v
B B B B BB B B B B BB e

v

− + − + + + − −− − − −= + − −

=

     
            

นั @นกค็อื 1 1
ln

2

B B B
y

− +−=
 
 
 

 

ทฤษฎีบท 3.3 
กํ าหนดให้  f  เ ป็น ฟั งก์ชัน ค่ าจริ ง        

f  สอดคล้องกับ (1.6) ก็ต่อเมื@อมีฟังก์ชนัเชิงการ
บวก :A →R R  ซึ@ง ( ) ( ) ( )0f x A x f= +  สําหรบั
ทุกจาํนวนจรงิ x   

 
พิสูจน์ 

ให ้ :f →ℝ ℝ  สอดคลอ้งกบั (1.6) และ , ,x y z  เป็นจาํนวนจรงิใด ๆ 

จะไดว้่า         ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2

x y z
f x y z x y z f x y z f

+ ∗
+ ∗ − ∗ ∗ + ∗ ∗ =

 
 
 

 (3.3) 

และ            ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2

x y z
f x y z x y z f x y z f

∗ +
∗ + − ∗ ∗ + ∗ ∗ =

 
 
 

 (3.4) 

จาก (3.3) จะได ้         ( ) ( ) ( ) ( )( )2
2

x y z
f x y z f f x y z x y z

+ ∗
∗ ∗ = − + ∗ − ∗ ∗

 
 
 

 (3.5) 

จาก (3.4) ไดว้่า        ( ) ( ) ( ) ( )( )2
2

x y z
f x y z f f x y z x y z

∗ +
∗ ∗ = − ∗ + − ∗ ∗

 
 
 

 (3.6) 

จาก (3.5) และ (3.6) จะไดว้่า  
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( ) ( ) ( )( )2
2

x y z
f f x y z x y z

+ ∗
− + ∗ − ∗ ∗

 
 
 

( ) ( ) ( )( )2
2

x y z
f f x y z x y z

∗ +
= − ∗ + − ∗ ∗

 
 
 

  

ดงันั >น ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2 2

x y z x y z
f x y z x y z f f x y z x y z f

+ ∗ ∗ +
∗ + − ∗ ∗ + = + ∗ − ∗ ∗ +

   
   
   

 (3.7)  

กาํหนดให ้ :g →R R  นิยามโดย  ( ) ( ) ( )0f x g x f= +                              (3.8) 
สาํหรบัทุกจาํนวนจรงิ x ; จาก (3.8) จะไดว้่า (0) 0g =  อาศยั (3.7) และ (3.8) พบว่า 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 3 0 2 3 0
2 2

x y z x y z
g x y z x y z g f g x y z x y z g f

+ ∗ ∗ +
∗ + − ∗ ∗ + + = + ∗ − ∗ ∗ + +

   
   
   

  

ดงันั >น ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2 2

x y z x y z
g x y z x y z g g x y z x y z g

+ ∗ ∗ +
∗ + − ∗ ∗ + = + ∗ − ∗ ∗ +

   
   
   

 (3.9)  

ให ้ ( )ln
yx

z e e
−

= −  จะไดว้่า ( ) 0x y z+ ∗ =  และจาก (3.9) จงึทาํใหไ้ด ้ 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )ln
ln ln 2 0 ln 2

2

yx
x y e e

y y yx x x
g x y e e x y e e g g x y e e g

−
∗ + −− − −

∗ + − − ∗ ∗ − + = − ∗ ∗ − +
 
 
 
 

  

เนื@องจาก (0) 0g =  จงึได ้

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )ln
ln ln ln 2

2

yx
x y e e

y y yx x x
g x y e e x y e e g x y e e g

−
∗ + −− − −

∗ + − − ∗ ∗ − = − ∗ ∗ − +
 
 
 
 

  

ดงันั >น    ( ) ( ) 2
2

v
g u v g u g+ = +

 
 
 

               (3.10)  

เมื@อ ( )( )ln
yx

u x y e e
−

= − ∗ ∗ −  และ ( ) ( )ln
yx

v x y e e
−

= ∗ + −   

จาก (3.10) จะไดว้่า  ( ) 2 2
2 2

v v
g u g g u+ = +

    
    
    

 

อาศยัทฤษฎบีท 3.1 และ 3.2 จะได ้ ( )( ) ( )g u g v g u v+ = + ดงันั >น g เป็นฟังกช์นัเชงิการบวก และ     
โดยอาศยัผลจากทฤษฎบีท 2.2 จงึไดว้่า มฟัีงกช์นัเชงิการบวก :A →ℝ ℝ  ที@  

( ) ( )g x A x a= +                                                  (3.11)  
เมื@อ ,x a ∈ R ; จาก (3.11) และ (0) 0g =  พบว่า 0a =  นั @นคอืสามารถแสดงไดว้่า มฟัีงกช์นัเชงิ  
การบวก :A →R R  ซึ@ง ( ) ( ) ( )0f x A x f= +  สาํหรบัทุกจาํนวนจรงิ x  

ในทางกลับกัน ถ้ามีฟังก์ชันเชิงการบวก :A →R R  ซึ@ง ( ) ( ) ( )0f x A x f= +  
สาํหรบัทุก จาํนวนจรงิ x  แลว้; ให ้ x  และ y  เป็นจาํนวนจรงิ จะได ้

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 2 0f x y x y f x y A x y x y f A x y f A x A y f+ − ∗ + ∗ = + − ∗ + + ∗ + = + +  

และ ( )2 2 (0) 2 0 ( ) ( ) 2 (0)
2 2 2 2 2 2

x y x y x y x y
f A f A A f A x A y f

+ +
= + = + + + + = + +
        

                
  

ดงันั >น ( )( ) ( ) 2
2

x y
f x y x y f x y f

+
+ − ∗ + ∗ =

 
 
 

 นั @นคอื f  สอดคลอ้ง (1.6) 
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4. สรปุ 
ผลจากการศึกษาสมการเชิงฟังก์ชนั (1.6) 

ซึ@ ง เ ป็นสมการ Jensen-Hosszú ใหม่ นี>  พบว่ า 
สามารถหาผลเฉลยของ (1.6) ได้ โดยผลเฉลย คอื 
ฟังก์ชนัค่าจรงิ f  ซึ@งอยู่ในรูป ( ) ( ) (0)f x A x f= +  
เมื@อ :A →R R  เป็นฟังก์ชนัเชิงการบวก สําหรบั
จาํนวนจรงิ x  ใด ๆ 
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