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Abstract 

This article presents some recent progress in the analysis of blow-up criteria for 
parabolic problems that have a concentrated nonlinear source on a one dimensional 
space domain. 
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1. ��%8�

J����$R�U T �%Z�#�����#������ nΩ ⊆ �

��M"  1n ≥  [\�J
��� ( , )u x t  ��"�%Z�O��S��Q �
� � J � � � �� �  �& L� � �
 �T  � P �T � �� � � �U � 

( ), , ,tu u f t x u u− ∆ = ∇  R�  ( ]0, ,T TΩ =Ω×

( 1. 1 )  ������ �� ��� &������ Q  ��� 	�&  � �

��M" ���#�J%_�J���������P$U [\�J
�����JP�T������U�
( ), , ,f t x u u∇ �M ���T�J�����$L������ ����M" �

��J#�J%_�J�������������U � (Exothermic 
reaction) 

����J����J�������T�����J��
!Jb��!�O�
�S���������	�Q �O��S��Q ���J��P�T������U�
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R���% (1.1) 	�� �T��Q �O������#����M"  Ω �%Z�
�$������$��Q ��Q	 ��T� O������#��Q � Osgood 
(1898), Hayakawa (1973), Lacey (1983), 
Friedman ��� McLeod (1985), Chadam ���
��� (1992), Olmstead ��� Roberts (1994), 
Chan ��� Tian (2003) ��� Chan ��� 
Boonklurb (2007) �T��O������#��Q � Fujita 
(1966), Fujita (1970), Kobayashi ������ 
(1977), Herrero ��� Velázquez (1992), Brezis 
������ (1996), Galaktionov ��� Levine 
(1996), Falconer ��� Hu (2001) �%Z�	�� �T��O�
��#��Q �%\t��R���% (1.1) ��M"  Ω �M �$������$
P�T��Q ��Q	 �U�[\�J
��� f Q!K� ��TJ�� u∇ ��U�R�
J��
!Jb�%\t��$��J�T��#�	U �L�#�����!�J��L�
�����U � (convection) �T��$U�� R�$U��L�
��	�

%����J� (population dynamics) ��J�� (1.1) 
��M" 1p q

f u u uβ−= − ∇  �$���" , 1p q > ���
0β > ���������P% �����J���%��"���%��Q �

���L��J������L��M" �#�JO�J����Q �J�PJ
������	� (Chipot and Weissler, 1989; Souplet 
and Weissler, 1997) 

���QU ��" 2 Q �����������J����KJ�T���!�
����� �����$ ����wbx�����"�����ty!"��J�"��QU �
J��J��
!Jb���#��R���M" �J�����
� �LQ �O��S��
Q �%\t����J������L�������P�T������U� 

���QU ��" 3 �%Z�J����������
�������������
O������#����"��J����J�������T��P$U
!Jb�
�J�"��J����M" �PQ��"���R�U�J�$J�����
� �LQ �O�
�S��Q ���J������L���������M" �#�J���T� 
J�����$L�������QU�QU�P�T������U� (concentrated 
nonlinear source) �$�O�U�Q���P$U��������
 
�%��������� ��&%�������M ��������	T��Q � 
�	T��O������#����K�$U������J����"R�UR�J��L���#�

���$U��O���L�
Q ��	T��O������#���T� �	T��

O������#��P$UO���L�
��"� $��U ���M �	J	T��J��
 �T��P��U�� 

���QU ��" 4 �%Z�J����&%O�Q �J��
!Jb�
�J�"��J����M" �PQR�J���J�$���
� �LQ �O��S��
Q ���J������L���������M" �#�J���T�J�����$
L�������QU�QU�P�T������U� ������ �����$R�J��
L�N��	T � $J��
!Jb�#�JO������#��	T�� z ��"
������P�UR����QU ��" 3 �LM" P$UO���#����"R�UQU ���
Q �O��S����M Lw	�J���Q �O��S��Q ���J��
����L���������M" �#�J���T�J�����$L�������QU�QU�
P�T������U���JQ!K� ��K���K�LM" J��L�N�����$U��
J��
!Jb����J����#��R�$U����J������ �&L���
P�T
������U�	T P% 
 

2. %9$�� 5%- 9: 5+I�T#U����"���$-0;.1 

J����$R�U T �%Z�#�����#������ nΩ ⊆ �

��M"   1n ≥  L�#������J����� � �&L���
�T  � 
( )( , )tu u f u x t− ∆ =  R� ( ]0, ,T TΩ = Ω×

(2.1) J����M" �PQ���"�	U� 0( , 0) ( ) 0u x u x= ≥

��M"  x∈Ω  (2.2) R�J�����"�$��� Ω �%Z��y	��
Q ��Q	 J����$��M" �PQQ �Q ���J������
 �&L���
 (2.1) �%Z���M" �PQQ �$������ (Dirichlet 
boundary condition) 0u =  �� ( ]0,T∂Ω × ��M 
��M" �PQQ �� �����
 (Neumann boundary 

condition) 0
u

ϑ
∂

=
∂

�� ( ]0,T∂Ω ×  ��M"  ϑ  �M 

��J�	 �
��!"���T����K  J (Unit outward normal 
vector) #�J ∂Ω  

�(��� 2.1 ��������� x̂∈Ω , bt ≤ ∞ , 
��� ( ),u x t ��������� !"#$%��&�'(#"�)*+�,- 

(2.1)  2�� ( )
ˆ( , ) ( , )

lim ,
b

x t x t
u x t

→
= ∞ (2.3)���4�&�

� �5 � 4 45 �  ( ),u x t 6 7 �- 4 "+ *  ( Blow-up)  =>? 

( ) ( )ˆ, , bx t x t= =+@ # �>@  2� �  ( 2 . 3 )  ��� �A &( # � %B? " 
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bt < ∞  �&���5�445� ( ),u x t 67�-4"+*=>?A)� 
x̂∈Ω ���4��A���+� (Finite time blow-up) ���2�� 
(2.3) ����A&(#�%B?" bt = ∞ �&���5�445� ( ),u x t

67�-4"+*=>? x̂∈Ω  ���4��F%5A���+� (Infinite time 
blow-up) 

[\�J
��� f R���J�� (2.1) �%Z�[\�J
�����J
��"��$��!����T�J�����$L������P�T������U����$��� 
Ω R�����J���
��" &�������%Z�	����T�%_�J���������
������R�U��	�&�J�$�����U � �U�J���L�T�����U �
Q ���	�&P�T$�L  �##��������T�O�R�U��	�&��
 &�����������JQ!K�#� �#���R�U�J�$J�������$ J��
�� ������ ��M J���%��"����%�T��Q ���	�&P$U 

�U� u
f e= %\t�� (2.1) - (2.2) ������R�U

 �����J�����J���O�P��UQ ���MK �L����Q{� 
(Solid fuel ignition) P$U (Bebernes and Eberly, 
1989; Zel'dovich et al., 1985) J��
!Jb����JJ��
Q �J�����J���O�P��U�������J������&�J���O�
P��U��K������������t	T J�� �&��Jb
L���������
J����Jb���"���$�U � J�������!�����	&Q �J��
��t���������U ����������J��%~ �J��J����t 
���������U � ���R�U������%���%�&�%���������L
R�J������&�L�����������U �Q ������$����
R�U���Q!K� 

� J#�JJ�����" u
f e= ��U��������J���� 

J�� �J�����T�����J��
!Jb���#���J�"��J��O��S��
���Lw	�J���Q �O��S��Q �%\t�� (2.1) - (2.2) 

R�J�����" , 1p
f u p= >    

R�%� �.
. 1966 Fujita �%Z�O�U�����"����J��
��#��
!Jb��!�O��S�����Lw	�J���Q �O��S��

Q �%\t�� (2.1) - (2.2) ��M" p
f u= #�J��K���

��J����J�� �J�����T����"
!Jb�	T � $�����#��
Q � Fujita ��T� Kaplan (1963), Hayakawa 
(1973), Weissler (1984), Herrero ��� 
Velázquez (1992) ��� Falconer ��� Hu (2001) 

��� JJ���������� $ R�J��
! Jb��! �
Lw	�J���Q �O��S��R�%\t�� (2.1) - (2.2) ��K�
L�N����#�J�����$�J�"��J��Lw	�J���Q �O�
�S��Q ���J������ �&L���
����t ( )tu f u=

(2.4) ��M" f �%Z�[\�J
���	T ��M" ���"� $��U �J��

��M" �PQ ( ) 0f u > ��M"  0u>  ��� 
( )
1

N

du
f u

∞

<∞∫  

(2.5) ����������#�����#�����J N ��JJ����$
��M" �PQ���"�	U�R�UJ����J������ �&L���
����t (2.4) 
���J����$[\�J
���P�T������U� f R���J������
 �&L���
����t (2.4) R�U� $��U �J����M" �PQ (2.5) 
���#�������L���#�
J����O��S���L�����!"�O�
�S����T���K�Q ���J������ �&L���
����t$��J�T��
R��T��������!"� � J#�J��KO���"�����t �J%��J��
��!"��M #���#�����#��� bt ��"���R�U[\�J
���O��S��
( )u t Q ���J�� (2 .4 )  ��K �%Z�[\�J
�����" P�T��

Q ��Q	��M" t �QU�RJ�U bt ��"��M ( )lim
b

t t
u t

→
= ∞ (2.6) 

Osgood �%Z�O�U�U�L���M" �PQ (2.5) ��M" %� 
�.
. 1898 Lw	�J���Q �O��S��Q ���J������
 �&L���
����t (2.4) ��K �%Z�	��J����$��Jb�� 
�SL��Q �O��S��Q �%\t����J������ �&L���

�T � (2.1) - (2.2) ��O�J��
!Jb���#��#�J��J���� 
J�������T����$�R�U��{��T� �	��J�����
� �LQ �
O��S��Q �%\t����J������ �&L���
�T � (2.1) - 
(2.2) ��K��%Z�P%R���
����$���J��J�� �	��J��
���
� �LQ �O��S��Q �%\t����J������ �&L���

����t (2.4) ��M" J����$��M" �PQ���"�	U���"�������
R�UJ����J�� (2.4) 

��M" J����$��M" �PQQ �R�UJ��%\t�� (2.1) - 
(2.2) %\t��$��J�T�� �##���O��S���L�����T�T�� 
������!"�����J�$J�����
� �L��"����#��J�$��M  �# 
#���O��S������������� t R$ z ��" 0t > (P�T�J�$
J�����
� �L��"����#��J�$��M ��O��S����J�U��) 
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Q!K� ��TJ��J���QT�Q������T��L�����������U �#�J
���T�J�����$L���������$��� ([\�J
��� f ) J��
J���L�T (L#�


 
u∆ )  

�$���"�P%��U�J�����M" ���"R�Q ��Q{�#���J
#��J�$�J��U�R�J�����"P$U���L������ (��T� L������
�����U �) y!"� �#��O����R�U �	 �R���	�&�J�$J��
��"�������M" ���"��M �J�$J��#�$	�����T� �	 �R�
��	�&R��T  �	 �Q ���	�&��L������R�	��� � ��T��U�
J��P$U���L������J��	&U�#����R�U����$��L������
�L�"�Q!K������JP$U���L������J��	&U���JL ��	�&J{
 �#�J�$J���%��"����%P%P$U  

J���L�T�����U �Q ���	�&#���J��M �U �
��K� � J#�J#�Q!K� ��TJ��L�����������U �#�J
���T�J�����$L��������"%~ �R�UJ����	�&��U� ���Q!K� ��T
J����Jb�������Q����	Q ���	�&$U�� �U��$���
Q ���	�&��"���{JJ���L�T�����U �Q ���	�&J{��"�$� 

��J���L�#������J������ �&L���
�T � 
(2.1) �$���L#�
��"��$�J���L�T ( u∆ )   JP% #�
��{�P$U�T���J������ �&L���
����t��"�J�$#�JJ����
L#�
 u∆ R���J�� (2.1) �M  ( )tu f u= $����K�
�U�[\�J
��� f �%Z�P%	����M" �PQ (2.5) ��U�O�
�S��Q ���J������ �&L���
����t��K#��J�$Q!K�P$U��T
�T������#��J�$�T��������!"���T���K����#��J�$J��
���
� �L	����R��������  

��J���L�#�����U �J���P%��"%\t����J��
���� �&L���
 (2.1) J��#��J�$���
� �LR�����#��J�$
Q �O��S��Q �%\t�� (2.1) ��M P�T��K�#!�Q!K� ��T
J��L#�
 u∆ �T��������L�T�����U ���"��J%~ �
#�J���T�J�����$L������P$U��J��M �U ��L���R$
�����J���T��� ������U �  JP%�����"���$�U �
���� JP$U$��L���R$  

��M" �PQ (2.5) �%Z���M" �PQ��"#���%Z� 
(Necessary condition) �����M" �PQ��"�L���L  
(Sufficient condition) 	T J���J�$J�����
� �LQ �

O��S��R�����#��J�$ � J#�J��K Osgood (1898) 

���L��T��U� 
( )
1

M f u
du

∞ = ∞∫ ��U�%\t�� (2.1) - 

(2.2) J��J��J����$��M" �PQQ ���"�������#���O�
�S����� ������� t R$ z ��" 0t > ��"��M P�T�J�$J��
���
� �LR�����#��J�$��"�� �  

�wbx���	T P%��K�%Z��wbx�����" Keplan 
P$UL���#�
P�UR�%� �.
. 1963 

�*�+�	� 2.1 ���������Ω ����6��%�=>?%>

!"7�!I6� =>? 1
C∂Ω∈ , JK#�-'+� f ����JK#�-'+�

L"��4�M-MN? #$"�L��"#�+7�#B?"�F! (2.5) ��� 

( ) ( )2
T Tu C C∈ Ω ∩ Ω � �� �� � ��� !" #

�KP�� ( )( , )tu u f u x t− ∆ = �� 

( ]0, ,T TΩ = Ω ×                         (2.7) 

( ) ( )0, 0u x u x= �%B?" ,x∈Ω        (2.8) 
 ( ), 0u x t = 7� ( ]0,T∂Ω ×           (2.9) 

2�� 
0 ( )u x dx

Ω
∫  %>!�����P5%��*"���4�����  

( , )u x t A�67�-4"+*���4��A���+� 
��M" �PQQ �J����Q��$R�tT��JL Q �

L#�

0 ( )u x dx

Ω
∫ R��wbx��� 2.1 ��KP�T��������

P$U ��J%��
#�J��M" �PQ��K%\t�� (2.7) - (2.9) 
��U�O��S�� ( , )u x t #�P�T���
� �LR�����#��J�$ 

R�J��L���#�
�wbx��� 2.1 Kaplan R�UO�
�S�� ( )xφ y!"��%Z�[\�J
����SL�� (Eigenfunction) 
��"�����J���T��SL��	����J 1λ (First eigenvalue) 
Q �%\t���T��SL�� (Eigenvalue problem) (2.10) 
- (2.11) 

1φ λ φ−∆ = R�Ω                      (2.10) 

0φ = �� ∂Ω ��� ( ) 1x dxφ

Ω

=∫   (2.11) 
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�T��SL��Q �%\t���T��SL�� (2.10) - 
(2.11) ��K����J����%Z� ���	
  �T��SL��	����JR�
�wbx��� 2.1 ��K�M �T��SL����"��{J��"�&$R�#�����
�T��SL����K���$Q �%\t�� (2.10) - (2.11) 

���JJ���J�"��J��[\�J
����SL����"�����J��
�T��SL��	����JQ �%\t���T��SL����" Kaplan R�U��K
�%Z���"����R�UR�J��L���#�
J�����
� �LQ �O��S��
Q �%\t����J������L�������P�T������U� 
 
3. ���*�+,-.�/0.12+"�+$���"�9:4��
56+71/+�11�%"0;�0;%<�7"=91">;% 

R����QU ��KO�U�Q���#��&T�������R#P%��"J��
L�N��O������#��Q ���J����J�������T����"P$U

!Jb��J�"��J����M" �PQR�J�����
� �LQ �O��S��
Q �%\t����"�����T�L�������QU�QU�P�T������U���
�$���R���!"���	� �$�%\t����"#��������������
�M 
%\t����" ��TR���% 

( ) ( )( ),q

t xx
x v v x a g v x tδ− = − R� 

( ]0,T TΩ = Ω×                                (3.1) 
�$� 0q ≥ �%Z�#�����#���,Ω ⊆ � ,��� g �%Z�
[\�J
���P�T������U���" 

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0g v g v g v′ ′′′> > >  ��M"  
0v >                                                 (3.2) 
[\�J
��� δ �M $��	��������$�����$�	U� 

(Dirac delta distribution) y!"��%Z�[\�J
������������U� 
(Linear functional) #�J�y	Q �[\�J
���	T ��M" �P%
����y	#�����#��� ������$� 

( ) ( ) (0)x x dxφ δ φ φ

∞

−∞

=∫a  

�U� 0q = ��J�� (3.1) J{�M ��J�������U � 
(Heat equation) ��"�� �  

R�%� �.
. 1994 Olmstead ��� Roberts 
��� O������#���J�"��J��%\t�� (3.1) ��M" 0q =
��"��M %\t��R���% 

( ) ( )( ),
t xx

v v x a g v x tδ− = −  R� 

( ]0,T TΩ = Ω×                                (3.3) 
�$�
!Jb�%\t�� (3.3) ���$��� ( )0, lΩ = ��M" 
l �%Z�#�����#�����J��� 0 a l< <  

R�J���
!Jb�Q � Olmstead ��� Roberts 
��KR�U[\�J
���$�����$�	U� ( )x aδ − ���J��[\�J
���
P�T������U� ( )( ),g v x t �LM" ��$��!����T�L������

�QU�QU�P�T������U���"#&$ x a=    
�����#��$��J�T�� Olmstead ��� Roberts 

P$U
!Jb�O��S��Q �%\t����K�R�J�����"��M" �PQ
Q ��%Z���M" �PQQ �$������ 

( ) ( )0, , 0v t v l t= =  ��������&J ( ]0,t T∈                                       
                                               (3.4) 

�����M" �PQQ ��%Z���M" �PQQ �� �����
  
( ) ( )0, , 0

x x
v t v l t= = ��������&J ( ]0,t T∈   
                                               (3.5) 

�$���M" �PQ���"�	U�Q �%\t��$��J�T����JJ����$
�%Z� 

( ) ( )0, 0v x v x= ��������&J [ ]0,x l∈  
                                             (3.6) 
P$UJ��
!Jb��J�"��J��Lw	�J���Q �O��S��

Q ���J������ �&L���
 (3.3) y!"�� $��U �J��
��M" �PQQ �$������ (3.4) [��M ��M" �PQQ �� �
����
  (3 .5 ) ] ��� ��M"  �PQ���" �	U� (3 .6 )  Q � 
Olmstead ��� Roberts ��K� P$U���J������J��
 ����J�����" �%Z�O��S��Q ���J�� (3 .3 )  ��"
� $��U �J����M" �PQQ �$������ (3.4) �����M" �PQ
���"�	U� (3.6) �������J�� ����J�����"�%Z�O��S��
Q ���J�� (3.3) ��"� $��U �J����M" �PQQ �� �
����
 (3.5) �����M" �PQ���"�	U� (3.6) ���
!Jb�
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Lw	�J���Q �O��S�� ( , )v a t  O�U�Q���Q ��&%O�
��#�����J z ��"�����t$��	T P%��K 

1. J�����"��M" �PQQ ��%Z���M" �PQQ �$���
��� (3.4) ������%~ �J��P�TR�UO��S��Q ���J��
���� �&L���
 (3.3) ���
� �LR�����#��J�$�U� ��J�� 
(3.7) �%Z�#���  

( )
( ) ( )

1a l a M

l g M h g M h∞ ∞

−
< =

′ + +
 

�$��T�����" M �M O��S����"��{J��"�&$Q �

��J�� ( )
( )

g M h
M

g M h

∞

∞

+
=

′ +
��� h∞ �%Z��T�����" y!"�

Q!K�J����M" �PQ���"�	U� 
2. J�����"��M" �PQQ ��%Z���M" �PQQ �$���

��� (3.4) O��S��Q ���J������ �&L���
 (3.3) #�
�J�$J�����
� �L��"����#��J�$��� �U� ��J�� (3.8) 
�%Z�#���  

( )

0

1

( )
h

a l a
dz

l g z

∞
−

> ∫  

�$���" 

0

1

( )
h

dz
g z

∞

< ∞∫  ��� 0h �%Z��T�����"

y!"�Q!K�J����M" �PQ���"�	U� 
3. J�����"��M" �PQQ ��%Z���M" �PQ� �����
 

(3.5) Olmstead ��� Roberts L���#�
R�U��{��T�O�
�S��Q �%\t�� (3.3) #����
� �LR�����#��J�$
���  

��J���L�#������M" �PQR� ��J�� (3.7) 
y!"��%Z���M" �PQ��"�L���L R�J��%~ �J��P�TR�U�J�$
J���J�$���
� �LR�����#��J�$ #���{�P$U�T����
���������R�U��M" �PQ��K�%Z�#���P$U$U��J��J����$
	�����T�Q ����T�J�����$L�������QU�QU�P�T������U�
R�U������� (	�����T� a ) �����&%P$U�T� �U���M J
	�����T�a R�U�QU�RJ�U 0 ��M ��M J	�����T� a R�U�QU�

RJ�U l #����R�U ( )a l a

l

−  ���T��QU�RJ�U
���
#!�

���������R�U ��J�� (3.7) �%Z�#���P$U ������R�U
%\t�� (3.3) J����M" �PQQ �$������ (3.4) ���
��M" �PQ���"�	U� (3.6) ��O��S�� ( , )v x t ��������&J t

��" 0t ≥  
���� ��$���J��J����M" �PQ (3.8) y!"��%Z�

��M" �PQ��"�L���L �������J���J�$���
� �LR�����
#��J�$y!"��%Z���M" �PQ��"�������J�$P$U#��� ��T�
������J����$	�����T�Q ����T�L�������QU�QU�
P�T������U�P�U � #&$J!"�J���Q ��T�� ( )0, l ��K���K l
	U ���Q��$R�tT��JL �L����U��$���Q ���	�&��
Q��$��{J �##�P�T�������J�$���
� �LR�����
#��J�$P$U (J�����������U ���" �J�$#�J���T� 
J�����$L���������P$UP�T��JL ��M" �#�J�$���
��� �����J���T��� ������U �  JP%P$U��{�Q!K�) 

#�JO�J��
!Jb���" Olmstead ��� 
Roberts P$U����K���&%P$U�T���M" �PQQ ���O�	T J��
����M" �PQ��"L �L���R�J�����R�UO��S�����
� �L
R�����#��J�$ J�����"��M" �PQQ ��%Z�� �����
 O�
�S��#����
� �LR�����#��J�$���   

�! ���U �T � ����� #� �$� �J�T ��#���&%�T �
������%~ �J��P�TR�UO��S�����
� �LR�����#��J�$
P$UR�J�����"��M" �PQQ �Q �%\t���%Z���M" �PQQ �
$������ �$�J��J����$	�����T�Q ����T�J�����$
L�������QU�QU�P�T������U�R�URJ�UQ �Q ��$��� �	T
O������#����K���KP�TP$U��&%�T����T�J�����$L������
�QU�QU�P�T������U���� ��TRJ�UQ �Q �Ω ��J�U �
�L���R$  

R�%� �.
. 2003 Chan ��� Tian 
!Jb���#��
%\t�����
� �L��"�J�$#�J���T� J�����$L������
�QU�QU�P�T������U����$�����"��Q ��Q	 �$�%\t��
��"��K�� ��T��
!Jb� ��TR���% 

( ) ( )( ),q

t xx
x v v l x a g v x tδ− = −

R� ( ]1 0,T TΩ = Ω ×                          (3.9) 
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�$� q ��� l �%Z�#�����#�����J, ( )1 0,1Ω =

���a �%Z�#�����#�����J��" 0 1a< < ���[\�J
���
g ���&�����	� (3.2) J����$��M" �PQQ �$�������%Z� 

( ) ( )0, 1, 0v t v t= = ��������&J ( ]0,t T∈  
                                             (3.10) 

�����M" �PQ���"�	U��%Z� 
( ) ( )0, 0v x v x= ��������&J [ ]0,1x∈  

                                             (3.11) 
������	&: J����$R�U 

( )( ) ( )( ) ( )
2

ˆˆ, , , , , , 0,
q

b
x t a g v x t g w l

l ll

ζ γ
ζ γ

+
= = = = Ω=

%\t�� (3.9) - (3.11) �����J��%\t��	T P%��K 

( ) ( )( )ˆ ,qw w b g wγ ζζζ δ ζ ζ γ− = −

 R� ( ]ˆ ˆ 0,T σΩ = Ω×  

( ) ( )0, , 0w w lγ γ= = ��������&J ( ]0,γ σ∈  

( ) ( )0, 0w wζ ζ= ��������&J [ ]0, lζ ∈  
�$���"0 b l< <  

����J����#�� J��L���#�
J����O��S�� ���
J����O��S���L�����!"�O��S��R��T��������!"�
Q � Chan ��� Tian (2003) 	T��P%#�J����J��Q � 
Olmstead ��� Roberts (1994) �$���" Chan ��� 
Tian 
!Jb�Lw	�J���Q �O��S�� ( ),v x t ��"�&J z

1x∈Ω �	T Olmstead ��� Roberts ��K�
!Jb�
�SL��O��S�� ( ),v x t ��"#&$ x a= ��T���K� y!"�
 �##��T�O�R�UP$UQU ���Q �O��S��P�T����U����
�&J z #&$Q ��$�����"
!Jb� 

Chan ��� Tian L���M" �PQ��"�L���L ��"#�
%~ �J��P�TR�U�J�$J�����
� �LQ �O��S��R�����
#��J�$y!"�� $��U �J��O���" Olmstead ��� Roberts 
P$U�� ��"��M ������%~ �J��P�TR�U�J�$J�����
� �L
R�����#��J�$P$U�$�J����$	�����T�Q ����T�
L������P�T������U�R�URJ�UQ �Q ��$��� (Q �
$U��yU����M Q �$U��Q��) �LM" ���R�U��	�&P�T
����������L������P$U��JL #��J�$J�����
�

 �LR�����#��J�$ O�U�Q���Q �J�wbx�����"�����tR� 
Chan ��� Tian (2003) ��J�T��R��wbx��� 3.1 

 

�*�+�	� 3.1 ��������� ( )0v x %>L5�$T#$)�
=>?A)� x a= ��� 

( )
( )1/ 1

2
0 ,

p

l

λ
µ

−
 >  
 

                    (3.12) 

( ) ( )( ) ( )
/2

1
, ,

1

p

p
a g v a t v a t

q
ϕ

 
≥  + 

                                                                    (3.13) 
�%B?" p LB"A���4�A&(#=>?%>L5�%���45���N?#  

���4����� ( ),v x t !"#�KP�� (3.9)-(3.11) A�
67�-4"+*���4��A���+� 

[\�J
���ϕ R��wbx��� 3.1 �M [\�J
����T�
�SL��� �
���P�y
 (Normalized eigenfunction) y!"�
�����J���T��SL��	����Jλ Q �%\t���T��SL�� 

( ) ( )0, 0 0 1q
xϕ λ ϕ ϕ ϕ′′ + = = =  

��� ( )tµ �%Z�[\�J
�����"������$� 

( ) ( ) ( )
1

0

,
q

t x x v x t dxµ ϕ= ∫  

����L���#�
Q ��wbx��� 3.1 ��K Chan ��� 
Tian %���%�&�#�J����J��Q � Kaplan (�wbx��� 
2.1)  

#�J�wbx��� 3.1 ���R�U��������&%P$U�T�
��J	U �J��R�U �J�$J�����
� �L��" ����#��J�$
 &������ � ��" �	U � ( )0v x 	U  ��� ���JL  [# �J
 ��J�� (3.12)] ��� &���������"�	U�	U ����T�����&$ 
� 	�����T����T�J�����$L������P�T������U� ���
���T �J� � ���$L�� �����QU�QU�P�T ��� � ��U�	U �
� $��U �J����M" �PQR� ��J�� (3.13) #���{�P$U
�T���M" �PQR� ��J�� (3.13) ��K���T�	�����T� a Q �
���T�J�����$L�������QU�QU��QU����J�"��QU �$U�� 
$����K�	�����T�Q ����T�J�����$L�������QU�QU�P�T
������U��T ���O�	T J���J�$���
� �LR�����#��J�$ 
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�$���"��JJ����$	�����T�L�������QU�QU�P�T����
��U�P�U��$Q �$U��R$$U����!"�Q � 1Ω #�������
%~ �J��P�TR�U�J�$J�����
� �LR�����#��J�$P$U 

�!���U����J��R�J����#��Q � Olmstead 
��� Roberts (1994) J�� Chan ��� Tian (2003) 
#�	T��J�� �	T��K�� ���������#��J{R�UO��J�"��J��
��M"  �PQR�J���J�$ ���
 � �LR�����#� �J�$��"
� $��U �J�� �M  ������%~ �J��P�TR�UO��S���J�$
���
� �LR�����#��J�$R�J�����"��M" �PQQ ��%Z�
��M" �PQQ �$������P$U �$�J����M J���	�����T�
Q ����T�J�����$L�������QU�QU�P�T������U�R�U
������� ��K���K��K�� �O������#��P�TP$U���T���Jw	�
Q �	�����T�J��������T�L�������QU�QU�P�T����
��U���K 

R�%� �.
. 2007 Chan ��� Boonklurb ���
��#��	T � $O�J��
!Jb�Q �%\t�� (3.9) - (3.11) 
�������������	�R�J�����������T���Jw	�a∗

Q �J��J����$	�����T����T�J�����$L������
�QU�QU�P$U�����{# �$���	�R�J�����T���Jw	�Q �
	�����T����T�L�������QU�QU��%Z�P%	���wbx���
	T P%��K 
 

�*�+�	� 3.2 2��   

( ) ( )( ) ( )( ) 0, ( ) 0,

1 ( )
4 max sup , sup

( ( ))
V a V a

V a
l

g V ag V a
∈ ∞ ∈ ∞

     >     ′     

                                                                   (3.14) 
���4A�%>L5�4(�VI( a∗!"#I�����5#���5#�����(�
*�+##���!�%!��������6�  

( )( ) 0,

1 4 ( )
1 1 sup

2 ( ( ))V a

V a
a

l g V a

∗

∈ ∞

 
= − − 

 
(3.15) 

2� � I� � � � �5 # ! " # � � �5 # �� � � �( � * �+ # # � �

( ) ( )0, 1 ,1a a a∗ ∗∈ ∪ −  ���4�����  ( , )v x t  

A�F%567�-4"+*���4��A���+� �I52��I�����5#!"#
���5 # �� � ��( �*�+ # # ��  ( ,1 )a a a

∗ ∗∈ − ��� 4 
( , )v x t  A�67�-4"+*���4��A���+��$%" 

#�J�wbx��� 3.2 #���{��T�J��#����T�
��Jw	�Q �	�����T����T�L������P�T������U�P$U��K� 
	U �����M" �PQQ ��$�����"
!Jb��T���Q��$R�tT��J
L ����JT � [ ��J�� (3.14)] �wbx��� 3.2 R�UO�
��"	����$����K 
 

	�-�
� 3.3 2�� ( )0 0g >  ���4
( ) ( )0,

( )
sup

( ( ))
V a

V a

g V a
∈ ∞

 
 
 

 

� �( � � %B? "   ( )( ) ( ) ( ( ))g V a V a g V a′=  $� � � &+ 7 

( ) ( )0,V a ∈ ∞  ��� ( , )v x t F%567�-4"+*���4��
F%5A���+� 

[\�J
��� ( )V a ��"%��J_R��wbx��� 3.2 
��������J 3.3 �M O��S����"#&$ x a=  Q �
��J�����������" (Steady state solution) ��"��
���J����J������ �&L���
�T � (3.9) J����M" �PQQ � 
(3.10) #�J�����J 3.3 ��K��&%P$U�T���JO��S��
���
� �L��U�J�����
� �L#�P�T�J�$��"���� ���	
 
t = ∞   

	T ��R�%� �.
. 2012 Chan ��� 
Treeyaprasert ��� O������#���J�"��J��%\t��
%_�J�����J���L�T��"�����T�J�����$L�������QU�QU�P�T
������U����T��J!"� ���	
 (3.16) J����M" �PQQ �$���
��� (3.17) �����M" �PQ���"�	U� (3.18) 

( )( ) ( , )t xxv v x a g v x tαδ− = − R� [ ) ( ]0, 0, ,T∞ ×  
                                                       (3.16) 
( )0, 0v t = ��� lim ( , ) 0

x
v x t

→∞
= ������� 0 ,t T< ≤  

                                                      (3.17) 

0( , 0) ( )v x v x= ������� 0 x≤ < ∞      (3.18) 
��M"  ( ), 0,aα ∈ ∞ ��� g � $��U �J�� (3.2) 

O�U�Q���Q ��&%O���#�����J z #�J Chan 
��� Treeyaprasert (2012) $����K  

1 .  R �U � �� J J � � � � J��" �& $  ( maximum 
principle) ��	�K�Q � Hopf ������JQ � 
Phragmèn-Lindelöf Principle R�J��L���#�
�T��U�
O��S�����
� �L��U�J�����
� �L#��J�$��"#&$
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x a= �L���#&$�$�����T���K� (Single point blow-
up) 

2. ��M" �PQ�L���L ��"���R�UO��S��Q �
%\t�� (3.16) - (3.18) ���
� �LR�����#��J�$ ��K���K
����J����"R�UR�L���#�
����M" �PQ	T��P%#�J����J�� 
Chan ��� Boonklurb (2007) J�� Chan ��� Tian 
(2003) ��M" �#�JJ���Q � Chan ��� 
Treeyaprasert (2012) �$�����"
!Jb��%Z��T��J!"�
 ���	
y!" � P�T��Q ��Q	 J��� �$������$P�T��
Q ��Q	�T� �SL��#� �%Z���%�	���	T ��M"  � 
(Continuous spectrum) y!"�	T��#�JJ����$�����
Q ��Q	 

3. ��M" �PQ�L���L ��"���R�UO��S��Q �
%\t�� (3.16) - (3.18) �� ��T#�����������&J 0t ≥  

4. ��	�R�J����������	�����T���Jw	�Q �
���T�L�������QU�QU�P�T������U����T��J!"� ���	
��"
#�%~ �J��P�TR�U�J�$J�����
� �LQ �O��S��R�
����#��J�$ y!"�����J��R�J����	�����T���Jw	�R�
J����$���P�T��Q ��Q	��K	T��#�J����J�� Chan 
��� Boonklurb (2007) 

�wbx���	T P%��K�%Z��wbx���#�J Chan 
��� Treeyaprasert (2012) y!"�R�U��M" �PQ��"
�L���L R�J���J�$���
� �LR�����#��J�$ 
 

�T#U��� 3.4 2���#B?"�F!�&(?%I�� 0 ( )v x  %>L5�$T#$)�
=>? x a=  ��� 

( )
( )1/ 1

6
0 ,

p
k

γ
α

−
 >  
 

               (3.19) 

( ) ( ) ,p
h a g s s≥                     

(3.20) 
6� =>? p ����A���4�A&(#=>?%���45� 1 ��� [ )0,s∈ ∞

���4����� ( ),v x t !"#�KP�� (3.16)-(3.18) 
67�-4"+*���4��A���+� 
[\�J
��� h ��"%��J_R��wbx��� 3.4 ������$�  

( )
2

2 , 0,
kx

h x kxe x
−= ≥  

��M"  k �%Z�#�����#�����J ��������[\�J
��� 
( )tγ  R��wbx��� 3.4 �$�  

( ) ( )
0

( ) , .t h x v x t dxγ
∞

= ∫  

#�J�wbx��� 3.4 #���{��T���M" �PQ��"
�L���L �������J���J�$���
� �LR�����#��J�$Q �
O��S��R�%\t�� (3.16) - (3.18) �M  &������
���"�	U�	U ����T������$����!"� [ ��J�� (3.19)] 
L�������QU�QU�P�T������U� g � $��U �J�� ��J�� 
(3.20) y!"���	�����T�Q ����T�J�����$L������
�QU�QU�P�T������U� a %��J_ ��TR� ��J�� (3.20) 
$U��$����K�	�����T�Q ����T�J�����$L�������QU�QU�
P�T������U��T ��T�O�	T J���J�$���
� �LR�����
#��J�$Q �O��S�� �wbx��� 3.5 �%Z� �J��!"�
�wbx�����"�����t (Chan and Treeyaprasert, 
2012) y!"�R�U��	�R�J��������	�����T���Jw	� a∗

Q ����T�J�����$L�������QU�QU�P�T������U� g   
 

�*�+�	� 3.5 I�����5#4(�VI( a∗ ����&4�#
���5#�����(�*�+##���!�%!��!"#�KP�� (3.16) - 
(3.18) %>" T5A&(#���$�%�&2�X"#�+�F%5�����(�67�-4
"+*���4��A���+�F�����4�#I�����5#!"#*�+##��
�!�%!��  Y A)� a  �� Z =>?  a a

∗≤  �I52� �4�#
I�����5#!"#���5#�����(�*�+##���!�%!�� Y A)� 
a  =>? a a

∗>  ���4A���(�67�-4"+*���4��A���+�
�$%" 

- 2�� 0
ˆ( )v a s≤  �%B? " ŝ LB"L5�4(�VI(!"#

JK#�-'+� ( )/ ( ), 0,s g s s∈ ∞ A�$�%�&2L���4Y
I�����5#4(�VI(!"#*�+##���!�%!��F��A��$TI& 

( )
ˆ

ˆ

s
a

g sλ
∗ =                            (3.21) 

- 2� � 0
ˆ( )v a s> �%B? " ŝ LB"L5 � 4( �VI(!"#

JK#�-'+� ( )/ ( ), 0,s g s s∈ ∞ A�$�%�&2L���4Y
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I�����5#4(�VI(!"#*�+##���!�%!��F��A��$TI& 
( )
( )( )

0

0

v a
a

g v a

∗ =                  (3.22) 

� J#�J��K Chan ��� Treeyaprasert ���
L��T���JO��S��Q �%\t�� (3.16) - (3.18) ���
�
 �L ��U�J�����
� �L#�P�T�J�$��"���� ���	
 

O������#����K�������"P$UJ�T���!�QU��	U��%Z�
�����#����"
!Jb�R�J�����"	�����T�Q ����T�J�����$
L�������QU�QU���K�����" (Stationary concentrated 
source) R�%� �.
. 2002 Kirk ��� Olmstead P$U
��� O������#��Q �%\t�� 

( )0 0( ) ( , )t xxv v x x g v x tδ− = − R� ( ) ( ], 0,T−∞ ∞ ×  
                                                       (3.23) 

lim ( , ) 0
x

v x t
→−∞

= ��� lim ( , ) 0
x

v x t
→∞

= ��M"  0 t T< ≤  

                                                      (3.24) 

0( ,0) ( ) 0v x v x= ≥  �� ( ),−∞ ∞      (3.25) 
�$�[\�J
��� g � $��U �J����J�� (3.2) ��� 

( )0 0x x t= , ( )0 0 0x = ��� ( )0 0 ( )x t c t′ =                 
                                                       (3.26) 

#�J��J������ �&L���
�T � (3.23) ���T� 
J�����$L�������QU�QU��M ( ) ( )( )0 0( ) ( ),x x t g v x t tδ −

#�J�&�����	�Q �[\�J
���$�����$�	���������
Q �[\�J
��� 0x ��"J����$�$� (3.26) #���{��T�
	� ����T �Q ����T �  J� � ��� $L�� �� �� �QU �QU�
�%��"���%��P%	������ t $����K�L�������QU�QU�P�T
������U� g R�J�����K#!��%Z�L�������QU�QU�P�T����
��U���"���M" ���"$U��������{� 0 ( )c t ���T�� ( ),−∞ ∞  

Kirk ��� Olmstead L��T�������%~ �J��
P�TR�UO��S��Q �%\t�� (3.23) - (3.25) ���
� �L
R�����#��J�$P$U$U��J��R�U���T�L���������M" ���"
$U��������{���"�����JL  ��J��L���#�
R�U��{��T��U�
���T�L�������QU�QU����M" ���"$U��������{�	"����J
#����R�U��J������L�����������U ���"��� ���

 �##����R�UO��S�����
� �LR�����#��J�$ O�U�Q���
Q ����wbx�����"L���#�
#�J Kirk ��� Olmstead 
(2002) �J�"��J����M" �PQ�L���L R�J�����R�UO�
�S��Q �%\t�� (3.23) - (3.25) �� ��T#����������

0t ≥ �����M" �PQ��"�L���L R�J�����R�UO��S��
���
� �LR�����#��J�$ ��J�T��R��wbx��� 3.6 
��� 3.7 	�����$�� 
 

�T#U��� 3.6 ��������� ( )0x t ��"�)*+�,-F���%B?" 

0 t≤ < ∞  ���L5�L#=>? c∗ $"�L��"#�+7 

( ) *

0 0 ( )x t c t c′ = ≥ ������� 0 t≤ <∞ 

2�� c
∗ %>L5�$T#%��*"���4�KP�� (3.23) - (3.25) #�

��O��S���&J���� t =>? 0t ≥ ���A���(�!N@��%B?"

1
c
∗ >

Λ
6� =>?

( )0
max

M

M

g M h≤ <∞

 
Λ =  

+  
�%B? "

M ��� h ����A���4�A&(# (h !N@�" T5�+7�#B?"�F!
�&(?%I�� 0 ( )v x ) 
 

�T#U��� 3.7 ��������� ( )0x t ��"�)*+�,-F���%B?"

0 t≤ < ∞ ���L5�L#=>? c∗∗ $"�L��"#�+7 

( ) **

0 0( )x t c t c′ = ≤ ������� 0 t≤ <∞ 

2�� c
∗∗ %>L5�I?��%��*"���4A�%> t∗∗ < ∞=>?=���KP�� 

(3.23) - (3.25) F%5%>����� �%B?" t t
∗∗≥ ���A�

��(�!N@��%B?" 1
c

κ
∗∗ < 6� =>? 1

( )
h

dz
g z

κ

∞

= ∫  �%B?"

h ����A���4�A&(#=>?!N@�" T5�+7�#B?"�F!�&(?%I�� 0 ( )v x  
�wbx��� 3.6 ��$�R�U��{��T��U����T�

L�������QU�QU����M" ���"$U��������{���"��JJ�T�
��M ��T�J���T� c

∗ ��U�%\t�� (3.23) - (3.25) #���
O��S���&J���� t  =>? 0t ≥  (��"��M P�T�J�$���
�
 �LR�����#��J�$) �T���wbx��� 3.7 J�T���T��U�
���T�L�������QU�QU����M" ���"$U��������{���"�U �
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J�T���M ��T�J���T� c
∗∗ ��U�O��S��Q �%\t�� 

(3.23) - (3.25) #����
� �LR�����#��J�$ ��K���K
�wbx�����K�� �P�T������R�U���	 �P$U�T�R�J���
��"������{�Q �J�����M" ���"Q ����T�J�����$
L�������QU�QU���JJ�T� c

∗∗ �	T�U �J�T� c
∗ #�

R�UO��%Z���T�P�   
$����K��wb_�����K�� �R�U�L����T�Q ��Q	

�����Q ��Q	�T��Q ��T�������{���Jw	�Q �J��
���M" ���"Q ����T�J�����$L�������QU�QU�P�T������U� 

� J#�JO������#��$��J�T����U� Kirk ��� 
Olmstead �����O������#�� M"���"
!Jb��J�"��J��
��M"  �PQQ �J�� ���
 � �L R�����#� �J� $ ��M"  
���T�J�����$L��������J�����M" ���" ��T� R�O���� 
Kirk ��� Olmstead (2000) y!"�%\t����"
!Jb���U��
J��%\t�� (3.23)-(3.25) �	T�����T�J�����$L������
�QU�QU�P�T������U�� ����T���"���M" ���"$U��������{�
����" ��T�J�� R������#��$��J�T����K�� ��T��P$U
L���#�
R�U��{��T�������{�Q �J�����M" ���"Q �
L�������QU�QU�P�T������U���O�	T 	T J�����
� �L
Q �O��S��R�����#��J�$   

���� ��$���J��O������#��Q � Olmstead 
(1997) ��J����Q ��Q	�����Q ��Q	�T��Q ��T�
������{���Jw	�R�J�����M" ���"Q �L�������QU�QU�
P�T������U��LM" J��%~ �J��P�TR�U�J�$���
� �LR�����
#��J�$ 
 
4. >�[� 

O�U�Q���P$U���������������������
O���� 
��#��Q ���J����J����"
!Jb��J�"��J����M" �PQ��"
�L���L 	T J�����
� �LQ �O��S��R�����#��J�$
�����M" �PQ��"�L���L 	T J����O��S�������������
t R$ z ��" 0t ≥ Q �%\t����J������ �&L���
�T �
����L���������"�����T�J�����$L�������QU�QU�P�T
������U� #�JJ��
!Jb�L��T�R�J�����"�$���Q �

%\t����Q ��Q	#��J�$�����M" �PQQ ��%Z���M" �PQ
Q �$��������K� #�������%~ �J��J�����
� �LR�
����#��J�$P$U�$�J��J����$	�����T�Q ����T� 
J�����$L�������QU�QU�R�URJ�UJ��Q �Q ��$��� 
#�J����	�Q �J��P��Q ������U �y!"�#�P��#�J
��������"�� &���������P%�����������"�� &������	"��
#!�P$U�T���M" �PQQ �$������#��T�O�R�U��J�������
�����U ����R�U�����U ��������$���P�T��J
L ��"#��J�$J�����
� �LR�����#��J�$ �	T�������
J�����"��M" �PQQ ��%Z���M" �PQQ �� �����
����
�U �#�P�T������P��OT��Q �Q ��$���P$UR�
Q���$���J�����T�J�����$L�����������%~ �R�U
L�������JT�$���#!��T�O�R�U��J�����������U �
��JQ!K����O��S��#����
� �LR�����#��J�$���   

��M" �#�J	�����T����T�J�����$L������Q �
%\t����J������L���������"����M" �PQQ �$������
��O�	T J���J�$���
� �LQ �O��S��R�����#��J�$
#!���������	�����T���Jw	�Q ����T�J�����$
L������P�T������U��LM" %~ �J��O��S��P�TR�U���
�
 �LR�����#��J�$P$U 

�T��J���%\t�����$����T�� ���	
��"
���T�J�����$L���������M" ���" ��J������{�Q �
J�����M" ���"Q ����T�J�����$L���������P�T��JL 
J{#��J�$���
� �LR�����#��J�$��K���K#�JO������#����"
P$U
!Jb�����K���$ ���P�T��O�U R$���������T�
������{���Jw	�R�J��%~ �J��P�TR�UO��S�����
� �L
R�����#��J�$P$U���L�����Q ��Q	�����Q ��Q	
�T��Q ��T�������{���Jw	�R�J��%~ �J��J�����
�
 �L��T���K� $U����	&��K#!��J�$���#��R#�JTO�U�Q�����"#�
���J��
!Jb����T�������{���Jw	���"#�������
%~ �J��J�����
� �LQ �O��S��R�����#��J�$  

�T���Jw	�Q �������{�R�J�����M" ���"Q �
���T�J�����$L��������K��%������
 �T��J�U��Q���
R����%���&J	
 	�� �T����T����������P%%���&J	
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J��J�����J��	�$��	�& R���$��P��� �$U��
���y �
 ��M 
!Jb���%\##����"�������	T J����M" �
���{J��M ���� �%Z�	U� 
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