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บทคดัย่อ 

บทความวิจยัฉบบันี้เป็นการศึกษาสูตรเมทริกซ์เลขชี้ก าลัง eA เมื่อ A เป็นเมทริกซ์จ านวนจริงกึ่ง
สมมาตรเสมอืนอนัดบั 5 บางรปูแบบ 
 

ค าส าคญั : เมทรกิซ์เลขชีก้ าลงั; เมทรกิซ์กึง่สมมาตรเสมอืน; สตูรของซลิเวสเตอร ์
 
Abstract 

In this paper, the formula of the exponential matrix eA for some real semi skew-symmetric matrix 
A of order 5 is derived. 
 

Keywords: exponential matrix; semi skew-symmetric matrix; Sylvester's formula  
 
1. ค าน า 

การค านวณฟังก์ชันเมทริกซ์เป็นหนึ่งใน
ปัญหาทีม่คีวามทา้ทายมากทีสุ่ดในพชีคณิตเชงิเสน้
เชงิตวัเลข ฟังก์ชนัเมทรกิซ์ทีน่่าสนใจศกึษาฟังกช์นั
หนึ่ง คือ ฟังก์ชนัเลขชี้ก าลงั ส าหรบัเมทริกซ์ A ที่

เป็นเมทริกซ์จัตุรัสมิติ n x n (หรือเรียกสัน้ ๆ ว่า 
เมทรกิซ์อนัดบั n) เมทรกิซ์เลขชีก้ าลงั eA นิยามโดย 
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เมื่อ In คอื เมทรกิซ์เอกลกัษณ์อนัดบั n 
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ปี ค.ศ. 1978 Moler และ van Loan ไดศ้กึษา
วิธีประมาณค่า eA เมื่อ A เป็นเมทริกซ์อันดับ n 
ต่อมาในปี ค.ศ. 1998 Celledoni และ Iserles ได้
ผลิตผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับการประมาณค่า  
เมทรกิซ์เลขชีก้ าลงัในกรุปล ีและเมื่อปี ค.ศ. 2000 มี
การน าปัญหาดงักล่าวมาศกึษาอีกครัง้ เมื่อวิธกีาร
ประมาณค่าเมทรกิซ์เลขชี้ก าลงัในกรุปลถีูกน าไปใช้
ในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์
สามญั ซึ่งวธิกีารนี้ระบบสมการเชงิอนุพนัธ์สามารถ
หาผลเฉลยไดใ้นพชีคณิตล ี(แต่หาผลเฉลยไม่ไดใ้น
กรุปล)ี 

การศกึษาผลงานของ Murray และคณะ ใน
ปี ค.ศ. 1994 จะเหน็ไดว้่าการค านวณเมทรกิซ์เลขชี้
ก าลงันัน้ สูตรของโรดรกิซ์เป็นสูตรแบบชดัแจง้ทีใ่ช้
ในการค านวณ eA เมื่อ A เป็นเมทริกซ์อันดับ 3 
ดงันัน้ ถา้ A เป็นเมทรกิซ์สมมาตรเสมอืน (กล่าวคอื 
AT = - A) อันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ์เป็น

จ านวนจริง นัน่คือ = −
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แล้ว

สตูรของโรดรกิซ์ คอื 
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1 2 3a a a  และ I3 คอื เมทรกิซ์

เอกลกัษณ์อนัดบั 3 
หลงัจากนัน้ในปี ค.ศ. 2001 Politi ได้ศกึษา

การหาสูตรเมทริกซ์เลขชี้ก าลัง ส าหรับเมทริกซ์
จ านวนจรงิสมมาตรเสมอืนอนัดบั 4 ซึ่งพบว่าถ้า A 
เป็นเมทรกิซ์จ านวนจรงิสมมาตรเสมอืน (กล่าวคอื  

AT = - A) อนัดบั 4 นัน่คอื 
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โดยที่   0A  และค่าเฉพาะของเมทริกซ์  A 
แตกต่างกนัทัง้หมด แล้วจะสามารถหาสูตรของ eA 

โดยอาศัยสูตรของซิลเวสเตอร์ ซึ่งจะได้ว่า eA = 

 + + +
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 เมื่อ I4 คอื เมทรกิซ์เอกลกัษณ์อนัดบั 

4, 
− −

=

2
2 2 04

2

b b b
 และ 

+ −
=

2
2 2 04

2

b b b
 

เ มื่ อ  ( )= + −
2

0 1 6 3 4 2 5b a a a a a a  แ ล ะ  = + +
2 2

2 1 2b a a

+ + + +
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ส าหรบับทความวจิยัฉบบันี้ศกึษาการหาสตูร  
เมทริกซ์เลขชี้ก าลัง  eA เมื่อ A เป็นเมทริกซ์กึ่ง
สมมาตรเสมอืนในบางรปูแบบ ดงับทนิยามต่อไปนี้ 
บทนิยาม 1.1 ก าหนดให้ A เป็นเมทริกซ์จัตุรัส
อนัดบั n จะเรยีก A ว่าเมทรกิซ์กึ่งสมมาตรเสมอืน 
( semi skew- symmetric matrix)  ก็ ต่ อ เ มื่ อ  AT =        
- εAε ส าหรับบางเมทริกซ์ ε เมื่อ ε เป็นเมทริกซ์
เครื่องหมาย (กล่าวคอื ε เป็นเมทรกิซ์ทแยงมุมทีม่ี
สมาชกิบนเสน้ทแยงมุมหลกัเป็น +1 หรอื -1 เท่านัน้ 
ส่วนสมาชกิอื่นเป็น 0) 

จะเหน็ไดว้่าถา้ 
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 ซึง่เป็นเมทรกิซ์

กึ่งสมมาตรเสมอืนอนัดบั 3 รูปแบบหนึ่ง (กล่าวคอื 
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−

=

 
 
 
 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

) แล้วสูตรของ
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เอกลกัษณ์อนัดบั 3 ซึ่งต่อมาในปี ค.ศ. 2005 Kula 



Vol. 9 • No. 2 • March - April 2020                                                         Thai Journal of Science and Technology 

 199 

และคณะ ได้ศึกษาการหาสูตรเมทรกิซ์เลขชี้ก าลงั 

eA เมื่อ 
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 ซึ่งเป็นเมทรกิซ์

กึ่งสมมาตรเสมอืนอนัดบั 4 รูปแบบหนึ่ง กล่าวคอื 

AT = - εAε เมื่อ 
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โดยอาศัยแนวคิดดังกล่าว บทความวิจัย
ฉบับนี้จึงศึกษาการหาสูตรเมทริกซ์เลขชี้ก าลัง 
ส าหรบัเมทรกิซ์จ านวนจรงิกึง่สมมาตรเสมอืนอนัดบั 
5 บางรปูแบบ 
 

2. ผลงานวิจยั 

ก าหนดให้ 
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 (2.1) 

เป็นเมทรกิซ์จ านวนจรงิกึ่งสมมาตรเสมอืนอนัดบั 5 

กล่าวคอื AT = - εAε เมื่อ ε = 
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โดยที ่  0A      
ก าหนดให้พหุนามลักษณะเฉพาะของ     

เมทริกซ์  A  นิยามโดย ( ) ( ) = − detp A  
โดยการค านวณโดยตรง ท าใหไ้ดบ้ทตัง้ดงัต่อไปนี้ 
บทตัง้ 2.1 ( ) ( ) = − −p p  

ในบทความวิจัยฉบับนี้  ก าหนดให้ =1b  

( ) ( )+ +− + − +
2 2

1 10 3 7 4 6 2 6 1 8 3 5a a a a a a a a a a a a  

( ) ( )− + − − + −
2 2

2 7 1 9 4 5 2 10 3 9 4 8a a a a a a a a a a a a  

( )− +
2

5 10 7 8 6 9a a a a a a  และ = − − −
2 2 2

3 1 2 3b a a a

− − − + + +
2 2 2 2 2 2 2
4 5 6 7 8 9 10a a a a a a a           (2.2) 

บทตัง้ 2.2 พหุนามลกัษณะเฉพาะของเมทรกิซ์ A 

คอื ( )   = − − −
5 3

3 1p b b  
จากบทตั ้ง  2.2 จ ะ ได้ว่ า  ถ้ า  ( ) =p

( )  − − − =
4 2

3 1 0b b  แล้ว    จะ เ ป็นค่า
เฉพาะของเมทรกิซ์ A ซึ่งจะเห็นได้ว่า  = 0  เป็น
ค่าเฉพาะของเมทรกิซ์ A และค่าเฉพาะของเมทรกิซ์ 
A ที่เหลืออีก 4 ค่า นัน่คือ ผลเฉลยของสมการ 
 − − =
4 2

3 1 0b b  ซึ่งจะอยู่ในรูปของ b1 หรือ 
b3 ดังนั ้นในบทความวิจัยฉบับนี้ จะก าหนดให้ 
   1 2 3 4, , , และ 5  เป็นค่าเฉพาะของเมทรกิซ์ 
A และโดยอาศัยบทตัง้ 2.2 จึงท าให้ได้บทแทรก
ดงัต่อไปนี้ 
บทแทรก 2.3 ก าหนดให ้ − 

2
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
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บทแทรก 2.6  ก าหนดให ้ = 03b  

1. ถ้า  01b  แล้ว  = +
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2. ถ้า 1 0b  แล้ว  = −41 1b ,  = − −42 1b , 

 = −43 1i b ,  = − −44 1i b  และ  =5 0  
3. ถา้ =1 0b  แลว้     = = = = =1 2 3 4 5 0  

การพิจารณาหาสูตรของ eA เมื่อ A มีค่า
เฉพาะทีแ่ตกต่างกนัทัง้หมดนัน้ สามารถใชส้ตูรของ 
ซิลเวสเตอร์ โดยสูตรของซิลเวสเตอร์กล่าวไว้ว่า

( )
=
=
1
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k

i i
i

f A f A  เมื่อ ( )f A  เป็นฟังก์ชนัวเิคราะห์

ของเมทริกซ์ A โดยที่    1 2 3, , , , k  เป็นค่า
เฉพาะของ A และ Ai  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรยีนต์

ของ A ทีก่ าหนดโดย ( )
 =



= − 
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1k

i j
j i j
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A A   

ส าหรับ   1, 2, 3, ,i k  ดังนั ้น ถ้า ( )f A = eA 
และ A เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ 5 ที่มีค่าเฉพาะ
ต่างกนัทัง้หมดแลว้ โดยสตูรของซลิเวสเตอรจ์งึไดว้า่  



=
=
5

1

A i
i

i
e e A                                     (2.3) 

เมื่อ Ai คอื โฟรเบนิอุสโคแวเรยีนตข์อง A ทีก่ าหนด

โดย ( )
 =



= − 
−

5

1

1

j

i j
j i

j i

A A  ส าหรบั   1, 2, 3, 4, 5i   

จาก (2.3) จะไดว้่า  
= + +1 2

1 2
A
e e A e A  

 
+ +3 54

3 4 5e A e A e A     

 

( ) ( ) ( )
  

      
= −  −  −

− − −

     
     

     

1
2 3 4

1 2 1 3 1 4 1

1 1 1 1
e A A A A  

   ( ) ( ) ( )
  

      
+ −  −  − 

− − −

     
     

     

2
1 3 4

2 1 2 3 2 4 2

1 1 1 1
e A A A A  

   ( ) ( ) ( )
  

      
+ −  −  − 

− − −

    
    
    

3
1 2 4

3 1 3 2 3 4 3

1 1 1 1
e A A A A  

   ( ) ( ) ( )
  

      
+ −  −  − 

− − −

     
     

     

4
1 2 3

4 1 4 2 4 3 4

1 1 1 1
e A A A A  

   ( ) ( ) ( ) ( )
   

   
+ −  −  −  − 

− − − −

     
     

     

5
1 2 3 4

1 2 3 4

1 1 1 1
e A A A A  

 
จะเหน็ไดว้่า Ai อยู่ในรูปพหุนามดกีร ี4 ของ 

A ส าหรบั   1, 2, 3, 4, 5i  ซึง่จะท าให ้eA อยู่ในรปู

ของพหุนามดีกรี 4 ของ A เช่นกัน จาก (2.3) จะ

เหน็ว่าการค านวณ  eA  นัน้ตอ้งค านวณสมัประสทิธิ ์

1 2 3 4, , ,A A A A  และ 5A  ดงักล่าว ซึ่งจะค านวณ eA 

โดยสมมติให้ =  + + + +
2 3 4

5
A
e a bA cA dA hA  และ ix  

เป็นเวกเตอร์เฉพาะที่สมนัยกับค่าเฉพาะ  i  
ส า ห รับ    1, 2, 3, 4, 5i  ( นั ่น คื อ  =i i iAx x  
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ส า ห รั บ    1, 2, 3, 4, 5i )  จ ะ ไ ด้ ว่ า  =
A
ie x

( ) + + + +
2 3 4

5 ia bA cA dA hA x  = + +
2

i i i i iax b x c x

 + +
3 4
i i i id x h x  ส า ห รั บ    1, 2, 3, 4, 5i   

เน่ืองจาก 


=
= =  + + + +

2 3

5
0 ! 2 ! 3 !

n
A

n

A A A
e A

n
  

ดงันัน้ ส าหรบั   1, 2, 3, 4, 5i  จะไดว้่า A
ie x  

=  + + + +
 
 
 

2 3

5
2 ! 3 !

i

A A
A x  

( )  =  + + + +
2 3

5

1 1

2 ! 3 !
i i i ix  


= i

ie x  
จงึไดว้่า  
i
ie x =

A
ie x ( )   = + + + +

2 3 4
i i i i ia b c d h x  

ส าหรบั   1, 2, 3, 4, 5i   

นัน่คอื 
   = + + + +1 2 3 4
1 1 1 1e a b c d h  (2.4) 


   = + + + +2 2 3 4
2 2 2 2e a b c d h  

(2.5) 


   = + + + +3 2 3 4
3 3 3 3e a b c d h  

(2.6) 


   = + + + +4 2 3 4
4 4 4 4e a b c d h  

(2.7) 

    แ ล ะ  
   = + + + +5 2 3 4
5 5 5 5e a b c d h  

(2.8) 
จากการใช้สูตรของซิลเวสเตอร์นี้จะน าไปสู่การได้
สูตร eA เมื่อ A เป็นเมทรกิซ์ทีน่ิยามดงั (2.1) และมี
ค่าเฉพาะทีแ่ตกต่างกนัทัง้หมดในทฤษฎบีทต่อไป 
ทฤษฎีบท 2.7 ก าหนดให้ A เป็นเมทริกซ์ที่นิยาม

ดัง (2.1) และ − 
2
3 14 0b b  โดยที่ 3 0b  และ 

1 0b   จ ะ ไ ด้ ว่ า 

=  + + + +
2 3 4

5
A
e a bA cA dA hA   

เมื่อ = 1a , 
( )

   

  

−
=

−

3 3

2 2

sin sin
b      

( ) ( )

( )
   

   

− − −
=

−

4 4

2 2 2 2

cos 1 cos 1
c , 

( )
   

  

−
=

−
2 2

sin sin
d  และ  

( ) ( )

( )
   

   

− − −
=

−

2 2

2 2 2 2

cos 1 cos 1
h   

โดยที่  5  คือ  เมทริกซ์ เอกลักษณ์อันดับ  5 , 


− −

=

2
3 3 14

2

b b b
  และ 

+ −
=

2
3 3 14

2

b b b
 

บทพิสูจน์ ก าหนดให ้ − 
2
3 14 0b b  โดยที ่ 3 0b  

และ 1 0b  
โดยบทแทรก 2.3 จะไดว้่า ค่าเฉพาะของเมทรกิซ์ A 
นัน้แตกต่างกนัทัง้หมด   

ก าหนดให้  = 1   และ   = 2  จะได้ว่า 
 =1 i ,  = −2 i ,  =3 i , = −4 i  แ ล ะ 
 =5 0    
เมื่อแทน     1 2 3 4, , ,  และ 5  ลงในสมการ 
(2.4), (2.5), (2.6), (2.7) และ (2.8) ตามล าดบั จะได ้

ว่า 
   = + − − +

2 3 4i
e a ib c id h  


   

−
= − − + +

2 3 4i
e a ib c id h  


   = + − − +
2 3 4i

e a ib c id h  


   
−

= − − + +
2 3 4i

e a ib c id h  และ  

= =
0

1e a  

โดยสูตรของออย เลอร์  = +cos sin
ix
e x i x , 

−
= −cos sin

ix
e x i x  และ = 1a  ท าใหไ้ดว้่า 

     + = + − − +
2 3 4

cos sin 1i ib c id h  (2.9) 

     − = − − + +
2 3 4

cos sin 1i ib c id h (2.10) 
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     + = + − − +
2 3 4

cos sin 1i ib c id h (2.11) 
และ      − = − − + +

2 3 4
cos sin 1i ib c id h  (2.12) 

เมื่อน า (2.9) บวกกบั (2.10) จะได ้

  = − +
2 4

cos 1 c h                (2.13) 
เมื่อน า (2.11) บวกกบั (2.12) จะได ้

  = − +
2 4

cos 1 c h               (2.14) 
น า  2  คณู (2.13) และ  2  คณู (2.14) จะไดว้่า  
            = − +

2 2 2 2 2 4
cos c h     (2.15) 

และ       = − +
2 2 2 2 2 4
cos c h    (2.16) 

เมื่อน า (2.15) ลบกบั (2.16) จะได ้
         − = − + −
2 2 2 2 2 4 2 4
cos cos h h  

ดงันัน้ 
( ) ( )

( )
   

   

− − −
=

−

2 2

2 2 2 2

cos 1 cos 1
h  

เมื่อน า (2.9) ลบกบั (2.10) จะได ้   = −
3

sini ib id  
น า − i  มาคูณตลอดสมการ   = −

3
sini ib id  

จะไดว้่า   = −
3

sin b d           (2.17) 

เมื่อน า (2.11) ลบกบั (2.12) จะได ้   = −
3

sini ib id   
น า − i  คูณตลอดสมการ   = −

3
sini ib id  จะ

ไดส้มการ   = −
3

sin b d               (2.18) 
น า   คณู (2.17) และ   คณู (2.18) จะไดว้่า 

     = −
3

sin b d        (2.19) 

และ     = −
3

sin b d         (2.20) 
เมื่อน า (2.19) ลบกบั (2.20) จะได ้

( )      − = −
2 2

sin sin d  

ดังนั ้น 
( ) ( )

       

     

− −
= =

− −
2 2 2 2

sin sin sin sin
d

จาก (2.17) จะได ้
 



+
=

3
sin d

b     

                         
( )

   

  

−
=

−

3 3
s

2 2

sin in
       ∎ 

เมื่อค านวณในท านองเดียวกันกับการค านวณที่
แสดงในทฤษฎีบท 2.7 จะท าให้ได้ทฤษฎีบท
ดงัต่อไปนี้ 
ทฤษฎีบท 2.8  ก าหนดให้ A เป็นเมทรกิซ์ที่นิยาม

ดัง (2.1) และ − 
2
3 14 0b b  โดยที่ 3 0b  และ 

1 0b  จะไดว้่า =  + + + +
2 3 4

5
A
e a bA cA dA hA  

เมื่อ = 1a , 
( ) ( )

( )
   

   

−
=

−

3 3
1 2 2 1

2 2
1 2 1 2

sinh sinh
b ,  

( )( ) ( )( )
( )

   

   

− − −
=

−

4 4
1 2 2 1

2 2 2 2
1 2 1 2

cosh 1 cosh 1
c , 

( ) ( )

( )
   

   

−
=

−

2 1 1 2
2 2

1 2 1 2

sinh sinh
d  และ 

( )( ) ( )( )
( )

   

   

− − −
=

−

2 2
2 1 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

cosh 1 cosh 1
h  

โดยที่  5  คือ  เมทริกซ์ เ อกลักษณ์อันดับ  5, 


− + −

=

2
3 3 1

1

4

2

b b b
 และ 

− − −
=

2
3 3 1

2

4

2

b b b
 

ทฤษฎีบท 2.9 ก าหนดให้ A เป็นเมทริกซ์ที่นิยาม

ดัง (2.1) และ − 
2
3 14 0b b  โดยที่ 3 0b  และ 

1 0b  จะไดว้่า =  + + + +
2 3 4

5
A
e a bA cA dA hA   

เมื่อ = 1a ,  
( ) ( )

( )
   

   

+
=

+

3 3
1 2 2 1

2 2
2 1 1 2

sin sinh
b , 

( )( ) ( )( )
( )

   

   

− − + −
=

+

4 4
1 2 2 1

2 2 2 2
1 2 1 2

cos 1 cosh 1
c , 

( ) ( )

( )
   

   

−
=

+

2 1 1 2
2 2

2 1 1 2

sinh sin
d  และ  

( )( ) ( )( )
( )

   

   

− + −
=

+

2 2
2 1 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

cosh 1 cos 1
h   
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โดยที่  5  คือ  เมทริกซ์ เ อกลักษณ์อันดับ  5, 


− + −

=

2
3 3 1

1

4

2

b b b
 และ 

+ −
=

2
3 3 1

2

4

2

b b b
 

ทฤษฎีบท 2.10 ก าหนดให้ A เป็นเมทรกิซ์ทีน่ิยาม

ดงั (2.1) และ − 
2
3 14 0b b  โดยที่ 3 0b  จะได้

ว่า =  + + + +
2 3 4

5
A
e a bA cA dA hA  เมื่อ = 1a , 

     

     

     

+
−

−
− +

=

− + +
−

           
                      

                                 

    
    
    

3

1 2 1

3

1 2

2

1 2 1 2 1 2

2 1 2sinh cos cosh sin
2 2 2 2 2

1 2 1 2sinh cos cosh sin
2 2 2 2 2

2 2 2

i
i

i
i

b
i i i  −  

  
  

2

1 2

2

,
i

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

     

     

       

+
− −

−
− + −

=
− + + −

−

  
   
 

  
    

 
 
 

4
1 2 1 1 2

4
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2cosh cos sinh sin 1
2 2 2 2 2

cosh cos sinh sin 1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

,

i
i

i
i

c
i i i i

 

     

     

      

−
+

+
− −

=

− + + −
−

           
                     

           
                      

    
    
    

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2

1 2 1 2 1

sinh cos cosh sin
2 2 2 2 2

1 2sinh cos cosh sin
2 2 2 2 2

1 2

2 2 2

i
i

i
i

d
i i i i  

  
  

2

2

2
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และ 
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โดยที ่ 5  คอื เมทรกิซ์เอกลกัษณ์อนัดบั 5, 
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ทฤษฎีบท  2.11 ก าหนดให้ A เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (2.1) โดยที่  =3 0b  และ 1 0b  จะได้ว่า 
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โดยที ่ 5  คอื เมทรกิซ์เอกลกัษณ์อนัดบั 5 และ   =
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ทฤษฎีบท 2.12 ก าหนดให ้A เป็นเมทรกิซ์ทีน่ิยาม
ดงั (2.1) โดยที ่ =3 0b และ 1 0b  

จะไดว้่า =  + + + +
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โดยที่ 5  คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 5  และ 

 = −4 1b  
ส าหรับการหาสูตรของ  eA เมื่ อ  A มีค่ า

เฉพาะที่เหมือนกันบางค่านัน้ สามารถท าได้โดย
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ทฤษฎีบท 2.13 ก าหนดให ้A เป็นเมทรกิซ์ทีน่ิยาม
ดงั (2.1) และ = =1 3 0b b  

จะไดว้่า =  + + + +

2 3 4

5
2 ! 3 ! 4 !

A A A A
e A    

โดยที ่ 5  คอื เมทรกิซ์เอกลกัษณ์อนัดบั 5 

บทพิสูจน์ ก าหนดให ้ = =1 3 0b b   
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