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บทคดัย่อ 

งานวจิยันี้ไดแ้สดงใหเ้หน็ว่ามผีลเฉลย ( , , , )x z p q  ทีเ่ป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่ใช่จ านวนลบของสมการไดโอ
แฟนไทน์ 2 4x

p q z+ =  เมื่อ p  และ q  เป็นจ านวนเฉพาะเพยีงสองผลเฉลยเท่านัน้ คอื (1, 2, 7,3)  และ 
(5,3, 2,7)  

 

ค าส าคญั : สมการไดโอแฟนไทน์; ผลเฉลยทีเ่ป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่ใช่จ านวนลบ 
 
Abstract 

This research shows that there are only two non-negative integer solutions ( , , , )x z p q  of the 
Diophantine equation 2 4x

p q z+ =  where p  and q  are prime numbers, those are (1, 2, 7,3)  and 
(5,3, 2,7) .  

 

Keywords: Diophantine equation; non-negative integer solution  
 
1. ค าน า 

การศึกษาเกี่ยวกับสมการไดโอแฟนไทน์มี
ผู้ให้ความสนใจศึกษากันอย่างกว้างขวาง และมี

การศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ในหลากหลาย
รูปแบบ แต่โดยส่วนใหญ่มกัศกึษาสมการไม่เชงิเสน้
ที่เกี่ยวขอ้งกบัจ านวนเฉพาะ โดยการหาผลเฉลยที่
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เป็นไปได้ของสมการไดโอแฟนไทน์ที่อยู่ ในรูป 
2x y

p q z+ =  เมื่อ p  และ q  เป็นจ านวนเต็ม 
และ ,x y  และ z  เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่ใช่จ านวนลบ 
เช่น ในปี ค.ศ. 2012 Sroysang ได้ศึกษาสมการ  
ไ ด โ อ แ ฟ น ไ ท น์  2

3 5
x y

z+ =  โ ด ย พ บ ว่ า 
( , , ) (1, 0, 2)x y z =  เป็นเพียงผลเฉลยเดียวของ
สมการนี้ ต่อมาในปี ค.ศ. 2014 Sroysang ไดศ้กึษา
สมการไดโอแฟนไทน์อื่น เพิ่มเติม คือ สมการ 

2
7 19

x y
z+ =  แ ล ะ  2

7 91
x y

z+ =  ซึ่ ง พบ ว่ า
สมการไดโอแฟนไทน์ทัง้ 2 สมการข้างต้นไม่มผีล
เฉลย ในปี ค.ศ. 2016 Rabago ได้หาผลเฉลยที่
เ ป็นไปได้ทัง้หมดของสมการไดโอแฟนไทน์   

2
2 17

x y
z+ =  และได้พสิูจน์ว่าผลเฉลยทัง้หมดที่

ส อ ดค ล้ อ ง กับ สม ก า ร มี อ ยู่  5 ผล เ ฉ ลย  คื อ 
( , , ) (3,1,5)x y z = , (5,1, 7) , (6,1,9) , (7,3, 71)  
และ (9,1, 23)  และในปี ค.ศ. 2017 Burshtein ได้
ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 4x y

p q z+ =  เมื่อ 
,p q  เป็นจ านวนเฉพาะ ซึ่งงานวจิยัของ Burshtein 

ศกึษาสมการนี้เฉพาะกรณี 1y =  และพบว่าถ้า x  
เป็นจ านวนเต็มคู่  แล้วผลเฉลยที่สอดคล้องกับ
สมกา รข้ า ง ต้ นมี เ พีย งสอ งผล เฉลย  ไ ด้ แก่  
( , , , ) (2,17, 6,3)p q x z =  และ (3,7, 2, 2)  ส่วน
กรณี x  เป็นจ านวนเตม็คี ่พบว่ามผีลเฉลยจ านวน
มากมายทีส่อดคลอ้งกบัสมการไดโอแฟนไทน์นี้ 

งานวิจัยนี้ สนใจสมการไดโอแฟนไทน์ 
4x y

p q z+ =  เมื่อ ,p q  เป็นจ านวนเฉพาะ และ 
,x z  เ ป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ ใช่ จ านวนลบ โดย

พิจารณากรณี 2y =  เราได้แบ่งการพิจารณา
ออกเป็น 2 กรณี คอื กรณี x  เป็นจ านวนเตม็คู่ และ 
x  เป็นจ านวนเต็มคี่ ซึ่งพบว่าถ้า x  เป็นจ านวน
เตม็คีแ่ล้ว ผลเฉลยทีส่อดคล้องกบัสมการไดโอแฟน

ไทน์ 4x y
p q z+ =  มเีพยีงแค่ 2 ผลเฉลยเท่านัน้ 

ส่วนกรณี x  เป็นจ านวนเต็มคู่  ไม่มีผลเฉลยที่
สอดคลอ้งกบัสมการน้ี 

2. ผลการศึกษา 
ให ้ ,p q  เป็นจ านวนเฉพาะ และ ,x z  เป็น

จ านวนเตม็ทีไ่ม่ใช่จ านวนลบ พจิารณาสมการไดโอ
แฟนไทน์  

4x y
p q z+ =                              (1) 

จากการศึกษาเราพบผลเฉลยที่สอดคล้องกับ (1) 
เพยีงแค่ 2 ผลเฉลย โดยในการหาผลเฉลยได้แบ่ง
การพจิารณาดงันี้ กรณี x  เป็นจ านวนเตม็คู่ พบว่า 
(1) ไม่มีผลเฉลยซึ่งได้พิสูจน์ไว้ในทฤษฎีบท 2.1 
และ 2.2 ส่วนกรณี x  เป็นจ านวนเต็มคี่ ได้แสดง
การหาผลเฉลยของ (1) ไวใ้นทฤษฎบีท 2.3 
ทฤษฎีบท 2.1 สมการไดโอแฟนไทน์ 2 4

1 q z+ =  
เมื่อ q  เป็นจ านวนเฉพาะ ไม่มผีลเฉลย ( , )z q  ที่
เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่ใช่จ านวนลบ 
พิสูจน์ สมมตวิ่ามจี านวนเฉพาะ q  และจ านวนเตม็ 
z  ทีไ่ม่ใช่จ านวนเตม็ลบทีท่ าให ้ 2 4

1 q z+ =  จะได ้
2 4 2 2

1 ( 1)( 1)q z z z= − = − +  จึงท าให้ 2
1 1z − =  

แ ล ะ  2 2
1z q+ =  แ ต่ จ า ก  2

1 1z − =  ท า ใ ห้  
2

2z =  ซึง่เกดิขอ้ขดัแยง้ 
ต่อไปพจิารณา (1) เมื่อ x  เป็นจ านวนเตม็

บวกใด ๆ ซึง่ไดผ้ลการศกึษาดงันี้ 
ทฤษฎีบท 2.2  ส าหรบัจ านวนเต็มคู่ x  ที่ 0x    
สมการไดโอแฟนไทน์ (1) ไม่มผีลเฉลย ( , , , )x z p q  
ทีเ่ป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่ใช่จ านวนลบ  
พิสูจน์ สมมติ  x  เ ป็นจ านวนเต็มคู่ที่  0x    
สมมติว่า มจี านวนเต็ม z  ที่ไม่เป็นจ านวนเต็มลบ 
และจ านวนเฉพาะ ,p q  ที่ท าให้ (1) เป็นจริง  
เนื่องจาก x  เป็นจ านวนเตม็คู่ทีม่ากกว่าศูนย ์จงึได้
ว่า มจี านวนเตม็บวก n  ที ่ 2x n=  เมื่อแทนลงใน 
(1) จะได ้

2 2 4n
p q z+ =                          (2) 

จาก (2) เราไดว้่า 2 4 2 2 2
( )( )

n n n
q z p z p z p= − = − +  

แต่ เ นื่ อ ง จ าก  q  เ ป็ นจ านวน เฉพาะ  จึ ง ได้  
2

1
n

z p− =  และ 2 2n
z p q+ =  แต่จาก 2

1
n

z p− =  
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ท าให้ ( 1)( 1)
n

p z z= − +  จึงได้ว่ามีจ านวนเต็ม 
0c   ที่  2n c  ซึ่ งท า ให้  1

n c
p z

−
= +  และ 

1
c

p z= −   ดงันัน้ 2
( 1) 2

c n c
p p

−
− =   

ถ้า 2cp =  และ 2 1 1n cp − − =  แล้วเรา
ไ ด้  2, 1p c= =  แ ล ะ  3n =  ซึ่ ง ท า ใ ห้ ไ ด้  

6, 3x z= =  เมื่อแทนลงใน (1) จะได้ 2 17q =  
ซึง่เกดิขอ้ขดัแยง้ 

ถ้า 1
c

p =  และ 2
1 2

n c
p

−
− =  แล้วจะได้ 

0c =  และ 3
n

p =  จึงได้ว่า 3, 1p n= =  และ 
2x =  จาก 1

c
p z= −  ท าใหไ้ด ้ 2z =  เมื่อแทน

ลงใน (1) จะได ้ 2
7q =  ซึง่เกดิขอ้ขดัแยง้เช่นกนั 

ต่อมาพจิารณากรณีที่ x  เป็นจ านวนเต็มคี่ 
เราพบผลเฉลยเพยีง 2 ผลเฉลยเท่านัน้ทีส่อดคล้อง
กบั (1) ดงัทฤษฎบีทต่อไปนี้ 
ทฤษฎีบท 2.3  ส าหรบัจ านวนเตม็คี ่ x  สมการได
โอแฟนไทน์ (1) มผีลเฉลย ( , , , )x z p q ทีเ่ป็นจ านวน
เต็มที่ไม่ใช่จ านวนลบเพยีงสองผลเฉลยเท่านัน้ คอื 
(1, 2, 7,3)  และ (5,3, 2,7)   
พิสูจน์ ให้ x  เป็นจ านวนเต็มคี่ สมมติว่ามจี านวน
เตม็ z  ทีไ่ม่ใช่จ านวนลบ และจ านวนเฉพาะ ,p q  
ที่ท าให้ (1) เป็นจริง แบ่งการพิจารณาออกเป็น 2 
กรณี ดงันี้ 
ก ร ณี  1 ถ้ า  1x =  แ ล้ ว จ า ก  (1) จ ะ ไ ด้  

4 2 2 2
( )( )p z q z q z q= − = − +  เนื่ องจาก p  

เป็นจ านวนเฉพาะ และ 2 2
z q z q−  +  จงึไดว้่า 

2
1z q− =  แ ละ  2

z q p+ =  จ าก  2
1z q− =  

ท าให้ได้ ( 1)( 1)q z z= − +  เนื่ องจาก q  เป็น
จ านวนเฉพาะ และ 1 1z z−  +  จงึได ้ 1z q+ =  
และ 1 1z− =  ท าให้ได้ 2, 3z q= =  เมื่อแทนลง
ใน 2

z q p+ =  ได ้ 7p =  ดงันัน้ผลเฉลยของ (1) 
คอื ( , , , ) (1, 2, 7,3)x z p q =   

กรณี 2 ถ้า 1x   เนื่องจาก x  เป็นจ านวนเต็มคี่ 
จ ะ ไ ด้ ว่ า  มี จ า น ว น เ ต็ ม บ ว ก  n  ที่ ท า ใ ห้  

2 1x n= +     
จาก (1) จะได ้ 

2 1 2 4np q z+ + =                         (3) 
จาก (3) ได ้ 2 1 4 2 2 2

( )( )
n

p z q z q z q
+
= − = − +  

จงึไดว้่ามจี านวนเตม็ 0c   ที ่2 1 2n c+   ซึ่งท า
ให ้ 2 c

z q p− =  และ 2 2 1n c
z q p

+ −
+ =  ดงันัน้จงึ

ได้  2 1 2
( 1) 2

c n c
p p q

+ −
− =  แบ่ งการพิจ ารณา

ออกเป็น 4 กรณีย่อย ดงันี้ 
ก ร ณี  2.1  ถ้ า  1

c
p =  แ ล ะ 

2 1 2
1 2

n c
p q

+ −
− =  แล้วจะได้ 0c =  เนื่ องจาก 

2 c
z q p− =  ท าให้ ( 1)( 1)q z z= − +  จาก q  
เ ป็ น จ า น วน เฉพา ะแล ะ  1 1z z−  +  จึ ง ได้  

1 1z− =  และ 1z q+ =  ท าให้ได้ 2, 3z q= =  
เ มื่ อ แ ท น ล ง ใ น  2 1 2

1 2
n c

p q
+ −

− =  จ ะ ไ ด้  
2 1

7
n

p
+
=  ดังนั ้น 7, 0p n= =  แต่จาก 0n =  

ท าให ้ 1x =  ซึง่เกดิขอ้ขดัแยง้ 
ก ร ณี  2.2  ถ้ า  2

c
p =  แ ล ะ 

2 1 2
1

n c
p q

+ −
− =  แล้วจะได้ 2, 1p c= =  จาก 

2 1 2
1

n c
p q

+ −
− =  จึ ง ไ ด้ ว่ า  2 1

2 1
n

q
−
− =  

เนื่องจาก 2 c
z q p− =  จะได้ 2

2q z= −  เราจึง
ไ ด้  2 1 2

2 1 ( 1)( 1)
n

z z z
−
= − = − +  ดั ง นั ้ น มี

จ านวน เต็ม  0m   ที่  2 1n m−   ซึ่ ง ท า ให้  
1 2

m
z − =  และ 2 1

1 2
n m

z
− −

+ =  และเราได้อีกว่า 
2 1 2

2 (2 1) 2
m n m− −

− =  ถ้ า  2 2
m
=  แ ล้ ว 

1, 3m z= =  จาก 2 1
1 2

n m
z

− −
+ =  จะได้ 2n =  

ท าให้ได้ 5x =  จาก 2
2q z= −  ได้ 7q =  เรา

จึง ได้ว่ า  ผลเฉลยของ (1) ส าหรับกรณีนี้  คือ 
( , , , ) (5,3, 2, 7)x z p q =   

ก ร ณี  2.3  ถ้ า  c
p q=  แ ล ะ 

2 1 2
1 2

n c
p

+ −
− =  แ ล้ ว จ ะ ไ ด้  1c =  แ ล ะ 

2 1
1 2

n
p

−
− =  เราจึงได้ 3p q= =  และ 1n =  
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จึงท าให้ 3x =  เมื่อแทนลง (1)  จะได้ 4
36z =  

ซึง่เกดิขอ้ขดัแยง้ 
กรณี 2.4  ถา้ 2

c
p q=  และ 2 1 2

1 1
n c

p
+ −

− =  
แล้วจะท าให้เกิดข้อขัดแย้งเนื่ องจาก 2q  เป็น
จ านวนเตม็คู่ 

จากทัง้ 4 กรณีย่อย เราพบว่า (1) มเีพยีง 2 
ผลเฉลยเท่านัน้ คอื ( , , , ) (1, 2, 7,3)x z p q =  และ 
(5,3, 2,7)  
บทแทรก 2.4  ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่ใช่
จ านวนลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 2 2x

p q w+ =   
คื อ  ( , , , ) (1, 4, 7,3)x w p q =  แ ล ะ  (5,9, 2,7)  
เท่านัน้ 
พิสูจน์  เ ป็นผลมาจากทฤษฎีบท 2.3 โดยให้  

2
w z=   
บทแทรก 2.5 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่ใช่
จ านวนลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 2

2 49
x

z+ =  
คอื ( , ) (5,9)x z =   
พิสูจน์ เป็นผลมาจากทฤษฎบีท 2.3 
บทแทรก 2.6 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่ใช่
จ านวนลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 4

2 49
x

z+ =  
คอื ( , ) (5,3)x z =   
พิสูจน์ เป็นผลมาจากทฤษฎบีท 2.3 
บทแทรก 2.7 ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่ใช่
จ านวนลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 2

7 9
x

z+ =  
คอื ( , ) (1, 4)x z =   
พิสูจน์ เป็นผลมาจากทฤษฎบีท 2.3 

บทแทรก 2.8  ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่ใช่
จ านวนลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 4

7 9
x

z+ =  
คอื ( , ) (1, 2)x z =   
พิสูจน์ เป็นผลมาจากทฤษฎบีท 2.3 
 

3. สรปุผลการศึกษา 
ผลจากการศกึษาสมการไดโอแฟนไทน์ (1) 

พบว่าผลเฉลยทีเ่ป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่ใช่จ านวนลบซึ่ง
สอดคล้องกับสมการนี้จะมีเฉพาะกรณี x  เป็น
จ านวนเต็มคี่ และมีเพียง 2 ผลเฉลยเท่านัน้ คือ 
( , , , ) (1, 2, 7,3)x z p q =  และ (5,3, 2,7)  
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