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บทคดัย่อ 
บทความนี<นําเสนอการศกึษาและการหารปูทั Cวไปของผลบวกของพหุคูณของ 9  กบัจํานวนทีCเลขเรยีง

กนัเพิCมขึ<นจาก 1  ทางซ้ายและขวาเขา้สู่เลขกึCงกลางถึง n  กบัจํานวน 1n −  และผลบวกของพหุคูณของ 9  
กบัจํานวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<นจาก 1  ทีCกึCงกลางไปทางซ้ายและขวาถึง n  กบัจํานวน 1n −  เมืCอ n  เป็น
จํานวนเต็มบวกใด ๆ โดยทีC 2n ≥  ผลการศึกษาพบรูปทั Cวไปของผลบวกดงักล่าว ดงันี< (1 1) 9n→ ← × +
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− … …  สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥

คาํสาํคญั : พหุคณูของ 9; จาํนวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<นจาก 1

Abstract 
This article presents a general form of the sum of the multiple of 9  with the arranged 

numbers by increasing from 1  of the left and the right to the middle n  and 1n − . The sum of the 
multiple of 9  with the arranged numbers by increasing from the middle 1  to the left and the right n  
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and 1n −  where n  is any positive integer such that 2n ≥ , is also revealed. The results show that 
the general form of the sum is
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1. คาํนํา 

ในชวีติประจําวนัของเราเกีCยวขอ้งกบัระบบ
พีชคณิตของจํานวนเต็มอยู่บ่อยครั <ง บางครั <งการ
คํานวณหาผลลัพธ์ของจํานวนทีCมีจํานวนหลัก   
มาก ๆ นั <นกไ็ม่สะดวกนัก ซึCงกเ็ป็นสาเหตุทีCทําให้
หลาย ๆ คนรู้สกึไม่ชอบวชิาคณิตศาสตร์ แต่แท้ทีC
จรงิแลว้จาํนวนเหล่านั <นไม่ไดม้คีวามยุ่งยากมากนัก
สําหรับการคํานวณ หากเรารู้หลักการคิดทีC
เหมาะสม ซึCงเปรียบเสมอืนมีเครืCองมือในการช่วย
คดิคํานวณติดตวัเราอยู่ตลอดเวลา จากการศึกษา
ความสวยงามของคณิตศาสตร์ตามแหล่งข้อมูล  
ต่าง ๆ ผูเ้ขยีนไดพ้บความสวยงามของพหุคูณของ 
9  กบัจาํนวนทีCเลขเรยีงกนัลดลงหรอืเพิCมขึ<นจาก 1  
ไปทางซ้ายหรือขวาถึงจํานวนเต็มใด ๆ เช่น 
123456789 9×  หรือ 987654321 9×  ทั <งนี<จึงทําให้
ผู้เขยีนได้หาความสมัพันธ์ทีCเกีCยวกับผลบวกของ
พหุคณูของ 9  กบัจํานวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<นจาก 
1  ทางซา้ยและขวาเขา้สู่เลขกึCงกลางถึงจํานวนเต็ม
บวก 2n ≥  ใด ๆ กับจํานวน 1n −  และผลบวก
ของพหุคณูของ 9  กบัจํานวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<น
จาก 1  ทีCกึCงกลางไปทางซา้ยและขวาถงึจํานวนเตม็
บวก 2n ≥  ใด ๆ กบัจํานวน 1n −  ซึCงจะกล่าวถึง
ในหวัขอ้ถดัไป 

สําหรับการศึกษาและหารูปทั Cวไปทาง
พีชคณิตของจํ านวนทีC เ ลข เ รีย งกันนั <น  ได้มี
การศึกษาในหลายรูปแบบ โดยได้ประยุกต์ใช้
จํานวนเศษเหลอื ซึCงนิยามใน (1) สําหรบัจํานวน
เต็ม a  ใด ๆ ด้วยสญัลกัษณ์ qa r=  เมืCอ r  และ 

q  เ ป็ น จํ า น ว น เ ต็ ม  แ ล ะ  0 10r≤ <  ซึC ง 
10a q r= ⋅ +  ดั ง นี<  สํ า ห รั บ ก า ร ศึ ก ษ า แ ล ะ

ประยุกต์ใช้จํานวนเศษเหลอืเริCมเมืCอปี พ.ศ. 2554 
โดยอยัเรศ (2554) ไดศ้กึษาและหารูปทั Cวไปของผล
การยกกําลงัสองของจํานวนทีCทุกหลกัเป็น 1  โดย
ได้พบว่าผลการยกกําลงัสองของจํานวนทีCทุกหลกั
เป็น 1  นี<สามารถเขียนอยู่ ในรูปทั Cวไปได้ ดังนี< 
กําหนดให้  n  เ ป็นจํ านวนเต็มบวก จะได้ว่ า 

2
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อัยเรศ (2556) ได้ศึกษาและหาความ 
สมัพนัธข์องจํานวนหลายหลกัทีCทุกหลกัเป็น 1  กบั
สมการเชงิเสน้ โดยไดพ้บว่าความสมัพนัธนี์<สามารถ
เขยีนในรปูทั Cวไปได ้ดงันี< กาํหนดให ้ n  เป็นจํานวน
เต็มบวก ซึCง 2n ≥  จะได้ว่า �

#(1)

111 1 9 123

n=

… = × …

( 3)( 2)( 1)n n n n− − − +  
อภสิทิธิ ] และ อยัเรศ (2556) ไดศ้กึษาและหา

รปูทั CวไปของผลคณูของจาํนวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<น
จาก 1  ไปทางซ้ายกบั 9  โดยได้พบว่าผลคูณนี<
สามารถเขยีนอยู่ในรูปทั Cวไปได้ ดงันี< สําหรบัทุก
จํานวนเต็มบวก n  โดยทีC qn r=  เมืCอ q  และ r  
เป็นจาํนวนเตม็ ซึCง 0 10r≤ <  จะไดว้่า ( ( 1)q qr r− …
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สจุติรา และ อยัเรศ (2557) ไดศ้กึษาและหา

รปูทั CวไปของผลคณูของจาํนวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<น
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ไปทางซา้ยดว้ยเลขคีCกบัเลขโดด 9  โดยไดพ้บว่าผล
คูณนี<สามารถเขยีนอยู่ในรูปทั Cวไปได ้ ดงันี< สาํหรบั
ทุกจํานวนเตม็บวก n  จะไดว้่า (2 1) 531 9n⋅ − ×…
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กติตยิา และ อยัเรศ (2557) ไดศ้กึษาและหา
รปูทั Cวไปของผลบวกของพหคุณูของ 9  กบัจาํนวนทีC
เลขเรยีงกนัลดลงจาก 9  ไปทางขวาถงึจํานวนเตม็
ใด ๆ กับจํานวนเต็มทีCมีค่าน้อยกว่าเลขหลักแรก
ของจํานวนทีCเลขเรียงกันข้างต้นอยู่สองค่า ผล
การศกึษาพบรูปทั Cวไปของผลบวกดงักล่าว ดงันี< 
สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  จะได้ว่ า 
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รุ่งนภา และ อยัเรศ (2557) ไดศ้กึษาและหา
รปูทั Cวไปของผลบวกของพหคุณูของ 8  กบัจาํนวนทีC
เลขเรยีงกนัเพิCมขึ<นจาก 1  ไปทางขวาถงึจาํนวนเตม็
บวกใด ๆ กบัจาํนวนหลกัแรกของจาํนวนทีCเลขเรยีง
กนัขา้งต้น ผลการศกึษาพบรูปทั Cวไปของผลบวก
ดงักล่าว ดงันี< สาํหรบัทุกจํานวนเตม็บวก n  จะได้
ว่า (1 ) 8 9 (10 )n n n→ × + = → −  

วนิดา และ อยัเรศ (2557) ไดศ้กึษาและหา
รปูทั Cวไปของผลคณูของ 9  กบัจาํนวนทีCเลขเรยีงกนั
เพิCมขึ<นไปทางซา้ยดว้ยพหุคณูของ 3  ผลการศกึษา
พบรูปทั Cวไปของผลคูณดงักล่าว ดงันี< สําหรบัทุก
จํานวนเต็มบวก n  จะได้ว่า (3 ) 963 9n⋅ × =…
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ศริกิานต์ และ อยัเรศ (2557) ไดศ้กึษาและ
หารปูทั Cวไปของผลคณูของ 9  กบัจํานวนทีCเลขเรยีง
กนัเพิCมขึ<นไปทางซ้ายด้วยเลขคู่ ผลการศึกษาพบ
รูปทั Cวไปของผลคูณนี< ดงันี< สาํหรบัทุกจํานวนเต็ม
บวก n  จะไดว้่า �
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จากบทความขา้งต้น พบว่าการประยุกต์ใช้
จํานวนเศษเหลือในการหาผลลพัธ์นั <นมีประโยชน์

เป็นอย่างมาก ฉะนั <นบทความนี<จึงมีวตัถุประสงค์
เพืCอศึกษาและหารูปทั Cวไปของผลบวกของพหุคูณ
ของ 9  กับจํานวนทีCเลขเรียงกันเพิCมขึ<นจาก 1  
ทางซ้ายและขวาเข้าสู่เลขกึCงกลางถึงจํานวนเต็ม
บวก 2n ≥  ใด ๆ กับจํานวน 1n −  และความ 
สมัพนัธข์องผลบวกของพหุคูณของ 9  กบัจํานวนทีC
เลขเรียงกนัเพิCมขึ<นจาก 1  ทีCกึCงกลางไปทางซ้าย
และขวาถงึจาํนวนเตม็บวก 2n ≥  ใด ๆ กบัจํานวน 

1n −  โดยเครืCองมอืหลกัทีCเราใชใ้นการสรา้งจํานวน
เศษเหลอื และพสิูจน์ทฤษฎบีทหลกั ได้แก่ขั <นตอน
วธิกีารหาร และหลกัการอุปนัยเชงิคณิตศาสตร์ ซึCง
กล่าวไวด้งันี< 

ทฤษฎีบท 1 ขั 2นตอนวิธีการหาร (The 
Division Algorithm) (Clark, 2002) ถ้า a  และ b  
เป็นจํานวนเต็ม โดยทีC 0b ≠  แล้วมจีํานวนเต็ม q  
และ r  เพยีงชุดเดยีวเท่านั <น ซึCง a b q r= ⋅ +  และ 
0 | |r b≤ <  

ทฤษฎีบท 2 หลักการอุปนัยเชิง
คณิตศาสตร ์(The Principle of Mathematical 
Induction) (Clark, 2002) กําหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเกีCยวกบัจาํนวนเตม็บวก n  และกําหนดให ้

0
n  เป็นจํานวนเต็มบวก ซึCงสอดคล้องกบัข้อความ
ต่อไปนี< 

(1) 
0( )P n  เป็นจรงิ 

(2) ถ้า ( )P k  เป็นจรงิ สําหรบัจํานวนเต็ม
บวก 

0k n≥  แลว้ ( 1)P k +  เป็นจรงิ 
สรุปไดว้่า ( )P n  เป็นจรงิ สาํหรบัทุกจํานวน

เตม็บวก 
0n n≥  

ต่อไปจะแนะนําให้รู้จกักบัจํานวนเศษเหลือ 
ซึCงเป็นเครืCองมือทีCสําคัญสําหรับการศึกษาของ
บทความนี< 

จากขั <นตอนวธิกีารหาร (อยัเรศ, 2554) และ 
(ณัฐวุฒ ิและ อยัเรศ, 2556) ไดนิ้ยามจํานวนเศษ
เหลอื (remainder number) ไวด้งันี< กําหนดให ้ a  
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เป�นจํานวนเต็มใด ๆ และ 10b =  ทําให�ได�ว�ามีผลหาร 
q  และเศษเหลือ r  ซ่ึงจะได�  10a q r= ⋅ +  และ 
0 10r≤ <  น่ันคือ r  เป�นเลขโดด นิยาม :a rq=  (1)  

เช�น  
0 0 0 000 20 60 180 2000 6 18 202

1 1 21 1 61 1 181 1 201 10 2 6 18 20
2 22 62 182 20222 2 2 220 6 18 20

9 29 69 189 20999 9 9 920 6 18 20

= = = = =

= = = = =

= = = = =

= = = = =

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋮

และ 

0 0 0 000 20 60 180 2000 6 18 202

1 9 21 9 61 9 181 9 201 971 3 19 21
2 22 62 182 20288 88 871 213 19

9 29 69 189 20911 11 171 213 19

= − = − = − = − =− − −−
− = − = − = − = − =−− − − −
− = − = − = − = − =

−− −− −

− = − = − = − = − =
−− −− −

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮⋮⋮ ⋮⋮ ⋮

 

เพ่ือความสะดวก ยังคงจะเขียน 
0 r  ด�วย r  

สําหรับทุกจํานวนเต็ม r  ซ่ึง 0 10r≤ <   

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ และ อัยเรศ, 2556) 
กําหนดให�  

Z
R  แทนเซตของจํานวน a  ใน (1) 

ท้ั ง ห ม ด  น่ั น คื อ  { | ,q r q r= ∈
Z

ZR  แ ล ะ 
0 10}r≤ <  (2) และเราจะเรียกสมาชิกของ 

Z
R  ว�า 

จํานวนเศษเหลือ (remainder number) 
จากการแปลงเลขฐานสิบใน (1) น้ัน จะเห็นว�า

จํานวนท่ีได�จากการแปลงข้ึนมาไม�ใช�เลขฐานสิบปกติ 
ฉะน้ันก�อนท่ีจะกล�าวถึงทฤษฎีบทท่ีสําคัญและนํา
ทฤษฎีบทไปประยุกตHใช� เพ่ือให�เข�าใจผลลัพธHได�ง�ายจะ

แนะ นํ าการแปลง จํานวนจาก (1) กลั บ ไป เป� น
เลขฐานสิบท่ีทุกคนคุ�นเคย 

จากอภิสิทธ์ิ และ อัยเรศ (2556) จะได�ว�าการ
แปลงจํานวนท่ีได�จากการเรียงกันของจํานวนเศษเหลือ

เ ป� น เ ล ข ฐ า น สิ บ  ทํ า ไ ด� ดั ง น้ี  
1 1n nq n q nr r
− − …

3 2 13 2 1 1 3 2 2 1 1( ) ( )( )q q q n n nr r r q r q r q r q r−= + + +…

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n   
เพ่ือให�เข�าใจในผลลัพธHของการประยุกตHใช�

ทฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะนําการแปลงจํานวน
เศษเหลือ ท่ีได�จาก (1) กลับเป�นเลขฐานสิบปกติ 
เน่ืองจากจํานวนเศษเหลือเป�นจํานวนท่ีเลขในแต�ละ
หลักอาจจะไม�ใช�เลขโดด ซ่ึงมีค�ามากกว�าหรือเท�ากับ
สิบ แต�จํานวนในระบบเลขฐานสิบเป�นจํานวนท่ีเลขใน
แต�ละหลักเป�นเลขโดด และจากหลักการบวกเลขปกติ 
หากผลบวกมีค�ามากกว�าหรือเท�ากับสิบและเขียนเป�น
จํานวนเศษเหลือ 

q r  เมื่อ q  คือผลหาร และ r  คือ

เศษเหลือ (เลขโดด) จากการหารด�วย 10  แล�วนํา
ผลหาร q  ไปทดท่ีหลักหน�า ฉะน้ันจึงสรุปเป�นวิธีการ
แปลงจํานวนเศษเหลือกลับเป�นเลขฐานสิบปกติได�โดย
การบวกทแยงจากเศษเหลือตัวขวากับผลหารตัวซ�าย 
ซ่ึงก็คือการทดเลขปกติน่ันเอง ตัวอย�าง เช�น การแปลง
จํานวน 

1 6 11 1 23 424 58 20 93 9 13 57− −  ท่ีได�จากการ
เรียงกันของจํานวนเศษเหลือกลับเป�นเลขฐานสิบ ดังน้ี 

 

1 6 11 1 23 4

1 1 3 1

24 58 20 93 9 13 57 2(4 1)5(8 6)2(0 11)9(3 1)(9 23)1(3 4)57

235(14)2(11)94(32)1( 1)57

235 42 194 21 957

23(5 1)4(2 1)19(4 3)2(1 1)957

2364319720957

− −

−

= − + + + + −

= −

=

= + + + −

=

 

 
การแปลงจํานวนเต็มบวกเป็นจํานวนเศษ

เหลอืนั <นจะสงัเกตเหน็ว่าทําไดง้่าย แต่หากจะแปลง
จาํนวนเตม็ลบเป็นจํานวนเศษเหลอืนั <นทําไดไ้ม่ง่าย

นัก ดงันั <นบทตั <ง 1 (ณัฐวุฒ ิและ อยัเรศ, 2556) มี
ประโยชน์อย่างมากสาํหรบัการแปลงจํานวนเตม็ลบ
เป็นจํานวนเศษเหลือ โดยได้แสดงให้เห็นถึง
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ลักษณะของจํานวนเศษเหลือของจํานวนเต็มลบ
ด้วย และได้นิยามการดําเนินการทวิภาค (binary 
operation) ⊞  บน 

Z
R   

โ ด ย  
( )

( ) ; 0 9

; 10,

q t

t

q t b

q

r s r s
s

r s r s aa b

r
+

+ +

+ ≤ + ≤
=

+ ≥ + =





⊞  

สาํหรบัทุก ,q tr s ∈
Z
R  เช่น 

12 21 12 21 33214 5 4 (5 4)12 9 3395 += = + = =⊞ ⊞  
และ 

31 2 31 2 1 2830 29 9 9 8 8 71 2 2− − + + −= = = = −− ⊞ ⊞  
บทตั 2ง 1 (ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ, 2556) 

กาํหนดให ้ n ∈N  ซึCง qn r= แลว้ 

( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0

q

q

r
n

r r

−

− +

=
− =

− ≠





           (3) 

ทฤษฎบีท 3 (อภสิทิธิ ] และ อยัเรศ, 2556) มี
ประโยชน์อย่างมากสําหรับการหาค่าของจํานวน
เศษเหลอืในระบบเลขฐานสบิ ซึCงกล่าวไวด้งันี< 

ทฤษฎีบท 3 (อภิสทิธิ ] และ อยัเรศ, 2556) 
กําหนดให้ 1 2 3, , , , ,ns s s s m∈… Z  ซึCง 0 9is≤ ≤  
จะไดว้่า 

�1 2 3 1 2 3

#(0)

1000 0m n n

n

s s s s m s s s s

=

= ⋅ +… … …  (4) 

ในการศึกษาหัวข�อถัดไป สําหรับทุกจํานวนเต็ม
บวก n  จะใช�สัญลักษณH #( )n  แทนจํานวนของ n  ท่ี
เรียงติดกัน เช�น #(1)  แทนจํานวนของ 1  ท่ีเรียงติดกัน
ในสมการ และจะแสดงผลการศึกษาหลักของบทความ
น้ีซ่ึงประกอบด�วยข�อสังเกตท่ีพบความสัมพันธHของ
ผลบวกของพหุคูณของ 9  กับจํานวนท่ีเลขเรียงกัน
เพ่ิมข้ึนจาก 1  ทางซ�ายและขวาเข�าสู�เลขก่ึงกลางถึง
จํานวนเต็มบวก 2n ≥  ใด ๆ กับจํานวน 1n −  และ
จํานวนท่ีเลขเรียงกันเพ่ิมข้ึนจาก 1  ท่ี ก่ึงกลางไป
ทางซ�ายและขวาถึงจํานวนเต็มบวก 2n ≥  ใด ๆ กับ
จํานวน 1n −    

บทนิยาม 2 สาํหรบัทุกจาํนวนทีCเลขเรยีงกนั
เพิCมขึ<นจาก 1  ทางซา้ยและขวาเขา้สูเ่ลขกึCงกลางถงึ
จํานวน n  และจํานวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<นจาก 1  

ทีCกึCงกลางไปทางซา้ยและขวาถงึจํานวน n  เมืCอ n  
เป็นจาํนวนเตม็บวก โดยทีC 2n ≥  นิยาม 

1 1 123 ( 1) ( 1) 321n n n n→ ← = … − − …  (5) 
เช่น 

1 2 1 121

1 3 1 12321

1 4 1 1234321

1 9 1 12345678987654321

1 10 1 123456789(10)987654321

→ ← =

→ ← =

→ ← =

→ ← =

→ ← =

⋮ ⋮ ⋮
 

และ 1 ( 1) 32123 ( 1)n n n n n n← → = − … … −  (6) 
เช่น 

2 1 2 212

3 1 3 32123

4 1 4 4321234

9 1 9 98765432123456789

10 1 10 (10)98765432123456789(10)

← → =

← → =

← → =

← → =

← → =

⋮ ⋮ ⋮
 

 
2. ผลการศึกษาหลกั 

จากการสงัเกตความสมัพนัธข์องผลบวกของ
พหุคูณของ 9  กบัจํานวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<นจาก 
1  ทางซา้ยและขวาเขา้สู่เลขกึCงกลางถึงจํานวนเต็ม
บวก n  เมืC อ 2 9n≤ ≤  กับจํานวน 1n −  และ
ความสมัพันธ์ของผลบวกของพหุคูณของ 9  กับ
จํานวนทีCเลขเรียงกนัเพิCมขึ<นจาก 1  ทีCกึCงกลางไป
ทางซ้ายและขวาถึงจํ านวนเต็มบวก n  เมืC อ 
2 9n≤ ≤  กับจํานวน 1n −  เราพบความสมัพันธ ์
ดงันี< 

121 9 1 1090

12321 9 2 110891

1234321 9 3 11108892

123454321 9 4 1111088893

12345654321 9 5 111110888894

1234567654321 9 6 11111108888895

123456787654321 9 7 1111111088888896

12345678987654321 9 8 1111111108

× + =

× + =

× + =

× + =

× + =

× + =

× + =

× + = 88888897

(7) 

จากความสมัพันธ์ (7) เราสงัเกตเห็นว่า
ผลบวกนี<เป็นจํานวนหลายหลกั โดยทีC 1n −  หลกั
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แรกเป็น 1 , หลกัถัดไปเป็น 0 , 2n −  หลกัถัดไป
เป็น 8 , หลักถัดไปเป็น 9  และหลักสุดท้ายเป็น 

2n −  ดงันั <นเราสามารถเขยีนความสมัพนัธ์นี<ด้วย
สมการเพืCอใหง้่ายต่อการเขา้ใจไดด้งันี< (1 1) 9n→ ← ×  

#(1) 1 #(8) 2

( 1) 111 10888 89( 2)
n n

n n
= − = −

+ − = −… …��� �����
 สํ า ห รั บ ทุ ก 

2,3, 4, ,9n = …  และ 
212 9 1 1909

32123 9 2 289109

4321234 9 3 38891109

543212345 9 4 4888911109

65432123456 9 5 588889111109

7654321234567 9 6 68888891111109

876543212345678 9 7 7888888911111109

98765432123456789 9 8 8888888891

× + =

× + =

× + =

× + =

× + =

× + =

× + =

× + = 11111109

(8) 

จากความสัมพันธ์ (8) เราสังเกตเห็นว่า
ผลบวกนี<เป็นจํานวนหลายหลกั โดยทีCหลกัแรกเป็น 

1n − , 2n −  หลกัถดัไปเป็น 8 , หลกัถดัไปเป็น 9 , 
2n −  หลกัถดัไปเป็น 1 , และสองหลกัสุดท้ายเป็น 

0  และ 9  ตามลําดับ ดังนั <นเราสามารถเขียน
ความสมัพนัธ์นี<ดว้ยสมการเพืCอใหง้่ายต่อการเขา้ใจ
ไดด้งันี<  

� �
#(8) 2 #(1) 2

( 1 ) 9 ( 1) ( 1) 888 8 9 111 1 09

n n

n n n n

= − = −

← → × + − = − … …

สาํหรบัทุก 2,3, 4, ,9n = …  
ต่อไปจะแสดงตวัอย่างเพืCอนําไปสู่การศกึษา

และหารูปทั Cวไปของผลบวกของพหุคูณของ 9  กบั
จํานวนทีCเลขเรียงกนัเพิCมขึ<นจาก 1  ทางซ้ายและ
ขวาเขา้สู่เลขกึCงกลางถงึจํานวนเตม็บวก 2n ≥  ใด 
ๆ กบัจํานวน 1n −  และผลบวกของพหุคูณของ 9  
กบัจาํนวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<นจาก 1  ทีCกึCงกลางไป
ทางซ้ายและขวาถึงจํานวนเต็มบวก 2n ≥  ใด ๆ 
กบัจาํนวน 1n −  ดงันี< 

ตวัอย่าง 1 ผลลพัธข์อง (1 10 1) 9 (10 1)→ ← × + −  
และ (10 1 10) 9 (10 1)← → × + −  สามารถหาไดถู้กต้อง
และสอดคลอ้งตามความสมัพนัธ ์(7) และ (8) ทีCเรา
พบ ดงันี< 

123456789(10)987654321 9 9(1 10 1) 9 (10 1)

123456789 0987654321 9 91

12345678(9 1)0987654321 9 9

12345678(10)0987654321 9 9

12345678 00987654321 9 91

1234567(8 1)00987654321 9 9

1234567900987654321

× +→ ← × + − =

× +=

= + × +

= × +

= × +

= + × +

= ×

=

=

� �
#(1) 9 #(8) 8

9 9

11111111108888888889 9

11111111108888888898

111 10888 898

= =

+

+

= … …

 

และ 
(10)98765432123456789(10) 9 9(10 1 10) 9 (10 1)

098765432123456789 0 9 91 1

109876543212345678(9 1)0 9 9

109876543212345678(10)0 9 9

109876543212345678 00 9 91

10987654321234567(8 1)00 9 9

10987654321

× +← → × + − =

× +=

= + × +

= × +

= × +

= + × +

=

=

=

� �
#(8) 8 #(1) 8

234567900 9 9

98888888891111111100 9

98888888891111111109

9888 89111 109

= =

× +

+

= … …

 

ฉะนั <น จากความสมัพนัธ ์(7) และ (8) เราจงึ
สรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปนี< 

(1) เราสามารถเขยีนรูปทั CวไปทีCแน่นอนของ
ผลบวกทั <งสองนี<ไดห้รอืไม่ 

(2) หากเราสามารถเขยีนรูปทั CวไปทีCแน่นอน
ของผลบวกทั <งสองนี<ได ้ แลว้รูปทั CวไปของผลบวกทีC
ไดจ้ะมลีกัษณะเหมอืนกบัความสมัพนัธ ์(7) และ (8) 
ทีCเราพบหรอืไม่ 

บทตั <งทั <งสีCต่อไปนี< เป็นเครืCองมือทีCสําคัญ
สําหรับการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลักของเราทั <งสอง
ทฤษฎบีท ซึCงจะตอบขอ้สงสยัทั <งสองขอ้ขา้งต้นของ
เราได ้
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บทตั 2ง 2 สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 1n ≥  จะไดว้่า  

��
#(2) #(0)

123 ( 1) 321 123 ( 1) ( 1) 321 1222 2 000 0

n n

n n n n n n

= =

… + … = … − − … + … …                           (9)  

นั Cนคอื ��
#(2) #(0)

1 1 1 1 1 1222 2 000 0

n n

n n

= =

→ + ← = → ← + … …  

การพิสูจน์ สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 1n ≥  จะไดว้่า
 ��

#(2) #(0)

123 ( 1) ( 1) 321 1222 2 000 0

12(1 2)(2 2)(3 2) (( 2) 2)(( 1) 2)( 0)(( 1) 0) (3 0)(2 0)(1 0)

12345 ( 1) 321

123 ( 1) 321

n n

n n n

n n n n

n n n

n n n

= =

… − − … + … …

= + + + … − + − + + − + … + + +

= … + …

= … + …

 

ดงันั <น ��
#(2) #(0)

123 ( 1) 321 123 ( 1) ( 1) 321 1222 2 000 0

n n

n n n n n n

= =

… + … = … − − … + … …  สําหรบัทุกจํานวนเต็ม

บวก 1n ≥                                                                                                                                                                      � 
บทตั 2ง 3 สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 1n ≥  จะไดว้่า � �

#(2) #(9) 1

1 222 2 9 10 999 9 8

n n= = −

× =… …               (10) 

การพิสูจน์ สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 1n ≥  จะไดว้่า 

� � �

1

#(2) #(9) 1 #(9) 1
#( 8)

1 222 2 9 9 8 8 8 8 0 999 9 8 10 999 9 81 1 1 1 1
n n n

n
= = − = −

=

× = = =… … … …
�����

 

ดงันั <น � �
#(2) #(9) 1

1 222 2 9 10 999 9 8

n n= = −

× =… …  สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 1n ≥                                                             � 

บทตั 2ง 4 สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥  จะไดว้่า 

� �
#(1)#(8) 2

( 1) 32123 ( 1) ( 1) 32123 ( 1) ( 1)( 1) 888 8 9111 1

nn

n n n n n n n n n n

== −

+ … … + = − … − + + −… … …    (11)  

นั Cนคอื � �
#(1)#(8) 2

( 1) 1 ( 1) ( 1 ) ( 1)( 1) 888 8 9111 1

nn

n n n n n n

== −

+ ← → + = ← → + + − … …  

การพิสูจน์ สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥  จะไดว้่า 

� �
#(1)#(8) 2

( 1) 32123 ( 1) ( 1)( 1) 888 8 9111 1

( 1)( 1)( 8)(( 1) 8) (4 8)(3 8)(2 9)(1 1)(2 1)(3 1) (( 1) 1)( 1)

( 1)( 1)(10 2 )(10 2 ( 1)) (10 2 4)(10 2 3)(11)234 ( 1)

( 1)( 1)(

nn

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n

== −

− … − + + −

= + − + − + … + + + + + + − + +

= + − − + − + − … − + − + +

= + −

… … …

…

…

10 ( 2))(10 ( 3)) (10 2)(10 1)(11)234 ( 1)

( 1)( 1) ( 2) ( 3) 2 1 1234 ( 1)1 1 1 1 1

( 1) ( 1)( 2) 321234 ( 1)

( 1) 32123 ( 1)

n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n

+ − + − … + + +

= + − − − … +

= + − − … +

= + … +

…

…

…

…

 

ดงันั <น � �
#(1)#(8) 2

( 1) 32123 ( 1) ( 1) 32123 ( 1) ( 1)( 1) 888 8 9111 1

nn

n n n n n n n n n n

== −

+ … … + = − … − + + −… … …  สาํหรบั

ทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥                                                                                                                                                           � 
บทตั 2ง 5 สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥  จะไดว้่า 
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� � ��
#(1)#(8) 2 #(0) 2 #(9)

( 1)( 1) 888 8 9111 1 9 8(9 ) 000 01999 9

nn n n

n n n n

== − = − =

+ − × = −… … … …                                   (12) 

การพิสูจน์ สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥  จะไดว้่า 

� � �

� �

� �

7

7 7 7 7 8

#(1)#(8) 2 #(9)
#( 2) 2

1

#(9) 3 #(9)

1

#(0) 4 #(9)

#(0)

( 1)( 1) 888 8 9111 1 9 (9 9)(9 9) 2 2 2 2 1999 9

(9 9)(9 2) 999 9 01999 9

(9 9)(9 2) 0 000 0 01999 9

(9 9)(9 1) 000 0

nn n
n

n n

n n

n

n n n n

n n

n n

n n

== − =
= −

= − =

= − =

= −

+ − × = ⋅ + ⋅ − … …

= ⋅ + ⋅ − … …

= ⋅ + ⋅ − … …

= ⋅ + ⋅ − …

… …
�����

��

��

��

��

��

�

2 #(9)

#(0) 2 #(9)

1

#(0) 2 #(9)

#(0) 2 #(9)

#(0) 2 #(9)

#(0) 2

1999 9

(9 9)(10 ( 1) 9 ) 000 01999 9

(9 9) (9 ) 000 01999 9

(10 8)(9 ) 000 01999 9

8(9 ) 000 01999 9

8(9 ) 000 01999 9

n

n n

n

n n

n n

n

n n

n

n n n

n n

n n

n

n n

=

= − =

−
= − =

= − =

= − =

= −

…

= ⋅ + ⋅ − + − … …

= ⋅ + − … …

= ⋅ + − … …

= − … …

= − … …�
#(9) n=

 

ดงันั <น � � ��
#(1)#(8) 2 #(0) 2 #(9)

( 1)( 1) 888 8 9111 1 9 8(9 ) 000 01999 9

nn n n

n n n n

== − = − =

+ − × = −… … … …  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก 

2n ≥                                                                                                                                                                                                � 
ทฤษฎีบท 4 สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥  จะไดว้่า 

� �
#(1) 1 #(8) 2

(1 1) 9 ( 1) 111 1 0 888 8 9( 2)

n n

n n n

= − = −

→ ← × + − = −… …                                               (13)  

การพิสูจน์ กาํหนดให ้ ( )P n แทนขอ้ความ � �
#(1) 1 #(8) 2

(1 1) 9 ( 1) 111 10 888 8 9( 2)

n n

n n n

= − = −

→ ← × + − = −… …  สาํหรบั

ทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥ เนืCองจาก 121 9 1 1090× + =  ดงันั <น (2)P  เป็นจรงิ สมมตวิ่า ( )P k  เป็นจรงิ สาํหรบั
จาํนวนเตม็บวก 2k ≥  จะไดว้่า � �

#(1) 1 #(8) 2

(1 1) 9 ( 1) 111 1 0 888 8 9( 2)

k k

k k k

= − = −

→ ← × + − = … … −  

พจิารณา (1 ( 1) 1) 9 (( 1) 1)k k→ + ← × + + −  
[123 ( 1) 321] 9 (( 1) 1)k k k k= + × + + −… …  

��
#(2) #(0)

[123 ( 1) ( 1) 321 1 222 2 000 0] 9 (( 1) 1)

k k

k k k k

= =

= − − + × + − +… … … …                    (บทตั <ง 2) 

��
#(2) #(0)

[(1 1) 1 222 2 000 0] 9 (( 1) 1)

k k

k k

= =

= → ← + × + − +… …  

��
#(2) #(0)

[(1 1) 9] [1 222 2 000 0 9] (( 1) 1)

k k

k k

= =

= → ← × + × + − +… …  

��
#(2) #(0)

[(1 1) 9 (( 1) 1)] [1 222 2 000 0 9]

k k

k k

= =

= → ← × + − + + ×… …  
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��
#(2) #(0)

[[(1 1) 9 ( 1)] 1] [1 222 2 000 0 9]

k k

k k

= =

= → ← × + − + + ×… …  

� � ��
#(1) 1 #(2)#(8) 2 #(0)

[[111 1 0 888 8 9( 2)] 1] [1 222 2 000 0 9]

k kk k

k

= − == − =

= − + + ×… … … …                            (สมมตฐิาน) 

� � ��
#(1) 1 #(8) 2 #(9) 1 #(0)

[[111 1 0 888 8 9( 2)] 1] 10 999 9 8 000 0

k k k k

k

= − = − = − =

= − + +… … … …                                 (บทตั <ง 3) 

� � ��
#(1) 1 #(8) 2 #(9) 1 #(0)

111 1 0 888 8 9(( 1) 2) 10 999 9 8 000 0

k k k k

k

= − = − = − =

= + − +… … … …  

�
1

1 1 1 1

#(8) 2
#( 0) 1

10 0 0 0 0 8 888 8 9(( 1) 2)

k
k

k

= −
= −

= + −… …
�����

 

� �
#(1) 2 #(8) 2

11 111 1 08 888 8 9(( 1) 2)

k k

k

= − = −

= + −… …  

� �
#(1) ( 1) 1 #(8) ( 1) 2

111 1 0 888 8 9(( 1) 2)

k k

k

= + − = + −

= + −… …  

จะไดว้่า ( 1)P k + เป็นจรงิ ดงันั <นโดยหลกัการอุปนยัเชงิคณิตศาสตร ์จะไดว้่า  (1 1) 9 ( 1)n n→ ← × + −

 � �
#(1) 1 #(8) 2

111 1 0 888 8 9( 2)

n n

n

= − = −

= −… …

 
สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥                                                                                      � 

ทฤษฎีบท 5 สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥  จะไดว้่า � �
#(1) 2#(8) 2

( 1 ) 9 ( 1) ( 1)888 89111 109

nn

n n n n

= −= −

← → × + − = − … …   (14) 

การพิสูจน์ กาํหนดให ้ ( )P n  แทนขอ้ความ � �
#(1) 2#(8) 2

( 1 ) 9 ( 1) ( 1) 888 89 111 1 09

nn

n n n n

= −= −

← → × + − = − … …  สาํหรบั

ทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥  
เนืCองจาก 212 9 1 1909× + =  ดงันั <น (2)P  เป็นจรงิ สมมตวิ่า ( )P k  เป็นจรงิ สาํหรบัจํานวนเตม็บวก 

2k ≥  จะไดว้่า � �
#(1) 2#(8) 2

( 1 ) 9 ( 1) ( 1) 888 8 9 111 1 09

kk

k k k k

= −= −

← → × + − = − … …  

พจิารณา (( 1) 1 ( 1)) 9 (( 1) 1)k k k+ ← → + × + + −  
[( 1) 32123 ( 1)] 9 (( 1) 1)k k k k k= + + × + + −… …  

� �
#(1)#(8) 2

[ ( 1) 32123 ( 1) ( 1)( 1) 888 8 9111 1] 9 (( 1) 1)

kk

k k k k k k k

== −

= − − + + − × + − +… … … …    (บทตั <ง 4) 

� �
#(1)#(8) 2

[( 1 ) ( 1)( 1) 888 8 9111 1] 9 (( 1) 1)

kk

k k k k k

== −

= ← → + + − × + − +… …  

� �
#(1)#(8) 2

[( 1 ) 9] [( 1)( 1) 888 8 9111 1 9] (( 1) 1)

kk

k k k k k

== −

= ← → × + + − × + − +… …  

� �
#(1)#(8) 2

[( 1 ) 9 (( 1) 1)] [( 1)( 1) 888 8 9111 1 9]

kk

k k k k k

== −

= ← → × + − + + + − ×… …  

� �
#(1)#(8) 2

[[( 1 ) 9 ( 1)] 1] [( 1)( 1) 888 8 9111 1 9]

kk

k k k k k

== −

= ← → × + − + + + − ×… …  

� � � �
#(1) 2 #(1)#(8) 2 #(8) 2

[( 1) 888 8 9 111 1 09 1] [( 1)( 1) 888 8 9111 1 9]

k kk k

k k k

= − == − = −

= − + + + − ×… … … …             (สมมตฐิาน) 

� � ��
#(1) 1#(8) 2 #(0) 2 #(9)

( 1) 888 8 9 111 1 0 8(9 ) 000 01999 9

kk k k

k k k

= −= − = − =

= − + −… … … …                                (บทตั <ง 5) 

�
1

1 1 1 1 1

#(8) 2
#( 0) 1

88 888 8 0 0 0 0 0 9

k
k

k

= −
= −

= … …
�����
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� �
#(1) 2#(8) 3

88 888 8 91 111 1 09

kk

k

= −= −

= … …  

� �
#(1) 1#(8) 1

888 8 9111 1 09

kk

k

= −= −

= … …  

� �
#(1) ( 1) 2#(8) ( 1) 2

(( 1) 1) 888 8 9 111 1 09

kk

k

= + −= + −

= + − … …  

จะไดว้่า ( 1)P k +  เป็นจรงิ ดงันั <นโดยหลกัการอุปนยัเชงิคณิตศาสตร ์จะไดว้่า  ( 1 ) 9 ( 1)n n n← → × + −  

� �
#(1) 2#(8) 2

( 1) 888 8 9 111 1 09

nn

n

= −= −

= − … …  สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥                                                                                    � 

ต่อไปเป็นตวัอย่างทีCไดป้ระยุกตใ์ชท้ฤษฎบีท 4 และ 5 ในการหาผลลพัธ ์ดงันี< 
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธข์อง (1 9 1) 9 8→ ← × +  
วิธีทาํ โดยทฤษฎบีท 4 จะไดว้่า � �

#(1) 8 #(8) 7

(1 9 1) 9 8 111 10 888 8 97

= =

→ ← × + = … …  

ตรวจคาํตอบ 
 

 
 

รปูที� 1  (1 9 1) 9 8→ ← × +  
 

ตวัอย่าง 3 จงหาผลลพัธข์อง (1 25 1) 9 24→ ← × +  
วิธีทาํ โดยทฤษฎบีท 4 จะไดว้่า � � � �

#(1) 24 #(1) 24#(8) 23 #(8) 22

(1 25 1) 9 24 111 10 888 8 9 3 111 10 888 8 9132
= == =

→ ← × + = =… … … …  

ตรวจคาํตอบ  

2 2 2

(1 25 1) 9 24

123 4 5 4 321 9 24

=1234567901234567901234567654320987654320987654321 9 24

→ ← × +

= × +

× +

… …  

 

 
 

รปูที� 2  (1 25 1) 9 24→ ← × +  
 

ตวัอย่าง 4 จงหาผลลพัธข์อง (9 1 9) 9 8← → × +  
วิธีทาํ โดยทฤษฎบีท 5 จะไดว้่า � � � �

#(1) 7 #(1) 7#(8) 7 #(8) 8

(9 1 9) 9 8 8 888 8 9111 109 888 8 9111 109

= == =

← → × + = =… … … …  

ตรวจคาํตอบ 
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รปูที� 3  (9 1 9) 9 8← → × +  
 

ตวัอย่าง 5 จงหาผลลพัธข์อง (25 1 25) 9 24← → × +  
วิธีทาํ โดยทฤษฎบีท 5 จะไดว้่า � � � �

#(1) 23 #(1) 23#(8) 23 #(8) 23

(25 1 25) 9 24 4888 89111 109 24888 89111 1092
= == =

← → × + = =… … … …  

ตรวจคาํตอบ 

2 2 2 2

(25 1 25) 9 24

5 4 32123 4 5 9 24

=27654320987654320987654321234567901234567901234565 9 24

← → × +

= × +

× +

… …  

 

 
 

รปูที� 4  (25 1 25) 9 24← → × +  
 
3. บทสรปุ 

จากการศึกษาผลบวกของพหุคูณของ 9  
กบัจาํนวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<นจาก 1  ทางซา้ยและ
ขวาเข้าสู่เลขกึCงกลางถึงจํานวนเต็มบวก 2n ≥    
ใด ๆ กับจํานวน 1n −  และจํานวนทีCเลขเรียงกัน
เพิCมขึ<นจาก 1  ทีCกึCงกลางไปทางซ้ายและขวาถึง
จาํนวนเตม็บวก 2n ≥  ใด ๆ กบัจาํนวน 1n −  โดย
ใช้หลกัการอุปนัยเชงิคณิตศาสตร์ และจํานวนเศษ
เหลือเป็นเครืCองมอืสําคญัในการพสิูจน์ ทําให้ตอบ
ขอ้สงสยัขา้งตน้ทั <งสองขอ้ของเราได ้ดงันี< 

3.1 เราสามารถเขยีนรูปทั CวไปทีCแน่นอนของ
ผลบวกทั <งสองนี< ได้ดังทีCกล่าวไว้ในทฤษฎีบท 4 
และ 5 ดงันี< � �

#(1) 1 #(8) 2

(1 1) 9 ( 1) 111 10888 89( 2)

n n

n n n

= − = −

→ ← × + − = −… …  

สาํหรบัทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥ และ ( 1 )n n← →

� �
#(1) 2#(8) 2

9 ( 1) ( 1) 888 8 9 111 1 09

nn

n n

= −= −

× + − = − … …  สํ า ห รั บ

ทุกจาํนวนเตม็บวก 2n ≥  
3.2 รูปทั CวไปทีCแน่นอนของของผลบวกของ

พหุคณูของ 9  กบัจํานวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<นจาก 
1  ทางซา้ยและขวาเขา้สู่เลขกึCงกลางถึงจํานวนเต็ม
บวก 2n ≥  ใด ๆ กับจํานวน 1n −  และผลบวก
ของพหุคณูของ 9  กบัจํานวนทีCเลขเรยีงกนัเพิCมขึ<น
จาก 1  ทีCกึCงกลางไปทางซา้ยและขวาถงึจํานวนเตม็
บวก 2n ≥  ใด ๆ กับจํานวน 1n −  นี<มีลักษณะ
เหมอืนกบัความสมัพนัธ ์(7)  และ (8) ทีCเราพบ 

จากขอ้สงัเกตผลบวกของพหุคณูของ 9  กบั
จํานวนทีCเลขเรียงกนัเพิCมขึ<นจาก 1  ทางซ้ายและ
ขวาเข้าสู่เลขกึCงกลางถึงจํานวนเต็มบวก 2n ≥    
ใด ๆ กบัจํานวน 1n −  และผลบวกของพหุคูณของ 
9  กับจํานวนทีC เลขเรียงกันเพิCมขึ<นจาก 1  ทีC
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กึCงกลางไปทางซ้ายและขวาถึงจํานวนเต็มบวก 
2n ≥  ใด ๆ กบัจํานวน 1n −  จนกระทั Cงสามารถ

หาและพสิูจน์รูปทั Cวไปได้ตามทฤษฎบีท 4 และ 5 
นั <น นับว่าเป็นเครืCองมือทีCช่วยให้เราหาผลลพัธ์ได้
อย่างรวดเรว็และสะดวกมากขึ<น จากบทความนี<และ
บทความอืCน ๆ ทีCไดก้ล่าวถงึ ผูอ่้านจะสงัเกตเหน็ว่า
จํานวนเศษเหลือมีประโยชน์อย่างมากสําหรับ
การศึกษาลกัษณะทางพีชคณิตต่าง ๆ ฉะนั <นหาก
ผู้อ่านเริCมทําการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตทีC
น่าสนใจของจํานวนเต็มเช่นเดียวกับบทความนี<ก็
คาดว่าน่าจะได้สตูรสําหรบัการคํานวณเช่นกนัและ
สูตรทีCได้จากการศึกษาจะเป็นการช่วยเพิCมความ
สะดวกในการคํานวณต่าง ๆ และนอกจากผล
การศึกษาทีCได้รับแล้ว ผู้อ่านจะได้พบกับความ
สวยงามของรปูทั Cวไปและการพสิจูน์อกีดว้ย 
 
4. กิตติกรรมประกาศ 

ผู้เขียนขอขอบพระคุณผู้ประเมินบทความ
วชิาการทุกท่าน สาํหรบัขอ้คดิเหน็และขอ้เสนอแนะ
ทีCเป็นประโยชน์อย่างมากในการปรบัปรุงบทความ
ใหส้าํเรจ็ลุล่วงไดอ้ย่างสมบรูณ์ โดยบทความนี<ไดร้บั
การสนับสนุนจากกลุ่มวจิยั : Group for Young 
Algebraists in University of Phayao (GYA) 
 
5. รายการอ้างอิง 
กติตยิา ใจเยน็ และอยัเรศ เอีCยมพนัธ,์ 2557, ความ

สวยงามวางนัยทั Cวไป : พหุคูณของเลขโดด 9 
ดว้ยจํานวนทีCเลขเรยีงกนัลดลงจากเลขโดด 9 
ไปทางขวากบัจาํนวนทีCทุกหลกัเป็นเลขโดด 8, 
ว.วิชาการมหาวิทยาลยัราชภัฏภูเกต็ 10(1): 
116-129. 

ณัฐวุฒิ พลอาสา และอยัเรศ เอีCยมพนัธ์, 2556, 
ความสวยงามวางนัยทั Cวไป : การเริCมต้นของ
กรุปของจํานวนเศษเหลอื, ว.นเรศวรพะเยา 
6(1): 25-30. 

รุ่งนภา ศกัดิ ]อรุณชยั และอยัเรศ เอีCยมพนัธ,์ 2557, 
ความสวยงามวางนัยทั Cวไป : ความสมัพนัธ์
ทางพีชคณิตระหว่างจํานวนทีCเลขเรียงกัน
เพิCมขึ<นจากเลขโดด 1 ไปทางขวากบัจํานวนทีC
เลขเรยีงกนัลดลงจากเลขโดด 9 ไปทางขวา, 
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