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บทคัดย่อ 

บทความวิจัยฉบับนี้ เป็นการศึกษาสูตรของเมทริกซ์ A
e เมื่อ A เป็นเมทริกซ์จำนวนจริงสมมาตรเสมือน

อันดับ 5   

คำสำคัญ : เมทริกซ์เลขช้ีกำลัง; เมทริกซ์สมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร์ 

Abstract 

In this paper the formula of the matrix A
e  when A is a skew- symmetric real matric of order 

5 is derived. 

Keywords: exponential matrix; skew-symmetric matrices; Sylvester's formula 

1. บทนำ
การคำนวณฟังก์ชันเมทริกซ์เป็นหนึ่งในปัญหา

ที่มีความท้าทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเส้นเชิงตัวเลข 

(numerical linear algebra)  ฟังก์ชันเมทริกซ์หนึ่งที่
น่าสนใจศึกษา คือ ฟังก์ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทรกิซ์ 
A  ที่เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ n  เมทริกซ์ A

e นิยาม 
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n คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ n  
ปี ค.ศ. 1978  Moler และ Van Loan ศึกษา

เกี ่ยวกับวิธีการประมาณ Ae  เมื ่อ A เป็นเมทริกซ์
อันดับ n  [1] ต่อมาในปี ค.ศ. 1998 Celledoni และ 
Iserles ได้เผยแพร่ผลงานวิจัย 2 เรื ่อง เกี ่ยวกับการ

ประมาณ Ae  ในกรุปลี [2,3] และเมื่อปี ค.ศ. 2000 ได้
นำปัญหาดังกล่าวมาศึกษาอีกครั้ง เมื่อวิธีการกรุปลีได้
นำไปใช้ในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพนัธ์
สาม ัญ การคำนวณเมทร ิกซ ์ยกกำล ั งน ั ้ น  ส ูตร 
Rodrigues เป็นสูตรแบบชัดแจ้งที ่ใช้ในการคำนวณ 

Ae เม ื ่อ A เป ็นเมทร ิกซ ์สมมาตรเสมือน (นั ่นคือ 
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A A ) อันดับ 3 ที ่ม ีสมาชิกของเมทร ิกซ ์เป็น
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อันดับ 3 
หลังจากนั้น เมื่อปี ค.ศ. 2001 Politi ได้ศึกษา

สูตรของเมทริกซ์ยกกำลัง สำหรับเมทริกซ์จำนวนจริง
สมมาตรเสมือนอันดับ 4 [4] กล ่าวคือ ถ ้า =A
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 และค่าเฉพาะของเมทริกซ์ 

A แตกต่างกันทั้งหมด แล้วจะสามารถหาสูตรของ Ae
โดยอาศัยสูตรของซิลเวสเตอร์ น่ันคือ 

=  + + +
2 3

4
A

e a bA cA dA   (1.1) 

เ ม ื ่ อ  = +
2

cosa c ,  





= +
2sin

b d , 

 

 

−
=

−
2 2

cos cos
c   แ ล ะ

( )
   

   

−
=

−
2 2

sin sin
d
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3 4 5 6u u u u โดยอาศัยแนวคิดจากการศึกษา

ผลงานวิจัยของ Politi ดังกล่าว บทความวิจัยนี ้จึง
ศึกษาสูตรของเมทริกซ์ยกกำลัง สำหรับเมทริกซ์จำนวน
จริงสมมาตรเสมือนอันดับ 5 ในทำนองเดียวกันกับสูตร 
(1.1) 

2. ผลงานวิจัย
ให้ A  เป็นเมทริกซ์จำนวนจริงสมมาตรเสมือน

อันดับ 5 นั่นคือ 
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โดยที่  50A  และให้ = − + +
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เนื่องจาก ( ) ( ) = − detp A  โดยการคำนวณ จึง

ทำให้ได้ทฤษฎีบทประกอบดังต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.1 ถ้า A เป็นเมทริกซ์ที่

นิยามดัง (2.1) แล้วพหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์ 

A คือ ( )   = − − −
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จากทฤษฎีบทประกอบ 2.1 จึงทำให้ได้บทแทรกดัง 
ต่อไปนี้ 
บทแทรก 2.2 กำหนดให้ A เป็นเมทริกซ์ที ่นิยามดัง 
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เพราะฉะนั้น A มีค่าเฉพาะที่แตกต่างกัน 5 ค่า ดังนี้ 
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จากท้ัง 2 กรณี ข้างต้น จึงสรุปว่าค่าเฉพาะของ 
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e A A A A  

( ) ( ) ( ) ( )


  
      

+ −  −  − 
− − −

     
     

     

2
1 3 4

2 1 2 3 2 4 2

1 1 1 1
e A A A A  

( ) ( ) ( ) ( )


  
      

+ −  −  − 
− − −

    
    
    

3
1 2 4

3 1 3 2 3 4 3

1 1 1 1
e A A A A  

( ) ( ) ( ) ( )


  
      

+ −  −  − 
− − −

     
     

     

4
1 2 3

4 1 4 2 4 3 4

1 1 1 1
e A A A A  

( ) ( ) ( ) ( )   
   

+ −  −  −  − 
− − − −

     
     

     
1 2 3 4

1 2 3 4

1 1 1 1
A A A A  

จะเห็นได้ว่า mA  อยู่ในรูปพหุนามดีกรี 4 ของ A ทุก 

  1, 2, 3, 4, 5m  ซึ ่งจะทำให้ A
e  อยู ่ในรูปของพหุ

นามดีกรี 4 ของ A เช่นกัน จากสมการ (2.5) จะเห็นว่า 



Thai Science and Technology Journal (TSTJ)                                                       Vol. 28 No. 1 January 2020 

 56 

การคำนวณหา A
e  นั้นจะต้องคำนวณหา สัมประสิทธ์ิ 

1 2 3 4, , ,A A A A  และ 5A  ดังกล่าว ซึ่งในงานวิจัยนี้จะทำ

การคำนวณ A
e  ซึ่งอยู่ในรูปพหุนามดีกรี 4 ของ A โดย

การหาสัมประสิทธิ ์ของ  2 3
5 , , ,A A A  และ 4

A  แทน 

สมมุติให้ =  + + + +
2 3 4A

e a bA cA dA hA  และ mx  
เป็นเวกเตอร์เฉพาะที ่สมนัยกับค่าเฉพาะ m  ทุก 

  1, 2, 3, 4, 5m  (น ั ่นค ือ =m m mAx x  ท ุก m

 1, 2, 3, 4, 5 ) จะได้ว่า ( )=  + + + +
2 3 4

5
A

m me x a bA cA dA hA x  

   = + + + +
2 3 4

m m m m m m m m max b x c x d x h x  
ทุก   1, 2, 3, 4, 5m  

เน ื ่องจาก  =  + + + +

2 3

5
2 ! 3 !

A A A
e A   ด ังนั้น 

ส ำ ห ร ั บ    1, 2, 3, 4, 5m  จ ะ ไ ด ้ ว ่ า  =
A

me x  

 + + + +
 
 
 

2 3

5
2 ! 3 !

m

A A
A x  ( )  =  + + + +

2 3
5

1 1

2 ! 3 !
m m m mx  


= m

me x  

จึงได้ว่า 
   = + + + +

2 3 4m
m m m m m m m m m me x ax b x c x d x h x  

( )   = + + + +
2 3 4

m m m m ma b c d h x  น ั ่ น คื อ 


   = + + + +
2 3 4m

m m m me a b c d h  ทุก   1, 2, 3, 4, 5m   
จะได้ว่า 


   = + − − +

2 3 4i
e a ib c id h            (2.6) 


   

−
= − − + +

2 3 4i
e a ib c id h          (2.7)  


   = + − − +
2 3 4i

e a ib c id h            (2.8)  


   
−

= − − + +
2 3 4i

e a ib c id h          (2.9) 

และ = =
0

1e a                                             (2.10) 

โดยส ูตรของออยเลอร ์  = +cos sin
ix

e x i x  และ 
= 1a   ทำให้ได้ว่า 

     + = + − − +
2 3 4

cos sin 1i ib c id h   (2.11)  

     − = − − + +
2 3 4

cos sin 1i ib c id h   (2.12)  

     + = + − − +
2 3 4

cos sin 1i ib c id h   (2.13)  

และ      − = − − + +
2 3 4

cos sin 1i ib c id h  (2.14) 

จาก (2.11) และ (2.12) จะได้ 

( )    = − + = − +
2 4 2 4

2 cos 2 2 2 2 1c e c h  

หรือ   = − +
2 4

cos 1 c h                             (2.15) 
จาก (2.13) และ (2.14) จะได้ 

( )    = − + = − +
2 4 2 4

2 cos 2 2 2c h a c h  

หรือ   = − +
2 4

cos 1 c h                             (2.16) 

นำ 2  คูณ (2.15) และ  2  คูณ (2.16) จะได้ว่า  

      = − +
2 2 2 2 2 4

cos c h                  (2.17)

      = − +
2 2 2 2 2 4

cos c h            (2.18) 
จาก (2.17) และ (2.18) จะได้  

( )         − − + = −
2 2 2 2 2 4 2 4

cos cos h   

ดังนั้น 
( ) ( )

( )
   

   

− − −
=

−

2 2

2 2 2 2

cos 1 cos 1
h   (2.19)  

จาก (2.15) จะได้ว่า 
  

 

− + −
= =

4

2 2

1 cos 1 cosh
c

( ) ( )

( )
   

  

− − −
+

−

2 2

2 2 2

cos 1 cos 1
 ด ั ง น ั ้ น  =c

( ) ( )

( )
   

   

− − −

−

4 4

2 2 2 2

cos 1 cos 1
   

จาก (2.11) และ (2.12) จะได้ ( ) ( ) ( )  = −
3

2 sin 2 2i ib id        

หรือ   = −
3

sin b d                         (2.20)  

จาก (2.13) และ (2.14) จะได้ ( ) ( ) ( )  = −
3

2 sin 2 2i ib id  

หรือ   = −
3

sin b d               (2.21) 
นำ   ค ูณ (2.20) และ   ค ูณ (2.21) จะได ้ว่า 

    = −
3

sin b d             (2.22) 

และ     = −
3

sin b d            (2.23) 
จาก (2.22) และ (2.23) จะได้    − =sin sin  

 −
3 3

d d  หรือ ( )      − = −
2 2

sin sin d

ดังนั้น 
( ) ( )

       

     

− −
= =

− −
2 2 2 2

sin sin sin sin
d  
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จาก (2.20) จะได้ว่า 
  


 

+
= = +

3
2sin sind

b d  

จึงสรุปได้ว่า  





= = + =
2sin

1, , 1,a b d a

( ) ( )

( )
    


    

− − −
= + =

−

4 4
2

2 2 2 2

sin cos 1 cos 1
, ,b d c  

( )
   

  

−
=

−
2 2

sin sin
d  และ 

( ) ( )

( )
   

   

− − −
=

−

2 2

2 2 2 2

cos 1 cos 1
h  ■  

ข้อสังเกต  
1. สมมติให้ A เป็นเมทริกซ์ที ่นิยามดัง (2.1) 

และม ีค ่ า เฉพาะ เหม ือนก ันท ั ้ งหมด กล ่ าวคื อ 

    = = = =1 2 3 4 5  จะได้ว่าพหุนามลักษณะเฉพาะของ 

A คือ ( ) ( )  = −
5

1p  โดยทฤษฎีบทเคย์เลย์-แฮมิลตัน 

จะได้ว่า A สอดคล้องกับสมการลักษณะเฉพาะของ A 

นั่นคือ ( ) ( )= −  =
5

1 505p A A  จึงได้ว่า ( )−  =1 5 50
k

A   

สำหรับทุก  5k  จะได้ว่า ( ) ( )



− 

=  + − 
1 5

5 1 5

A
e A

( ) ( ) ( )  + −  + −  + − 
2 3 4

1 5 1 5 1 5

1 1 1

2 ! 3 ! 4 !
A A A   

เนื่องจาก ( )( ) −  1 5 1 5A ( )( ) =  − 1 5 1 5A  

และ ( ) ( ) ( )
  


=  +  +  +  +

2 31 1

2 ! 3 !
n

n n n ne  

( )  = + + + + 
2 31 1

1
2 ! 3 !

n


= ne  ทุก   

จะได้ว่า 
( ) ( )( ) ( ) ( )   −  +  −  

= =
1 5 1 5 1 5 1 5A AA

e e e e  

( ) ( )


 
 =  + −  + −  +

1 21 1
5 1 5 1 5

2 !

e
e e A A

( ) ( )
 

 − + − 

1 13 4

1 5 1 5
3 ! 4 !

e e
A A   

จะเห็นได้ว่าถ้าค่าเฉพาะของเมทรกิซ์ A มีค่าเหมือนกัน
ทั้งหมด กล่าวคือ     = = = =1 2 3 4 5  แล้วเราสามารถ

หาสูตรสำหรับ A
e  ได้ไมย่ากนัก จากบทแทรก 2.2 จะ

เห็นได้ว่า  =
5

0  เสมอ ดังนั้นในกรณีที่คา่เฉพาะของ 
A มีค่าเหมือนกันท้ังหมดนั้น จึงไดว้่า   = =1 2 3

 = = =4 5 0  นั่นเอง และจะทำให้ได้ว่า =  +
0

5
A

e e  

( ) ( ) ( ) ( )− + − + − + −

0 0 0
2 3 40

5 5 5 50 0 0 0
2 ! 3 ! 4 !

e e e
e A A A A

=  + + + +

2 3 4

5
2 ! 3 ! 4 !

A A A
A  

2. พิจารณาเมทริกซ์ iA  จะเห็นว่า iA  เป็น

เมทริกซ์เฮอร์มิเทียน เพราะฉะนั้น iA  จะเป็นเมทริกซ์

ที ่สามารถแปลงเป็นเมทริกซ์ทแยงมุมได้เสมอ ซึ่งจะ

สามารถหา iA
e  ได้โดยอาศัยสูตรของซิลเวสเตอร์

เช่นกัน 
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