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บทคัดยอ 
ให  เปนจำนวนเฉพาะ ในงานวิจยันีแ้สดงวาสมการไดโอแฟนไทน  มผีลเฉลยทีเ่ปนจำนวนเต็ม

บวกเพียงผลเฉลยเดียว คือ  และ ผลเฉลยทั้งหมดท่ีเปนจำนวนเต็มบวกของสมการ
ไดโอแฟนไทน   อยูในรูป 

คำสำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน; ผลเฉลยจำนวนเต็ม; ขอคาดการณของคาตาลาน

Abstract
 Let  be prime numbers. In this paper, we prove that the Diophantine equation 
has a unique positive integer solution, that is  We also show that all 
positive integer solutions of the Diophantine equation  are of the following

Keywords: Diophantine equation; Integer solution; Catalan’s conjecture 
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ของสมการไดโอแฟนไทน 7x - 5y = z2 มีเพียงผลเฉลย
เดียว คือ (0,0,0)
 ในงานวิจัยนี้จะศึกษาผลเฉลยท่ีเปนจำนวนเต็ม
บวกของสมการไดโอแฟนไทน p2x + q2y = z2 และ p2x - 
q2y = z2 เม่ือ p,q เปนจำนวนเฉพาะ ซึ่งในการพิจารณา
ผลเฉลยของสมการทั้งสองตองอาศัยขอคาดการณของ
คาตาลาน (Catalan’s conjecture) มาประกอบดวย

ทฤษฎีบท 1 ([8]) สมการไดโอแฟนไทน ax - by = 1 มี
ผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็มเพียงผลเฉลยเดียว คือ (a, b, 
x, y) = (3,2,2,3) เม่ือ a, b, x, y เปนจำนวนเต็ม และ 
min {a, b,x,y} > 1

2. สมการไดโอแฟนไทน p2x + q2y = z2

 ในการศึกษาผลเฉลยท่ีเปนจำนวนเต็มบวกของ
สมการไดโอแฟนไทน p2x + q2y = z2 เม่ือ p,q เปนจำนวน
เฉพาะจะแยกพิจารณาดังนี้ กรณีที่ 1. p = q กรณีที่ 2. 
p ≠ 2 และ q = 2 และกรณีที่ 3. p ≠ 2, q ≠ 2 และ p ≠ q
โดยการพิสูจนบทตั้ง ตอไปนี้

บทต้ัง 2 ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา สมการ
ไดโอแฟนไทน p2x + p2y = z2 ไมมีผลเฉลยท่ีเปน
จำนวนเต็มบวก
พิสูจน ในทฤษฎีบท 2.1 และ 3.1 ([4]) ■

บทตั้ง 3 ให p เปนจำนวนเฉพาะค่ี จะไดวา สมการ
ไดโอแฟนไทน
 p2x + 22y =z2 (1)
มีผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็มบวกเพียงผลเฉลยเดียว คือ
 (p, x, y, z) = (3, 1, 2, 5)

พิสูจน ให x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกและเปนผลเฉลย
ของ (1) จะไดวา 
 (z - 2y)(z  +2y) = p2x (2)
ดังนั้น จะมีจำนวนเต็มที่ไมเปนลบ u ที่ทำให

1. บทนำ
 การศกึษาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน px+ 
qy = z2 เมื่อ p, q เปนจำนวนเฉพาะ และ x, y, z เปน
จำนวนเต็มที่ไมเปนลบ ไดรับความสนใจอยางแพรหลาย 
เชน ในป ค.ศ. 2007 Acu [1] ไดแสดงวาสมการไดโอ
แฟนไทน 2x + 5y = z2 มผีลเฉลยทีเ่ปนจำนวนเต็มท่ีไมเปน
ลบเพียงสองผลเฉลย คือ (x, y, z)  {(3,0,3), (2,1,3)} 
ตอมา Chotchaisthit [6] ไดคนพบผลเฉลยทั้งหมด
ที่เปนจำนวนเต็มที่ไมเปนลบของสมการไดโอแฟนไทน 
22x + py = z2 เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ หลังจากนั้น 
Bacani และ Rabago [2] ไดแสดงวา สมการไดโอแฟน
ไทน px + qy = z2 เม่ือ p, q เปนจำนวนเฉพาะ โดยที่ p - 
q = 2 มจีำนวนผลเฉลยท่ีเปนจำนวนเต็มบวกเปนจำนวน
อนันต ในปถัดมา Rabago [9] ไดแสดงวา (3,1,5), (5, 
1 ,7), (6, 1, 9), (7, 3, 71) และ (9,1,23) เปนผลเฉลย
ทั้งหมดท่ีเปนจำนวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน
2x + 17y = z2 ตอมา Burshtein [3] ไดศึกษาผลเฉลย
ที่เปนจำนวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน px + qy 

= z2 เมื่อ p, q เปนจำนวนเฉพาะคี่ โดยที่ p - q = 2, 
4, 6, 8 และในป ค.ศ. 2019 Kumar และคณะ [7] ได
ศึกษาผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็มที่ไมเปนลบของสมการ
ไดโอแฟนไทน px + (p + 12)y = z2 เมื่อ p, p + 12 เปน
จำนวนเฉพาะ โดยที่ p = 6n + 1 เมื่อ n เปนจำนวนนับ 
ตอมา Burshtein [4] ไดศึกษาผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็ม
บวกของสมการไดโอแฟนไทน px + py = z2 และ px -py 
= z2 เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ และในป ค.ศ. 2021 
Burshtein [5] ไดคนพบวาสมการไดโอแฟนไทน p4 + qy 
=z4 และ p4 - qy = z4 ไมมีผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็มบวก 
เมื่อ p, q เปนจำนวนเฉพาะที่แตกตางกัน ในปเดียวกัน 
Sandhya และ Pandichelvi [10] ไดแสดงวา สมการ
ไดโอแฟนไทน px + (p + 1)y = z2 เมื่อ p เปนจำนวน
เฉพาะ มจีำนวนผลเฉลยทีเ่ปนจำนวนเตม็ท่ีไมเปนลบเปน
จำนวนอนันต Tangjai และ Chubthaisong [11] ได
ศึกษาผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็มที่ไมเปนลบของสมการ
ไดโอแฟนไทน 3x + py = z2 เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ 
โดยที่ p = 2(mod 3) ในขณะเดียวกัน Thongnak และ
คณะ [12] ไดพบวาผลเฉลยทีเ่ปนจำนวนเต็มทีไ่มเปนลบ
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 z-2y = pu (3)
และ  Z+2y = p2x-u (4)
จาก (3) และ (4) จะไดวา x > u และ
 2y+1 = pu(p2x-2u-1) (5)
เนื่องจาก p ≠ 2 และ (5) จะไดวา u = 0 และ
 p2x-2y+1=1 (6)
จากทฤษฎีบท 1 จะไดวา p = 3, x = 1 และ y = 2
และจาก (3) จะไดวา z = 5 เพราะฉะนั้น (1) มีผลเฉลย
เดียว คือ (p,x,y,z) = (3, 1, 2, 5) ■

บทตั้ง 4 ให p, q เปนจำนวนเฉพาะค่ี โดยท่ี p ≠ q 
จะไดวา สมการไดโอแฟนไทน
 p2x+ q2y = z2 (7)
ไมมีผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็มบวก
พิสูจน ให x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกและเปนผลเฉลย
ของ (7)                 
 (z-qy)(z+qy)=p2x (8)
ดังนั้น จะมีจำนวนเต็มที่ไมเปนลบ v ที่ทำให
 z - qy = pv (9)
และ z + qy = p2x-v (10)
จาก (9) และ (10) จะไดวา x > v และ
 2 . qy = pv(p2x-2v - 1) (11)
เนื่องจาก v ≠ 0 และ 2x - 2v ≠ 0 จะไดวา gcd(pv, 
p2x-2v - 1) = 1 และจาก q ≠ 2 ดังนั้น gcd(2, qy) = 1
เพราะฉะน้ันจาก (11) จะไดวา 2 = pv หรอื 2 = p2x-2v - 1 
จะเห็นวา ถา 2 = pv ดังนั้น p = 2 ซึ่งเปนไปไมได และ
ถา 2 = p2x-2v - 1 จะไดวา 2x - 2v = 1 ซึง่เปนไปไมไดเชน
กนั เพราะฉะนัน้ (7) ไมมผีลเฉลยทีเ่ปนจำนวนเตม็บวก ■

จากบทตั้ง 2 - 4 สรุปเปนทฤษฎีบทไดดังนี้
ทฤษฎีบท 5 ให p,q เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา สมการ
ไดโอแฟนไทน p2x + q2y = z2 มีผลเฉลยที่เปนจำนวน
เต็มบวกเพียงผลเฉลยเดียว คือ (p, q, x, y, z) = (3,2, 
1,2,5)
หมายเหตุ สำหรับสมการไดโอแฟนไทน p2x + q2y = z2

จะถือวา (3, 2, 1, 2, 5) และ (2, 3, 2, 1, 5) เปน
ผลเฉลยเดียวกัน

3. สมการไดโอแฟนไทน p2x - q2y = z2

 ในหัวขอนี้จะศึกษาผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็ม
บวกของสมการไดโอแฟนไทน p2x - q2y = z2 เม่ือ p,q 
เปนจำนวนเฉพาะ จะแยกพิจารณาดังนี ้กรณทีี ่1. p = q
กรณีที่ 2. p ≠ 2 และ q = 2 กรณีที่ 3. p = 2 และ q ≠ 2
กรณีที่ 4. p ≠ 2, q ≠ 2 และ p ≠ q โดยการพิสูจนบทตั้ง
ตอไปนี้

บทต้ัง 6 ให p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา สมการ
ไดโอแฟนไทน p2x - p2y = z2 ไมมีผลเฉลยท่ีเปนจำนวน
เต็มบวก
พิสูจน ในทฤษฎีบท 4.1 และ 5.1 ([4]) ■

บทต้ัง 7 ให p เปนจำนวนเฉพาะคี่ จะไดวา ผลเฉลย
ทั้งหมดที่เปนจำนวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน
 p2x-22y = z2 (12)
อยูในรูป (p, x, y, z)  {(4n-1 + 1, 1, n, 4n-1 -1) : n 

-{1}}
พิสูจน ให x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกและเปนผลเฉลย
ของ (12) จะไดวา
 (px-z)(px+z)= 22y (13)
ดังนั้น จะมีจำนวนเต็มที่ไมเปนลบ u ที่ทำให
    (14)
และ    (15)
จาก (14) และ (15) จะไดวา y > u และ

เนื่องจาก p ≠  2 และ (16) จะไดวา u = 1 และ

จะไดวา 2y - 2 > 1 และสำหรับกรณี x > 1 จาก
ทฤษฎีบท 1 จะไดวา 2y - 2 = 3 ซึ่งเปนไปไมได 
ดังนั้น x = 1 และจาก (17) จะไดวา p = 4y-1 + 1 และ
จาก (14) จะไดวา z = 4y-1 - 1

          
     

 (16)

(17)              
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เพราะฉะนั้น (p, x, y, z) = (4n-1 + 1, 1, n, 4n-1 - 1) เมื่อ 
n  ≠  1 เปนจำนวนเต็มบวก และ 4n-1 + 1 เปนจำนวน
เฉพาะ ■

ตัวอยาง 1 จากบทตั้ง 7 จะไดวา สมการไดโอแฟนไทน 
p2x - 22y = z2 มีผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็มบวก เชน (5, 
1, 2, 3), (17, 1, 3, 15), (257, 1, 5, 255) เปนตน

บทต้ัง 8 ให q เปนจำนวนเฉพาะค่ี จะไดวา สมการ
ไดโอแฟนไทน
 22x-q2y = z2  (18)
ไมมีผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็มบวก
พิสูจน ให x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกและเปนผลเฉลย
ของ (18) จะไดวา
 (2x - z)(2x + z) = q2y (19)
ดังนั้น จะมีจำนวนเต็มท่ีไมเปนลบ v ที่ทำให
 2x - z = qv (20)
และ 2x + z  = q2y-v (21)
จาก (20) และ (21) จะไดวา y > v และ
 2x+1 = qv (q2y-2v + 1)  (22)
เนื่องจาก q ≠ 2 และ (22) จะไดวา v = 0 และ
 2x+1 - q2y = 1  (23)
จากทฤษฎีบท 1 ดังนั้น (23) ไมมีผลเฉลย นั่นคือ (18) 
ไมมีผลเฉลยที่เปนจำนวนเต็มบวก ■
 
บทตั้ง 9 ให p,q เปนจำนวนเฉพาะคี่ โดยที่ p ≠ q 
จะไดวา ผลเฉลยทัง้หมดทีเ่ปนจำนวนเตม็บวกของสมการ
ไดโอแฟนไทน
 p2x - q2y = z2 (24)

อยูในรูป (p, q, x, y, z) 

พิสูจน ให x, y, z เปนจำนวนเต็มบวกและเปนผลเฉลย
ของ (24) จะไดวา
 (px - z)(px + z) = q2y (25)

ดังนั้น จะมีจำนวนเต็มที่ไมเปนลบ w ที่ทำให
 px - z = qw (26)
และ  px +z = q2y-w (27)
จาก (26) และ (27) จะไดวา y > w และ
 2 . px = qw(q2y-2w+1) (28)
กรณี 1 w = 0 จาก (26) และ (28) จะไดวา z = px - 1 
และ 
ดังนั้น ผลเฉลยของ (24) อยูในรูป (p, q, x, y, z) 
                                            เม่ือ m เปน
จำนวนเต็มบวก และ  เปนจำนวนเต็ม
กรณี 2 w > 0 จะไดวา gcd(qw, q2y - 2w + 1) = 1 และจาก 
p ≠ 2 ดงันัน้ gcd(2, px) = 1 เพราะฉะนัน้จาก (28) จะได
วา 2 = qw หรือ 2 = q2y-2w + 1 ถา 2 = qw จะไดวา q = 
2 ซึ่งเปนไปไมได เพราะฉะนั้น 2 = q2y-2w + 1 และจาก
(28) จะไดวา px = qw และจาก p ≠ q จะไดวา x = w = 0 
ซึง่เปนไปไมไดเชนกนั นัน่คือในกรณนีี ้(24) ไมมผีลเฉลยที่
เปนจำนวนเต็มบวก ■

ตัวอยาง 2 จากบทตั้ง 9 จะไดวา สมการไดโอแฟนไทน 
p2x - q2y = z2 มีผลเฉลยท่ีเปนจำนวนเต็มบวก เชน (41, 
3, 1, 2, 40), (5, 3, 1, 1, 4), (5, 7, 2, 1, 24) เปนตน

จากบทตั้ง 6 - 9 สรุปเปนทฤษฎีบทไดดังนี้
ทฤษฎีบท 10 ให p, q เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา ผลเฉลย
ทั้งหมดที่เปนจำนวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน
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4. สรุป
 ในงานวจิยันีไ้ดศกึษาและหาผลเฉลยทีเ่ปนจำนวน
เต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน p2x + q2y = z2 และ
p2x - q2y = z2 เมือ่ p,q เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา สมการ
ไดโอแฟนไทน p2x + q2y = z2  มผีลเฉลยท่ีเปนจำนวนเต็ม
บวกเพียงผลเฉลยเดียว คอื (p, q, x, y, z) = (3, 2, 1, 2, 5)
และผลเฉลยทั้งหมดที่เปนจำนวนเต็มบวกของสมการ
ไดโอแฟนไทน p2x - q2y = z2 อยูในรูป (p, q. x, y, z) 

5. กิตติกรรมประกาศ
 ผูวิจัยขอขอบคุณ สถาบันวิจัยและพัฒนา และ 
คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏ
เทพสตรี ที่ใหการสนับสนุนในการทำวิจัยครั้งนี้
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