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บทคัดย่อ
บทความวิจัยนี้ได้นำ�เสนอโครงสร้างและศึกษาสมบัติต่างๆ ของการแปลง ƒ ของพีชคณิต AB อย่างอ่อน 

คำ�สำ�คัญ:	 พีชคณิต AB อย่างอ่อน; AB-อันตรสัณฐาน; การแปลง ƒ

Abstract
 In this paper, we introduce the notions of ƒ-derivations of weak AB-algebras, and investigate 

their basic properties.

Keywords:	 Weak AB-algebra; AB-endomorphism; ƒ-derivation

1. บทนำ� 
จากการศึกษาผลงานวิจัยเรื่องไอดีล AB ของ

พีชคณิต AB ซึ่งเป็นผลงานวิจัยของ A.T. Hameed 

และ B.N. Abbas เม่ือปี ค.ศ. 2017 ทำ�ให้ทราบถึง

บทนิยาม โครงสร้าง และสมบัติต่าง ๆ  ของพีชคณิต 

AB นอกจากนี้ ยังทำ�ให้ทราบถึงบทนิยาม โครงสร้าง 

และสมบัติต่าง ๆ  ของพีชคณิตย่อย AB และไอดีล 

AB อีกด้วย ซึ่งในปีเดียวกันนี้ A.T. Hameed และ 

B.N. Abbas ก็ยังได้ศึกษาสมบัติต่าง ๆ  ของไอดีล 

AB ของพีชคณิต AB เพิ่มเติม และศึกษาเกี่ยวกับ 

ไอดีลวิภัชนัย AB (fuzzy AB-ideal) ของพีชคณิต AB 

อีกด้วย ซึ่งในผลงานวิจัยของ A.T. Hameed และ B.N. 

Abbas ดังกล่าวได้ให้บทนิยามและสมบัติต่าง ๆ  ดังต่อ

ไปนี้

บทนิยาม 1.1 กำ�หนดให้ X เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตว่าง

โดยที่ และ  เป็นการดำ�เนินการทวิภาคบน X 

จะเรียก  ว่า พีชคณิต AB อย่างอ่อน (weak 
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AB-algebra) ก็ต่อเมื่อ สำ�หรับทุก 

(i)	

(ii)	

และ	 (iii)	

เมื่อความสัมพันธ์  บน X กำ�หนดโดย  ก็ต่อเมื่อ 

 สำ�หรับทุก 

บทตั้ง 1.2 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 2017) ถ้า 

 เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน แล้ว

(1)	 ถา้  แลว้  สำ�หรบัทกุ 

และ	 (2)	 ถา้  แลว้  สำ�หรบัทุก 

บทนิยาม 1.3 กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB 

อยา่งออ่น จะเรยีก  วา่ อะตอม (atom) กต็อ่เมือ่ 

สำ�หรับทุก  ถ้า  แล้ว  หรือ  

และจะเขียนแทนเซตของอะตอมท้ังหมดของ  ด้วย 

 กล่าวคือ  เป็นอะตอม

ของ 

บทนิยาม 1.4 กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB 

อย่างอ่อน และ  เป็นอะตอมของ  จะเรียกเซต 

 ว่าเป็น กิ่ง (branch) 

ของ  และจะเรยีกสมาชกิ  ว่า สมาชกิเริม่ตน้ (initial 

element) สำ�หรับ 

หมายเหตุ: เนื่องจาก  ดังนั้น  นั่นคือ 

บทนิยาม 1.5 กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB 

อย่างอ่อน และ  เป็นอะตอมของ 

จะเรียก  ว่าเป็น กิ่งไม่แท้ (improper 

branch) ก็ต่อเมื่อ มี  โดยที่  เป็นอะตอมของ 

 และ  ที่ซึ่ง 

จะเรียก  ว่าเปน็ กิง่แท ้(proper branch) 

ก็ต่อเมื่อ ไม่มีอะตอม  โดยที่  ที่ทำ�ให้ 

และจะเขียนแทนเซตของสมาชิก เร่ิมต้น

สำ�หรับกิ่งแท้ทั้งหมดของ  ด้วย  กล่าวคือ 

 เป็นกิ่งแท้ของ 

หมายเหตุ :   ท้ัง น้ี เพราะว่า ถ้า 

 แล้ว  เป็นกิ่งแท้ของ  จึงได้ว่า  

เป็นอะตอม นั่นคือ 

บทนิยาม 1.6 กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB 

อย่างอ่อน และ  เป็นเซตย่อยของ  ที่ไม่เป็นเซตว่าง 

จะเรียก  ว่า พีชคณิตย่อย AB อย่างอ่อน (weak AB-

subalgebra) ของ  ก็ต่อเม่ือ  สำ�หรับ

ทุก 

กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน และ

ให้  เป็นฟังก์ชัน ที่กำ�หนดโดย 

 สำ�หรับทุก 

จะได้ทฤษฎีบทดังต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 1.7 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 2017) 

กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน จะได้

ว่า สำ�หรับทุก 
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(1)	

(2)	 ถ้า  แล้ว 

(3)	

และ 	 (4)	

ทฤษฎีบท 1.8 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 2017) 

กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน จะ

ได้ว่า 

บทแทรก 1.9 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 2017) 

กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน จะได้

ว่า  เป็นพีชคณิตย่อย AB ของ 

บทตั้ง 1.10 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 2017) 

กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน จะ

ได้ว่า

(1)	 ถ้า  แล้ว  และ  เป็นสมาชิก

ในกิ่งเดียวกัน ก็ต่อเมื่อ 

(2)	  สำ�หรับทุก 

บทนิยาม 1.11 กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB 

อย่างอ่อน จะเรียก  ว่าเป็น พีชคณิตสมบูรณ์ (solid 

algebra) ก็ต่อเมื่อถ้า  โดยที่  และ  เป็น

สมาชกิในกิง่เดยีวกนั แลว้  

สำ�หรับทุก 

ทฤษฎบีท 1.12 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 2017) 

กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน และ 

 ถ้า  เป็นพีชคณิตสมบูรณ์ แล้วจะได้ว่า 

 เมือ่  และ  เปน็สมาชกิ

ในกิ่งเดียวกัน

บทแทรก 1.13 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 2017) 

กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน 

โดยที่  เป็นพีชคณิตสมบูรณ์และ  จะได้

ว่า ถ้า  แล้ว  และ 

ทฤษฎีบท 1.14 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 2017) 

กำ�หนดให ้  เปน็พชีคณติ AB อยา่งออ่น โดยที ่

 เป็นพีชคณิตสมบูรณ์ และ  จะได้ว่า 

(i)	 ถ้า  และ  เป็นสมาชิกในกิ่ง

เดียวกัน แล้ว 

และ	 (ii)	 ถ้า  และ  เป็นสมาชิกในกิ่ง

เดียวกัน แล้ว 

บทนิยาม 1.15 กำ�หนดให้  เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตว่าง 

โดยที่  และ  เป็นการดำ�เนินการทวิภาคบน   

จะเรียก ว่า  พีชคณิต AB (AB-algebra) ก็ต่อ

เมื่อ สำ�หรับทุก 

	

			 

และ	 	

ซึ่งจะเรียก  ว่าค่าคงตัวของการดำ�เนินการ 

ทฤษฎีบท 1.16 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 2017) 

กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB จะได้ว่า สำ�หรับ

ทุก  
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(i)	

(ii)	

(iii)	

หมายเหตุ: ถ้า  เป็นพีชคณิต AB แล้ว 

 จะเป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน

บทนิยาม 1.17 กำ�หนดให้  และ  

เป็นพีชคณิต AB (หรือพีชคณิต AB อย่างอ่อน) จะ

เรียก  ว่า สาทิสสัณฐานบนพีชคณิต AB 

หรือ AB-สาทิสสัณฐาน (AB-homomorphism) ก็

ต่อเมื่อ  สำ�หรับทุก  

 และถา้  เปน็ AB-สาทสิสณัฐาน 

แล้วจะกล่าวว่า  เป็น AB-อันตรสัณฐาน (AB-

endomorphism)

บทนิยาม 1.18 กำ�หนดให้  เป็น AB-

สาทิสสัณฐาน เมื่อ  และ  เป็น

พีชคณิต AB (หรือพีชคณิต AB อย่างอ่อน)

จะกล่าวว่า  เป็น AB-โมโนมอร์ฟิซึม (AB-

monomorphism) กต็อ่เมือ่  เปน็ฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนีง่

จะกล่าวว่า  เป็น AB-อิพิมอร์ฟิซึม (AB-

epimorphism) ก็ต่อเมื่อ  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง

และ	 จะกล่าวว่า  เป็น AB-สมสัณฐาน (AB-

isomorphism) ก็ตอ่เม่ือ  เปน็ฟังกชั์นหนึง่ตอ่หนีง่และ

ทั่วถึง

ในกรณีน้ีที่มีฟังก์ชัน AB-สมสัณฐาน  จะ

กล่าวว่า  สมสัณฐาน (isomorphic) กับ  และเขียน

แทนด้วย 

ทฤษฎีบท 1.19 (Hameed, A.T. & Abbas, B.N., 

2017) กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB อย่าง

อ่อน โดยที่  เป็นพีชคณิตสมบูรณ์ จะได้ว่า  เป็น 

AB-อันตรสัณฐาน 

ต่่อมาในปีี ค.ศ. 2018 ได้้เกิิดผลงานวิิจััยของ 

A.T. Hameed และ B.N. Abbas อีกีชิ้้�นหนึ่่�ง โดยผลงาน

วิิจััยชิ้้�นนี้้�ได้้ศึึกษาเกี่่�ยวกัับสมบััติิบางประการของไอดีีล

วิิภััชนััย AB ของพีีชคณิิต AB จากนั้้�นในปีี ค.ศ. 2019 

R.D. Bejarasco และ N.C. Gonzaga ก็ไ็ด้ศึ้ึกษาเกี่่�ยวกับั

สาทิิสสััณฐานบนพีีชคณิิต AB และได้้ทฤษฎีีบทดััง 

ต่่อไปนี้้�

ทฤษฎีบท 1.20 (Bejarasco, R.D. &  Gonzaga, N.C., 

2019) กำ�หนดให ้  เป็น AB-สาทสิสณัฐาน 

เมื่อ  และ  เป็นพีชคณิต AB  

(หรือพีชคณิต AB อย่างอ่อน) จะได้ว่า

(i)	

(ii)	 ถ้า  แล้ว 	  สำ�หรับ

ทุก 

(iii)	 ถ้า  แล้ว  

สำ�หรับทุก 

จากผลงานวิิจัยัต่่าง ๆ  เกี่่�ยวกัับพีีชคณิิต AB อย่่าง

อ่่อนข้้างต้้น จะเห็็นว่่ายัังมีีสมบััติิอื่่�น ๆ  ของพีีชคณิิต AB 

อย่่างอ่่อนที่่�น่่าสนใจที่่�จะศึึกษาเพิ่่�มเติิม ซึ่่�งบทความวิิจััย

นี้้�จะทำการศึึกษาโครงสร้้างและสมบััติิต่่าง ๆ  ของการ

แปลง  ของพีีชคณิิต AB อย่่างอ่่อน

2. ผลงานวิิจััย (Main Results)
ในหัวัข้อ้นี้้�จะกล่า่วถึึงบทนิยิามของการแปลง  

ของพีีชคณิิต AB อย่่างอ่่อน พร้้อมทั้้�งศึึกษาสมบััติิต่่าง ๆ  

ของการแปลง  ของพีีชคณิิต AB อย่่างอ่่อนอีีกด้้วย
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บทนิยาม 2.1 กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB 

อย่างอ่อนและ  เป็น AB-อันตรสัณฐาน  

ถ้า  เป็นฟังก์ชัน แล้ว

จะเรียก  ว่า การแปลง  แบบซ้าย-ขวา 

(left-right- -derivation) ของ  ก็ต่อเมื่อ สอดคล้อง

กับเงื่อนไขต่อไปนี้ 

 

สำ�หรับทุก 

จะเรียก  ว่า การแปลง  แบบขวา-ซ้าย 

(right- left- -derivation) ของ  กต็อ่เมือ่ สอดคลอ้ง

กับเงื่อนไขต่อไปนี้ 

 

สำ�หรับทุก 

และจะเรยีก  วา่ การแปลง ( -derivation) 

ของ  ก็ตอ่เมือ่  เปน็การแปลง  แบบซา้ย-ขวาของ  

 และ  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายของ 

เมื่อ  สำ�หรับทุก 

นอกจากนี้ ถ้า  แล้วจะเรียก  ว่า 

ปรกติ (regular)

ตวัอยา่ง: กำ�หนดให ้  และ  เปน็การ

ดำ�เนินการทวิภาคบนเซต  ดังตารางต่อไปนี้

* 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 1 0 1 0

2 2 2 0 0

3 3 3 1 0

จะได้ว่า  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน

กำ�หนดให้  เป็นฟังก์ชันที่กำ�หนดโดย 

 สำ�หรับทุก 

จะไดว้า่  สำ�หรบั

ทุก 

ดังนั้น  เป็น AB-อันตรสัณฐาน

กำ�หนดให้  เป็นฟังก์ชันที่กำ�หนดโดย

เนื่องจาก	

	

และ	 		

ดังนั้น	

เนื่องจาก 	

	

และ	
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ดังนั้น	

เนื่องจาก	

	

และ	

ดังนั้น	

เนื่องจาก	

	

และ	

ดังนั้น	

เนื่องจาก	

	

และ	

ดังนั้น	

ในทำ�นองเดียวกัน จะได้ว่า 

และ  สำ�หรับทุก 

ดังนั้น  เป็นการแปลง  ของ  และเนื่องจาก  จึงได้ว่า  เป็นการแปลง  แบบปรกติของ 

ทฤษฎีบท 2.2 กำ�หนดให้  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อน ถ้า  เป็น AB-อันตรสัณฐานของ  

แล้ว  เป็นการแปลง แบบปรกติของ 

พิสูจน์ 	สมมติให้  เป็น AB-อันตรสัณฐานของ  และ 

	 จะได้ว่า  และ 	

	  

ดังนั้น  เป็นการแปลง  แบบปรกติของ 	
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ทฤษฎีบท 2.3 กำ�หนดให้  เป็นฟังก์ชัน เมื่อ  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อนและ  

เป็น AB-อันตรสัณฐาน จะได้ว่า

(1)	 ถ้า  เป็นการแปลง  แบบซ้าย-ขวาที่เป็นปรกติของ  แล้ว

 สำ�หรับทุก 

(2)	 ถ้า  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายของ  แล้ว  สำ�หรับทุก  ก็

ต่อเมื่อ  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายที่เป็นปรกติของ  

พิสูจน์	 (1)	 สมมติให้  เป็นการแปลง  แบบซ้าย-ขวาที่เป็นปรกติของ  และ  จะได้ว่า 

 สำ�หรับทุก  และ 

ดังนั้น 

	 (2)	 สมมติให้  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายของ  จะได้ว่า

 สำ�หรับทุก 

สมมติให้  สำ�หรับทุก 

ดังนั้น 

เพราะฉะนั้น  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายที่เป็นปรกติของ 

ในทางกลับกัน สมมติให้  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายที่เป็นปรกติของ  และ 

ดังนั้น  และจะได้ว่า 	
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ทฤษฎบีท 2.4 กำ�หนดให้  เปน็ AB-อนัตรสณัฐาน เม่ือ  เปน็พชีคณติ AB อยา่งออ่น จะไดว้า่

(1)	 ถ้า  เป็น AB-สมสัณฐาน และ  แล้ว 

(2)	 ถ้า  แล้ว 

พิสูจน์	 (1)	 สมมติให้  เป็น AB-สมสัณฐาน และ  และให้  โดยที่ 

		  เนื่องจาก  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง ดังนั้นจะมี  ที่ซึ่ง 

		  จะได้ว่า 

		  นั่นคือ 

		  เนื่องจาก  จึงได้ว่า 

		  เนื่องจาก  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนั้น  นั่นคือ 

		  จาก  จะได้ว่า  หรือ 

		  ดังนั้น  หรือ 

		  เพราะฉะนั้น 

	 (2)	 สมมติให้ 

		  โดยทฤษฎีบท 1.8 จะได้ว่า 

		  ดังนั้น 

		  โดยทฤษฎีบท 1.8 จึงสรุปได้ว่า 	

ทฤษฎบีท 2.5 กำ�หนดให ้  เปน็ฟงักช์นั เมือ่  เปน็พชีคณติ AB อยา่งออ่นและ  

เป็น AB-อันตรสัณฐาน โดยที่  เป็นพีชคณิตสมบูรณ์ และ  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายของ  หรือเป็นการ

แปลง  แบบซ้าย-ขวาของ  จะได้ว่า ถ้า  เป็นการแปลง  แบบปรกติของ  แล้ว  และ  เป็น

สมาชิกในกิ่งเดียวกัน สำ�หรับทุก 

พิสูจน์	 กำ�หนดให้  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายของ 

	 สมมติให้  เป็นการแปลง  แบบปรกติของ  และ 

	 จะได้ว่า 

	 ดังนั้น 

	 โดยบทตั้ง 1.2 (1) จะได้ว่า 
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	 เนื่องจาก  เป็นพีชคณิตสมบูรณ์ จึงได้ว่า 

	 ดังนั้น  และโดยทฤษฎีบท 1.7 จะได้ว่า 

	

	 ทำ�ให้ได้ว่า  โดยบทตั้ง 1.10 จึงได้ว่า  และ  เป็นสมาชิกในก่ิง

เดียวกัน 	

	 ในทำ�นองเดียวกัน ถ้า  เเป็นการแปลง  แบบซ้าย-ขวาที่เป็นปรกติของ  แล้ว  และ   

เป็นสมาชิกในกิ่งเดียวกัน	

ทฤษฎีบท 2.6 กำ�หนดให้  เป็นฟังก์ชัน เมื่อ  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อนและ  

เป็น AB-อันตรสัณฐาน โดยที่  เป็นพีชคณิตสมบูรณ์ จะได้ว่า ถ้า  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายที่เป็นปรกติ

ของ  แล้ว  สำ�หรับทุก 

พิสูจน์	 กำ�หนดให้  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายที่เป็นปรกติของ  และ 

	 จากทฤษฎีบท 2.4 (2) จะได้ว่า 

	 สมมติให้  จะได้ว่า  นั่นคือ 

	 ดังนั้น 

	 จะได้ว่า 

	 โดยบทตั้ง 1.2 (1) จะได้ว่า

	 เนื่องจาก  เป็นพีชคณิตสมบูรณ์ จึงได้ว่า 
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	 ดังนั้น  และโดยทฤษฎีบท 1.7 จะได้ว่า 

	 ทำ�ให้ได้ว่า 

	 โดยบทตั้ง 1.10 จะได้ว่า  และ  เป็นสมาชิกในกิ่งเดียวกัน

	 เนื่องจาก  ดังนั้น 

	 เพราะฉะนั้น 	

ทฤษฎีบท 2.7 กำ�หนดให้  เป็นฟังก์ชัน เมื่อ  เป็นพีชคณิต AB อย่างอ่อนและ  

เป็น AB-อันตรสัณฐาน โดยที่  เป็นพีชคณิตสมบูรณ์ จะได้ว่า ถ้า  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายที่เป็นปรกติ

ของ  แล้ว  หรือ  สำ�หรับทุก 

พิสูจน์	 กำ�หนดให้  เป็นการแปลง  แบบขวา-ซ้ายที่เป็นปรกติของ  และ 

	 จากทฤษฎีบท 2.4 (2) จะได้ว่า 

	 โดยทฤษฎีบท 2.6 จะได้ว่า 

	 เนื่องจาก  จึงได้ว่า 

	 ดังนั้น 

	 เนื่องจาก  ดังนั้น  และ  เป็นสมาชิกในกิ่งเดียวกัน 	

	 โดยทฤษฎีบท 2.3 (2) จะได้ว่า 

	 เนื่องจาก  เป็นพีชคณิตสมบูรณ์ ดังนั้น

			 

	 จึงได้ว่า 

	 เนื่องจาก  ดังนั้น  หรือ 	
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