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บทคัดย่อ
บทความวิิจััยนี้้�เป็็นการศึึกษาสููตรโคไซน์์ของเมทริิกซ์์ B และสููตรไซน์์ของเมทริิกซ์์ B เมื่่�อ B  so(1, 3) โดยที่่� 

so(1, 3) คือพีชคณิตลีของกรุปลีของเมทริกซ์ลอเรนซ์ 

คำ�ำสำ�ำคัญ:	 โคไซน์ของเมทริกซ์; ไซน์ของเมทริกซ์; สูตรของซิลเวสเตอร์; พีชคณิตลีของกรุปลีของเมทริกซ์ลอเรนซ์ 

Abstract
In this paper the formulas of the matrix cosine of B and the matrix sine of B, where B is an 

element of so(1, 3) which is the Lie algebra of Lorentz matrix Lie group, are derived.

Keywords:	 Matrix cosine; Matrix sine; Sylvester’s formula; Lie algebra of Lorentz matrix Lie group
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1. บทนำ (Introduction)
การคำ�ำนวณฟังก์ชันตรีโกณมิติของเมทริกซ์เป็น

หนึ่งในปัญหาที่มีความท้าทายมากท่ีสุดในพีชคณิตเชิง

เส้นเชิงตัวเลข ฟังก์ชันตรีโกณมิติของเมทริกซ์ที่น่าสนใจ

คือ ฟังก์ชันโคไซน์ (cosine function) และฟังก์ชันไซน์ 

(sine function)

สำ�ำหรับเมทรกิซ์ A ทีเ่ป็นเมทรกิซ์จตัรุสัมติ ิn × n 

(หรอืเรยีกว่าเมทรกิซ์จตัรุสัอนัดบั n) โคไซน์ของเมทรกิซ์ 

A (the matrix cosine of A) และไซน์ของเมทริกซ์ A 

(the matrix sine of A) นิยามโดย	

และ	 	  

เมื่อ  In เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ n

เมื่่�อพิิจารณาสมการเชิิงอนุุพัันธ์์สามััญเชิิงเส้้น

อัันดัับสอง  เมื่่�อ  และ  เป็็นเวก

เตอร์์ในปริิภููมิิ n มิิติิ และ A เป็็นเมทริิกซ์์จััตุุรััสอัันดัับ n 

ที่่�มีีสมาชิิกของเมทริิกซ์์เป็็นจำนวนเชิิงซ้้อน เป็็นที่่�ทราบ

กัันดีีว่่า cos(At) และ sin(At) เป็็นผลเฉลยของสมการนี้้� 

ดัังนั้้�นจึึงเป็็นสิ่่�งสำคััญที่่�จะต้้องมีีวิิธีีการเชิิงตััวเลขที่่�

แม่่นยำในการคำนวณฟัังก์์ชัันโคไซน์์ของเมทริิกซ์์และ

ฟัังก์์ชัันไซน์์ของเมทริิกซ์์

เ นื่ อ ง จ า ก   แ ล ะ 

 เมื่อ A เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ n  

จึงเห็นได้ว่าเราสามารถศึกษาสูตรของ cos(A) และ 

sin(A) ได้โดยการศึกษาสูตรของ eiA และ e-iA นั่นเอง 

สำ�ำหรับการศึกษาสูตรของเมทริกซ์เลขช้ีกำ�ำลัง eA (the 

exponential of A) ซึ่งนิยามโดย

เมื่อ A เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ n และ A0 = In คือ  

เมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ n นั้นมีมาอย่างต่อเนื่อง โดย

ในปี ค.ศ. 2001 T. Politi ได้ศึกษาเกี่ยวกับสูตรของ 

เมทริกซ์เลขชีก้ำ�ำลัง eA เมื่อ A เป็นเมทริกซ์จำ�ำนวนจริง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 และในปี ค.ศ. 2005 L. Kula, 

M. Karancan และ Y. Yayh ได้ศึกษาเกี่ยวกับสูตรของ

เมทรกิซ์เลขชีก้ำ�ำลงั eA เมือ่ A เป็นเมทรกิซ์จำ�ำนวนจรงิกึง่

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 

ในการคำ�ำนวณเมทริกซ์เลขช้ีกำ�ำลังน้ัน สูตรของ 

โรดรีก (Rodrigues formula) เป็นสูตรแบบชัดแจ้งที่ใช้

ในการคำ�ำนวณ eA เมือ่ A เป็นเมทรกิซ์จำ�ำนวนจรงิสมมาตร

เสมอืน (นัน่คอื AT = ̵ A) อนัดบั 3 ทีม่สีมาชกิของเมทรกิซ์

เป็นจำ�ำนวนจริง กล่าวคือ ถ้า A เป็นเมทริกซ์จำ�ำนวนจริง

สมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปต่อไปนี้
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เมื่่�อ   แล้้วสููตรของโรดรีีก คื ือ   เมื่่�อ  และ 

I3 เป็็นเมทริิกซ์์เอกลัักษณ์์อัันดัับ 3

ต่อ่มาในปีี ค.ศ. 2021 ได้ม้ีกีารศึกึษาการวางนััยทั่่�วไปของสููตรของโรดรีีก โดย A. Chaiworn และ S. Promjan 

ได้ศ้ึกึษาสูตูรของเมทริกิซ์์เลขชี้้�กำลังั eB สำหรับั B  so(1, 3) เมื่่�อ so(1, 3)เป็็นพีชีคณิติลีขีองกรุปุลีีของเมทริกิซ์ล์อเรนซ์์ 

(The Lie algebra of Lorentz matrix Lie group) กล่่าวคืือ

เมื่อ	

โดยอาศััยแนวคิิดดัังกล่่าว บทความวิิจััยฉบัับนี้้�จึึงทำการศึึกษาสููตรโคไซน์์ของเมทริิกซ์์ B และสููตรไซน์์ของ 

เมทริิกซ์์ B เมื่่�อ B  so(1, 3) ซึ่่�งจะเห็็นได้้ว่่าถ้้า B  so(1, 3) แล้้ว B จะอยู่่�ในรููป

	 	 …………………(1.1)

เมื่อ   สำ �ำหรับทุก i = 1, 2, ..., 6 ดังน้ันตลอดบทความวิจัยนี้ จึงกำ�ำหนดให้ B  so(1, 3) เป็นเมทริกซ์ที่ 

นิยามดัง (1.1)

2.	 สูตรโคไซน์ของเมทริกซ์ B และสูตรไซน์ของเมทริกซ์ B เมื่อ B  so(1, 3)
(Formulas of the matrix cosine of B and the matrix sine of B, where B  so(1, 3))

ในหัวข้อนี้จะศึกษาสูตรโคไซน์ของเมทริกซ์ B และสูตรไซน์ของเมทริกซ์ B เมื่อ B  so(1, 3) ซึ่งจะเห็นได้ว่า

ถ้า B  so(1, 3) แล้ว  และ B เป็นเมทรกิซ์ทีน่ยิามดงั (1.1) ดงันัน้  

และ 

กำ�ำหนดให้  เป็นพหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์  และ  เป็นพหุนามลักษณะเฉพาะของ 

เมทริกซ์  กล่าวคือ 

 และ 

เมื่อ B  so(1, 3) และ I4 เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 4

โดยจากการคำ�ำนวณจึงทำ�ำให้ได้บทตั้งดังต่อไปนี้
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บทตั้ง 2.1 ถ้า B  so(1, 3) แล้ว  นอกจากนี้ยังได้อีกว่า   และ 

จากบทตั้ง 2.1 จะเห็นว่า พหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์  และ  นั้นเหมือนกัน ดังบทตั้งต่อไปนี้

บทตั้ง 2.2 ถ้า B  so(1, 3) เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (1.1) แล้วพหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์  และ  คือ

เมื่อ  และ 

จากบทตั้ง 2.2 จะได้ว่า ถ้า  แล้ว  จะเป็นค่าเฉพาะของเมทริกซ์  และ  ซึ่ง

จะเห็นได้ว่า ค่าเฉพาะทั้ง 4 ค่าของเมทริกซ์  และ  นั้นจะอยู่ในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดบทความวิจัย

ฉบับนี้ จึงกำ�ำหนดค่าของ  และ  ดังต่อไปนี้

	

และ	

ซึ่งจะเห็นได้ว่า  และโดยอาศัยบทตั้ง 2.2 จึงทำ�ำให้ได้บทตั้งดังต่อไปนี้	

บทตั้ง 2.3 กำ�ำหนดให้ B  so(1, 3) เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (1.1) จะได้ว่าค่าเฉพาะ  และ  ของเมทริกซ์  

และ  คือ	  และ 

เมื่อ    และ  	

ต่อไปจะศกึษาสตูรของ  และ  เมือ่ B  so(1, 3) โดยที ่  และ  มค่ีาเฉพาะแตกต่างกนัทัง้หมด กล่าว

คือ จะศึกษาในกรณีท่ี  น่ันเอง โดยการหาสูตรของ  และ  นั้น เราสามารถใช้สูตรของซิลเวสเตอร์ 

(Sylvester’s formula) ซึ่งกล่าวไว้ว่า ถ้า A เป็นเมทริกซ์ที่สามารถแปลงเป็นเมทริกซ์ทแยงมุมได้ (diagonalizable 

matrix) โดยมี  เป็นค่าเฉพาะที่แตกต่างกันของ A แล้ว  เมื่อ  เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์

ของเมทริกซ์ A และ Ai คือโฟรเบนิอุสโคแวเรียนต์ (Frobenius covariant) ของ A ที่กำ�ำหนดโดย

 สำ�ำหรับทุก 

เมื่อ I คือเมทริกซ์เอกลักษณ์ ในที่นี้  และถ้า A เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ 4 ที่มีค่าเฉพาะ  และ  

แตกต่างกันทั้งหมด (นั่นคือ A เป็นเมทริกซ์ที่สามารถแปลงเป็นเมทริกซ์ทแยงมุมได้) โดยสูตรของซิลเวสเตอร์ จึงได้ว่า
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เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต์ของ A ท่ีกำ�ำหนดโดย  สำ�ำหรับทุก  เมื่อ 

I4 คือเมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 4

ดังนั้น	

จะเห็นได้ว่า Ai อยู่ในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ A สำ�ำหรับทุก  ซึ่งจะทำ�ำให้  อยู่ในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ A 

เช่นกัน ดังนั้นจึงสมมติให้  และถ้า  เป็นเวกเตอร์เฉพาะที่สมนัยกับค่าเฉพาะ  สำ�ำหรับทุก 

 (นั่นคือ ) สำ�ำหรับทุก  แล้วจะได้ว่า

 สำ �ำหรับทุก 

เนื่องจาก  ดังนั้น สำ�ำหรับทุก  จะได้ว่า

จึงได้ว่า  	 สำ�ำหรับทุก 

เพราะฉะนั้น    	 สำ�ำหรับทุก 	 ………………… (*)

จากข้างต้นจะเห็นว่าในกรณีที่เมทริกซ์  และ  มีค่าเฉพาะทั้ง 4 ค่าแตกต่างกันทั้งหมดนั้นโดยการใช้สูตร

ของซิลเวสเตอร์จะได้ว่า  และ  อยู่ในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  และ  ตามลำ�ำดับ ดังนั้นจึงสมมติให้ 

	  

และ	

เมื่อ I4 คือเมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 4 โดยสมการ (*) จะได้ว่า

	 	 สำ�ำหรับทุก 
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เมื่อ  และ  เป็นค่าเฉพาะที่แตกต่างกันของเมทริกซ์  และโดยบทตั้ง 2.3 จะได้ว่า  และ  เป็น

ค่าเฉพาะที่แตกต่างกันของเมทริกซ์  เช่นกัน ดังนั้น

	 	 สำ�ำหรับทุก 

จึงทำ�ำให้ได้ว่า 

หรือ  สำ�ำหรับทุก 

เนื่องจาก  และ  เป็นค่าเฉพาะท่ีแตกต่างกันทั้งหมดของเมทริกซ์  และ  โดยอาศัยบทตั้ง 2.3  

จึงได้ว่า  สำ�ำหรับทุก  นอกจากนี้ยังได้อีกว่า  และ  ดังนั้น 

จึงได้ว่า 

นั่นคือ  (เนื่องจาก )

ในทำ�ำนองเดียวกันจะได้ว่า 

ดังนั้น 

นั่นคือ 

เนื่องจาก  จึงได้ว่า  นั่นคือ 

จากสมการ  จะได้ว่า  หรือ 

เนื่องจาก 

และ 

จึงได้ว่า  และ 

ดังนั้น  นั่นคือ 

เนื่องจาก  จึงได้ว่า  นั่นคือ 

จากสมการ  จะได้ว่า  หรือ 

เพราะฉะนั้น  และ  สามารถเขยีนอยูใ่นรปูพหนุามดีกร ี3 ของ  และ  ตามลำ�ำดบั โดยทีส่ัมประสิทธิ์

ของพหุนามดีกรี 3 ของ    และ  ดังกล่าวนั้นเท่ากัน จึงกำ�ำหนดให้  และ  สามารถเขียนได้ในรูป 

	

และ	

นอกจากนี้ โดยสมการ (*) ยังได้อีกว่า 

	  	 สำ�ำหรับทุก 	 ………………… (2.1)
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เมื่อ  และ  เป็นค่าเฉพาะที่แตกต่างกันทั้งหมดของเมทริกซ์  และ  ซึ่งจะนำ�ำไปสู่การพิสูจน์สูตรของ 

 และ  โดยที่ 

	  

และ	

เมือ่  โดยที ่  และ  มค่ีาเฉพาะทีแ่ตกต่างกนัทัง้หมด ทำ�ำให้ได้สตูรของ  และ  ดงัทฤษฎบีท

ต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 2.4 กำ�ำหนดให้  เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (1.1) โดยที่  จะได้ว่า

   และ 

เมื่อ	 		

	 	 และ	

โดยที่ I4 คือเมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 4,  และ 

พิสูจน์ กำ�ำหนดให้  เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (1.1) โดยที่ 

โดยบทตั้ง 2.3 จะได้ว่าค่าเฉพาะของ  และ  นั้นแตกต่างกันทั้งหมด ดังนี้

  และ 

เมื่อ   และ 

เมื่อแทนค่า  สำ�ำหรับทุก  ลงในสมการ (2.1) จะได้ว่า

	 …………………(1)

	 …………………(2)

	 …………………(3)

	 …………………(4)
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โดยสูตรของออยเลอร์ที่ว่า  และ 

จะได้ว่า	 	 …………………(5)

และ	  	 …………………(6)

นำ�ำสมการ (1)+(2) จะได้  นั่นคือ  	 …………………(7)

นำ�ำสมการ (5)+(6) จะได้  นั่นคือ 	 …………………(8)

นำ�ำ   คูณสมการ (7) และนำ�ำ   คูณสมการ (8) จะได้ 

	  	 …………………(9)

และ	  	 ….……………(10)

นำ�ำสมการ (9)+(10) จะได้  ดังนั้น  

นำ�ำสมการ (7)-(8) จะได้  ดังนั้น 

นำ�ำสมการ (1)-(2) จะได้  นั่นคือ 	  ..………………(11)

นำ�ำสมการ (5)-(6) จะได้  นั่นคือ 

นำ�ำ   คูณตลอดสมการ  จะได้สมการ 	 …………………(12)

นำ�ำ   คูณสมการ (11) และนำ�ำ   คูณสมการ (12) จะได้ 

 	 	 …………………(13)

และ	  	 …………………(14)

นำ�ำสมการ (13)+(14) จะได้  ดังนั้น 

นำ�ำ   คูณสมการ (11) และนำ�ำ   คูณสมการ (12) จะได้ 

	  	 …………………(15)

และ	  	 …………………(16)

นำ�ำสมการ (15)-(16) จะได้  ดังนั้น 

จึงสรุปได้ว่า	 	

	  และ 	
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หมายเหตุ (1) เนื่องจาก  และ  โดยที่  ดังนั้น   

และ 

(2) จากทฤษฎีบท 2.4 ถ้า  แล้วจะได้ว่า  และ 

เมื่อ  และ 

โดยที่  

ทฤษฎีบท 2.5 กำ�ำหนดให้  เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (1.1) โดยที่  และ  จะได้ว่า 

  และ 

เมื่อ I4 คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 4

พสิจูน์ กำ�ำหนดให้  เป็นเมทรกิซ์ทีน่ยิามดงั (1.1) โดยที ่  และ  จะได้ว่า พหนุามลกัษณะเฉพาะ

ของ  และ  คอื  ดงันัน้  และ  มค่ีาเฉพาะเหมอืนกนัทัง้ค่า 4 คอื  โดยทฤษฎี

บทเคย์เลย์-แฮมิลตัน (Cayley-Hamilton) จะได้ว่า  และ  สอดคล้องกับสมการลักษณะเฉพาะของ    และ  

นั่นคือ  และ  เมื่อ  คือเมทริกซ์ศูนย์อันดับ 4 

ดงันัน้  สำ�ำหรบัทกุ  นัน่คอื  จงึทำ�ำให้ได้ว่า  สำ�ำหรบัทกุ  ดงันัน้ โดยบทนยิาม

ของ  และ  จึงได้ว่า

	  		

และ	

เมื่อ I4 คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 4	  

ต่อไปจะพิจารณาหาสูตรของ    และ  เมื่อ B เป็นเมทริกซ์ที่สามารถแปลงเป็นเมทริกซ์ทแยงมุมได้ และ 

 กับ  มีค่าเฉพาะที่แตกต่างกัน 3 ค่า ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้
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ทฤษฎีบท 2.6 กำ�ำหนดให้  เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (1.1) โดยที่ B เป็นเมทริกซ์ที่สามารถแปลงเป็นเมทริกซ์

ทแยงมุมได้ และ  จะได้ว่า

  และ 

โดยที่ (1) ถ้า  แล้ว  และ  เมื่อ 

และ (2) ถ้า  แล้ว  และ  เมื่อ 

เมื่อ I4 คือเมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 4

พิสูจน์ กำ�ำหนดให้  เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (1.1) โดยที่ B เป็นเมทริกซ์ที่สามารถแปลงเป็นเมทริกซ์ทแยง

มุมได้ และ  จากบทตั้ง 2.3 จะเห็นได้ว่า 

ในกรณท่ีี  จะได้ว่า  และ  มค่ีาเฉพาะทีแ่ตกต่างกนั 3 ค่า คอื  และ  

เมื่อ  โดยสูตรของซิลเวสเตอร์ จะได้ว่า

จะเห็นได้ว่า  อยู่ในรูปของพหุนามดีกรี 2 ของ  ดังนั้นจึงจะคำ�ำนวณหา  โดยสมมติให้  

และถ้า  เป็นเวกเตอร์เฉพาะทีส่มนยักบัค่าเฉพาะ  สำ�ำหรับทกุ  (นัน่คือ  สำ�ำหรับทกุ )  

แล้วจะได้ว่า 

	 	 สำ�ำหรับทุก 

นอกจากนี้ยังได้อีกว่า	  สำ�ำหรับทุก  จึงได้ว่า 

	 	 สำ�ำหรับทุก 

นั่นคือ	 	 สำ�ำหรับทุก 

และในทำ�ำนองเดียวกัน จะได้ว่า  จะอยู่ในรูปของพหุนามดีกรี 2 ของ  และเนื่องจาก  และ  มีค่า

เฉพาะเหมือนกัน ดังนั้น  และ  สำ�ำหรับทุก  เช่นกัน

เนื่องจาก	

และ	
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ดังนั้น	   และ 

เมื่อแทนค่า  ลงในสมการ  สำ�ำหรับทุก  จะได้ว่า

	 …………………(17)

	 …………………(18)

	 …………………(19) 

โดยสูตรของออยเลอร์ที่ว่า  และ 

จะได้ว่า	 	 …………………(20)

และ 	  	 …………………(21)

จากสมการ (17) จะได้ว่า 

นำ�ำสมการ (20)+(21) จะได้ว่า  นั่นคือ  ดังนั้น 

นำ�ำสมการ (20)-(21) จะได้ว่า 

จะได้สมการ  ดังนั้น 

จึงสรุปได้ว่า  และ  เมื่อ 

สำ�ำหรับกรณีที่  จะได้ว่า  และ  มีค่าเฉพาะที่แตกต่างกัน 3 ค่า คือ  และ 

 เมื่อ  ในทำ�ำนองเดียวกันกับการพิสูจน์กรณีที่  จะได้ว่า  และ  จะอยู่ในรูปพหุ

นามดกีรี 2 ของ  และ  ตามลำ�ำดับ ดงันัน้จงึสมมตใิห้  และ  

ซึ่ ง ได ้ ว ่ า   และ  เช ่นกัน นอกจากน้ียั ง ได ้อีกว ่ า 

 สำ�ำหรับทุก 

เมื่อแทนค่า  สำ�ำหรับทุก  ลงในสมการข้างต้น จะได้ว่า

	 …………………(22)

	 …………………(23) 

	 …………………(24) 

จากสมการ (24) จะได้ว่า 

นำ�ำสมการ (22)+(23) จะได้  นั่นคือ 

ดังนั้น	
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นำสมการ (22)-(23) จะได้้  นั่่�นคืือ  ดัังนั้้�น 

จึงสรุปได้ว่า  และ  เมื่อ  และ 	
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