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สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 
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1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  
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 ตmอมาในปr ค.ศ. 1998 E. Celledoni และ A. Iserles ไดjเผยแพรmผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับการประมาณคmาของเมทริกซ<เลข

ชี้กำลังในกรุปลี และเมื่อปr ค.ศ. 2000 ปfญหาดังกลmาวไดjถูกนำมาศึกษาอีกครั้งเมื่อวิธีการกรุปลี (Lie group method) ถูก

นำไปใชjในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามัญ ซึ่งวิธีการนี้ระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามารถหาผลเฉลยไดjใน

พีชคณิตลี โดยอาศัยฟfงก<ชันพิกัดที่นิยามจากพีชคณิตไปยังกรุปที่สัมพันธ<กัน  

ในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลังนั้น สูตรของโรดรีก (Rodrigues formula) ([2]) เป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการ

คำนวณ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<สมมาตรเสมือน (นั่นคือ ) อันดับ 3 ที่มีสมาชิกจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา 

 เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

แลjวสูตรของโรดรีก คือ    
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	 ว่ิาเมทริกซ์ก่�งสมมาตรเสมือน	 (semi	

skew-symmetric	 matrix)	 ก็ต่อเมื�อมี เมทริกซ์

เครื�องหมาย	 (อันดับ	 n )	
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นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  
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กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 
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  เปี็น 

เมทริกซ์จัำนวินจัริงก่�งสมมาตรเสมือนอันดับ	 4	 ที� 
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ปีที่ 31 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2566 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

มีค่าเฉพาะแตกต่างกันทั�งหมด	โดยที�	

 

 

กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 
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เมื�อ	 

 

 

กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 
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 เปี็นเมทริกซ์เครื�องหมายอันดับ	4	ที�กำหนดโดย

 

 

กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 
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กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 
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กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 
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กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 
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เนื่องจาก พหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ  โดยการคำนวณจึงทำใหjไดjบทตั้งดังตmอไปนี้ 
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และ  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 
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เมื่อ  (i) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.1)   แลjว  
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แลัะ		(ii)	ถุ้า	 A 	เปี็นเมทริกซ์นิยามดัง	(2.2)		แลั้วิ	
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เนื่องจาก พหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ  โดยการคำนวณจึงทำใหjไดjบทตั้งดังตmอไปนี้ 
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เมื่อ  (i) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.1)   แลjว  
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บที่ตั�ง	2.2		ถุ้า	

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  
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	เปี็นเมทริกซ์ที�นิยามดัง	(2.1)	หรือ	

(2.2)	แล้ัวิ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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จัากบทตั�ง	2.1	จัะได้วิ่า
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 
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ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   

A ( ) ( )p pl l- =

( ) 4 2
2 0 0p k kl l l= + + = l A

A 0k 2k

0k 2k 0 0k ³ 2
2 04 0k k- > 2 0¹k

A 1 2 3, ,l l l 4l
A

2
2 04 0k k- > 2 0k > 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

2
2 04 0k k- > 2 0k < 1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

2
2 04 0k k- < 1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = -

z u iv= + 0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

2
2 04 0k k- = 2 0k > 1 3 il l µ= = 2 4 il l µ= = - 2

2
kµ =

2
2 04 0k k- = 2 0k < 1 3l l a= = 2 4l l a= = - 2

2
ka -

=

2
2 04 0k k- = 2 0=k 1 2 3 4 0l l l l= = = =

Ae A
2
2 04 0k k- > 0 0k ¹ 2

2 04 0k k- <
Ae A 1 2 3, ,l l l 4l

แลั้ วิ

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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จั ะ 

เปี็นค่าเฉพาะขุองเมทริกซ์ 	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	 ซ่� งจัะเห็นได้วิ่า	 

ค่าเฉพาะทั�ง	 4	 ค่าขุองเมทริกซ์	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	 นั�นจัะอย้่ใน 

ร้ปีขุอง	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	 แลัะ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	 ดั งนั�นตลัอดการศ่กษา 

บทควิามวิิจััยฉบับนี�	 จั่งกําหนดค่าขุอง	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	 แลัะ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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ดังบทตั�ง	2.1	นอกจัากนี�	จัะเห็นได้วิ่า	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	ดังนั�น	 

ถุ้า	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	แล้ัวิ		

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   

A ( ) ( )p pl l- =

( ) 4 2
2 0 0p k kl l l= + + = l A

A 0k 2k

0k 2k 0 0k ³ 2
2 04 0k k- > 2 0¹k

A 1 2 3, ,l l l 4l
A

2
2 04 0k k- > 2 0k > 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

2
2 04 0k k- > 2 0k < 1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

2
2 04 0k k- < 1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = -

z u iv= + 0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

2
2 04 0k k- = 2 0k > 1 3 il l µ= = 2 4 il l µ= = - 2

2
kµ =

2
2 04 0k k- = 2 0k < 1 3l l a= = 2 4l l a= = - 2

2
ka -

=

2
2 04 0k k- = 2 0=k 1 2 3 4 0l l l l= = = =

Ae A
2
2 04 0k k- > 0 0k ¹ 2

2 04 0k k- <
Ae A 1 2 3, ,l l l 4l

บทตั้้�ง 2.3  กำห็นดให็้ A   เป็็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (2.1) ห็รือ (2.2) จะได้ว่า ค่าเฉพาะ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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ของเมทริกซ์ A  เป็็นดังนี้

(1)	ถุ้า		

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	แลัะ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	แลั้วิ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	แลัะ		

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เมื�อ			

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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		แลัะ

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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(2) ถ้า 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 2 0k <  แล้ว 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 เมื่อ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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(3)	 ถุ้า	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	 แลั้วิ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	 แลัะ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   

A ( ) ( )p pl l- =

( ) 4 2
2 0 0p k kl l l= + + = l A

A 0k 2k

0k 2k 0 0k ³ 2
2 04 0k k- > 2 0¹k

A 1 2 3, ,l l l 4l
A

2
2 04 0k k- > 2 0k > 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

2
2 04 0k k- > 2 0k < 1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

2
2 04 0k k- < 1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = -

z u iv= + 0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

2
2 04 0k k- = 2 0k > 1 3 il l µ= = 2 4 il l µ= = - 2

2
kµ =

2
2 04 0k k- = 2 0k < 1 3l l a= = 2 4l l a= = - 2

2
ka -

=

2
2 04 0k k- = 2 0=k 1 2 3 4 0l l l l= = = =

Ae A
2
2 04 0k k- > 0 0k ¹ 2

2 04 0k k- <
Ae A 1 2 3, ,l l l 4l

เมื�อ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	 โดยที�	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 
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(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 
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(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   

A ( ) ( )p pl l- =

( ) 4 2
2 0 0p k kl l l= + + = l A

A 0k 2k

0k 2k 0 0k ³ 2
2 04 0k k- > 2 0¹k

A 1 2 3, ,l l l 4l
A

2
2 04 0k k- > 2 0k > 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

2
2 04 0k k- > 2 0k < 1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

2
2 04 0k k- < 1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = -

z u iv= + 0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

2
2 04 0k k- = 2 0k > 1 3 il l µ= = 2 4 il l µ= = - 2

2
kµ =

2
2 04 0k k- = 2 0k < 1 3l l a= = 2 4l l a= = - 2

2
ka -

=

2
2 04 0k k- = 2 0=k 1 2 3 4 0l l l l= = = =

Ae A
2
2 04 0k k- > 0 0k ¹ 2

2 04 0k k- <
Ae A 1 2 3, ,l l l 4l

	แลั้วิ		

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 
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(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 
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(3) ถjา   แลjว   และ   
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(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เมื�อ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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(5)	ถุ้า		

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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(6)	ถุ้า	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	แลัะ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	แลั้วิ		

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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ปีที่ 31 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2566 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทควิามวิิจััยนี�จัะศ่กษาส้ตรขุอง	 Ae 	 เมื�อ	 A 	 เปี็นเมทริกซ์จํัานวินจัริงก่�งสมมาตรเสมือนอันดับ	 4	 ที�มีค่าเฉพาะ 

แตกตา่งกนัทั�งหมด	กลัา่วิคอื	จัะศก่ษาในกรณทีี�	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	โดยที�	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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	แลัะในกรณทีี�	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 
 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เท่านั�น	 การพิจัารณาหาส้ตรขุอง	
Ae 	 เมื�อ	 A 	 มีค่าเฉพาะ	

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 
 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 
 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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Ae A 1 2 3, ,l l l 4l 	 ที�แตกต่างกันทั�งหมดนั�น	 

เราสามารถุใช้ส้ตรขุองซลิัเวิสเตอร์	(Sylvester’s	formula)	([6])	ได้	ซ่�งจัะได้วิ่า	 

     

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

      (2.3)

เมื�อ	 iA 	คือ	โฟิรเบนิอุสโคแวิเรียนต์ขุอง	 A 	ที�กำหนดโดย	

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  
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1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

		แลัะ				

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

เมื�อแทนค่า	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	เมื�อ	 1,2,3,4i = 	ลังในสมการ	(2.4)	จัะได้วิ่า

 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 	 					(1)

 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 	 				(2)

 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 	 					(3)

 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 	 					(4)

โดยส้ตรขุองออยเลัอร์	 cos sinixe x i x= + 	แลัะ	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	จัะได้ว่ิา

  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 				(5)

 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 				(6)

 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 				(7)

 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 				(8)

นําสมการ	(5)	+	(6)	จัะได้		

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	หรือ	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 				(9)

นําสมการ	(7)	+	(8)	จัะได้		

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	หรือ	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 			(10)

นําสมการ	(5)	–	(6)	จัะได้		

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

หรือ	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 			(11)

นําสมการ	(7)	–	(8)	จัะได้		

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	หรือ	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

												(12)

จากการแก้ระบบสูมการ (9) - (12) จะได้

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-
 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +
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ปีที่ 31 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2566 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

ที่ฤษฎบ่ที่	2.5		กำหนดให้ A 	เป็ีนเมทรกิซ์ที�นิยามดงั	(2.1)	หรอื	(2.2)	แลัะ	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=
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A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=
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2 2
2 2 2
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cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
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2 2 2
2 2 2 2
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a µ a µ

-
=
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2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
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k k k
a

- + -
=

2
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k k k
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- - -
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il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	โดยที�	 2 0k < 	แลัะ		

0 0k > 	จัะได้วิ่า	 		

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
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1 1
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a µ

-
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2
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k k k
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=
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k k k
µ
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=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 	 	 	 														(2.7)	

เมื่อ      

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
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=
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=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=
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cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
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2 2 2
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=
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2 2
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-
=
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2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0
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2

k k k
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- + -
=

2
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k k k
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=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 

 

  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ
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=
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A 2
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2 3
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=
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il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

  และ   

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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=
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il 1,2,3,4i =
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2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +
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2 2 2 2 2sinh b da a a= +
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2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

  (2.8)

 

บที่พิส้จ้น	์	กําหนดให	้

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	โดยที�	 2 0k < 	แลัะ		 0 0k > 		โดยบทตั�ง	2.3	(2)	จัะได้วิ่า	ค่าเฉพาะ 

ขุองเมทริกซ์	 A 	นั�นแตกต่างกันทั�งหมด	ดังนี�		

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	แลัะ	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		โดยที�		

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=
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3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

เมื�อแทนค่า	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	เมื�อ	 1,2,3,4i = 	ลังในสมการ	(2.4)	จัะได้วิ่า

  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=
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3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=
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2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 	 	 	 	 			(13)

 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
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sin sind a µ µ a
a µ a µ
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µ a
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2 2 2
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ
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=

-
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cosh coshc a µ
a µ
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=
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2 2 2
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sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
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2
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2

k k k
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=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		 	 	 	 	 			(14)

 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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2 2
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2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=
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2 2 2 2

2 2 2
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
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2 2

cosh coshc a µ
a µ
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=

- ( )
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2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2
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2

k k k
a

- + -
=

2
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2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		 	 	 	 	 			(15)

 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ
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=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
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2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=
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3 3
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2 2 2
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
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2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		 	 	 	 	 			(16)

นําสมการ	(13)	+	(14)	จัะได้

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ
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=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
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Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	หรือ		

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=
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A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 			(17)

นําสมการ	(15)	+	(16)	จัะได้	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=
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3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	หรือ		

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=
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A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=
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3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 			(18)

นําสมการ	(17)	-	(18)	จัะได้	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
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2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=
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3 3
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2 2 2
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	หรือ		

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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=
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2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3
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			(19)

นําสมการ	(15)	-	(16)	จัะได้	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +	หรือ	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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=
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จัากการแก้ระบบสมการ	(17)	-	(20)	จัะได้		 	 	

																																										

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- <

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

( )( )2 2
3
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ที่ฤษฎ่บที่	2.6		กําหนดให้	 A 	เปี็นเมทริกซ์ที�นิยามดัง	(2.1)	หรือ	(2.2)	แลัะ		

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 
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=
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จัะได้ว่ิา	 	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 
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	 	 	 	 			 		(2.9)

เมื�อ		

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 
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     (23) 

     (24) 
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,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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     (24) 
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 
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บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      
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บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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บที่พสิจ้้น	์	กาํหนดให	้
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 
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และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 
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และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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จะไดjวmา         (2.9) 
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2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

		แลัะ		

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-
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2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- <

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v
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+

2
2 04 0k k- < A

1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +
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2
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2

v k k= +

( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

เมื�อแทนค่า	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ
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=

-
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a µ
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2 2 2 2

2 2 2
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sinh sinhd µ a a µ
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-
=

-

A 2
2 04 0k k- <

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +
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3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+
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1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < A

1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +
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1 2
2
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1 2
2

v k k= +

( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	เมื�อ	 1,2,3,4i = 	ลังในสมการ	(2.4)	จัะได้วิ่า

  

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=
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2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- <

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+
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1 sinh sin
2

c u v
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=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
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1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +
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2
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2

v k k= +

( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	 		 			(21)

 

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- <
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Ae a b A c A d AI= + + +

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < A

1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +
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2
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2

v k k= +

( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	 		 			(22)

 

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=
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2 2

cosh coshc a µ
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-
=
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2 2 2
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=
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1 2 cosh cos sinh sin
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1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
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+
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1 sinh sin
2
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=
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1 cosh sin sinh cos
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u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
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( ) ( ) ( ) ( )2
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	 	 	 			(23)

 

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ
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2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
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=

-
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b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+
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1 sinh sin
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c u v
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=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v
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+

2
2 04 0k k- < A

1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +

0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
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2

v k k= +

( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
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u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - - 			 	 			(24)

นําสมการ	(21)	+	(22)	จัะได้		

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
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2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +
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b u u u u
u
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( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

    

หรือ		 	 	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

									 	 		 			(25)

นําสมการ	(23)	+	(24)	จัะได้		

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

        

หรือ		 	 	 	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

						 	 		 			(26)

นําสมการ	(21)	–	(22)	จัะได้		

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

    

หรือ		 	 	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

			 	 			(27)

นําสมการ	(23)	–	(24)	จัะได้		

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

     

หรือ		 	 		

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

			 	 			(28)

จัากการแก้ระบบสมการ	(25)	-	(28)	จัะได้
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นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

     

      

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

 

   

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

     	 	 	

และ 

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

           

        

หมายเหตุ		จัากทฤษฎีบท	2.6	จัะเห็นได้วิ่า	ถุ้า	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +
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3.	สรุปผู้ลั
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เลัขุชี�กำลััง	 Ae 	เมื�อ	

 

 

โดยที่   

 

 

สรุปผล 

บทความวิจัยฉบับนี้ ไดjศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่สมาชิกบนเสjน

ทแยงมุมหลักของ  นั้นเป2น 1 จำนวน 2 ตำแหนmงและเป2น  – 1  จำนวน 2 ตำแหนmง สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0 และเมทริกซ<  

เป2นเมทริกซ<ในรูปแบบที่แตกตmางกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  จึงเป2นผลใหjสูตรของ 

 เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมดนั้นครบถjวนทุกกรณี 
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เป2นเมทริกซ<ในรูปแบบที่แตกตmางกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  จึงเป2นผลใหjสูตรของ 
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