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บทคดย่อ  
บทความวิจัยฉบับนี้เป็นการศึกษาสูตรเมทริกซ์เลขชี้กำ�ลัง 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  
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เมื่อ  

  

ในปr ค.ศ. 1978 C. Moler และ C. Van Loan ไดjศึกษาเกี่ยวกับวิธีประมาณคmาของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 

 ตmอมาในปr ค.ศ. 1998 E. Celledoni และ A. Iserles ไดjเผยแพรmผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับการประมาณคmาของเมทริกซ<เลข

ชี้กำลังในกรุปลี และเมื่อปr ค.ศ. 2000 ปfญหาดังกลmาวไดjถูกนำมาศึกษาอีกครั้งเมื่อวิธีการกรุปลี (Lie group method) ถูก

นำไปใชjในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามัญ ซึ่งวิธีการนี้ระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามารถหาผลเฉลยไดjใน

พีชคณิตลี โดยอาศัยฟfงก<ชันพิกัดที่นิยามจากพีชคณิตไปยังกรุปที่สัมพันธ<กัน  

ในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลังนั้น สูตรของโรดรีก (Rodrigues formula) ([2]) เป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการ

คำนวณ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<สมมาตรเสมือน (นั่นคือ ) อันดับ 3 ที่มีสมาชิกจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา 

 เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

แลjวสูตรของโรดรีก คือ    

 

เมื่อ   
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Ae A
n

Ae 0¹A TA A= -
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

é ù
ê ú= -ê ú
ê ú- -ë û

2
3 2
sin 1 cosAe I A Aa a
a a

-
= + +

2 2 2
1 2 3u u ua = + +

A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú- -
ê ú- - -ë û

A Ae

2 3
4

Ae aI bA cA dA= + + +

เมื่่�อปีี ค.ศ. 2001 T. Politi ได้้ศึึกษาสููตรของ 

เมทริิกซ์์เลขชี้้�กำลััง สำหรัับเมทริิกซ์์จำนวนจริิงสมมาตร

เสมืือนอันัดับั 4 ซึ่่�งพบว่า่ ถ้า้ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เป็็นเมทริกิซ์์จำนวนจริงิ

สมมาตรเสมืือนอัันดัับ 4 ในรููปต่่อไปนี้้�

  

ในปr ค.ศ. 1978 C. Moler และ C. Van Loan ไดjศึกษาเกี่ยวกับวิธีประมาณคmาของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 

 ตmอมาในปr ค.ศ. 1998 E. Celledoni และ A. Iserles ไดjเผยแพรmผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับการประมาณคmาของเมทริกซ<เลข

ชี้กำลังในกรุปลี และเมื่อปr ค.ศ. 2000 ปfญหาดังกลmาวไดjถูกนำมาศึกษาอีกครั้งเมื่อวิธีการกรุปลี (Lie group method) ถูก

นำไปใชjในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามัญ ซึ่งวิธีการนี้ระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามารถหาผลเฉลยไดjใน

พีชคณิตลี โดยอาศัยฟfงก<ชันพิกัดที่นิยามจากพีชคณิตไปยังกรุปที่สัมพันธ<กัน  

ในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลังนั้น สูตรของโรดรีก (Rodrigues formula) ([2]) เป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการ

คำนวณ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<สมมาตรเสมือน (นั่นคือ ) อันดับ 3 ที่มีสมาชิกจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา 

 เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

แลjวสูตรของโรดรีก คือ    

 

เมื่อ   

เมื่อปr ค.ศ. 2001 T. Politi ไดjศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ซึ่ง

พบวmา ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

  

โดยที ่คmาเฉพาะของเมทริกซ<  แตกตmางกันทั ้งหมด แลjวจะสามารถหาสูตรของ  ไดjโดยอาศัยสูตรของซิลเวสเตอร< 

(Sylvester’s formula) ซึ่งจะไดjวmา  

 

 

 

Ae A
n

Ae 0¹A TA A= -
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

é ù
ê ú= -ê ú
ê ú- -ë û

2
3 2
sin 1 cosAe I A Aa a
a a

-
= + +

2 2 2
1 2 3u u ua = + +

A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú- -
ê ú- - -ë û

A Ae

2 3
4

Ae aI bA cA dA= + + +

โดยที่่�ค่า่เฉพาะของเมทริกิซ์ ์

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 แตกต่า่งกันัทั้้�งหมด แล้ว้

จะสามารถหาสููตรของ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 ได้้โดยอาศััยสููตรของ 

ซิิลเวสเตอร์์ (Sylvester’s formula) ซึ่่�งจะได้้ว่่า 

  

ในปr ค.ศ. 1978 C. Moler และ C. Van Loan ไดjศึกษาเกี่ยวกับวิธีประมาณคmาของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 

 ตmอมาในปr ค.ศ. 1998 E. Celledoni และ A. Iserles ไดjเผยแพรmผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับการประมาณคmาของเมทริกซ<เลข

ชี้กำลังในกรุปลี และเมื่อปr ค.ศ. 2000 ปfญหาดังกลmาวไดjถูกนำมาศึกษาอีกครั้งเมื่อวิธีการกรุปลี (Lie group method) ถูก

นำไปใชjในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามัญ ซึ่งวิธีการนี้ระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามารถหาผลเฉลยไดjใน

พีชคณิตลี โดยอาศัยฟfงก<ชันพิกัดที่นิยามจากพีชคณิตไปยังกรุปที่สัมพันธ<กัน  

ในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลังนั้น สูตรของโรดรีก (Rodrigues formula) ([2]) เป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการ

คำนวณ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<สมมาตรเสมือน (นั่นคือ ) อันดับ 3 ที่มีสมาชิกจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา 

 เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

แลjวสูตรของโรดรีก คือ    

 

เมื่อ   

เมื่อปr ค.ศ. 2001 T. Politi ไดjศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ซึ่ง

พบวmา ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

  

โดยที ่คmาเฉพาะของเมทริกซ<  แตกตmางกันทั ้งหมด แลjวจะสามารถหาสูตรของ  ไดjโดยอาศัยสูตรของซิลเวสเตอร< 

(Sylvester’s formula) ซึ่งจะไดjวmา  

 

 

 

Ae A
n

Ae 0¹A TA A= -
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

é ù
ê ú= -ê ú
ê ú- -ë û

2
3 2
sin 1 cosAe I A Aa a
a a

-
= + +

2 2 2
1 2 3u u ua = + +

A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú- -
ê ú- - -ë û

A Ae

2 3
4

Ae aI bA cA dA= + + +

เมื่อ

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

,

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

  

, 

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

    และ

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

 

โดยที่

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

คือเมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 4,     

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

  และ  

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

เมื่อ  

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

และ  

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

1. บทนำ�          
การคำ�นวณฟังก์ชันเมทริกซ์เป็นหนึ่งในปัญหา

ที่ท้าทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเส้นเชิงตัวเลข ฟ งก์ชัน 

เมทริกซ์หนึ่งที่น่าสนใจ  คือ ฟ งก์ชันเลขช้ีกำ�ลง สำ�หรับ 

เมทริกซ

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

ที่เป็นเมทริกซจ์ัตุรัสมิติ

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

(หรือเรียก

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

สัน้ ๆ  วา่เมทรกิซอ์นัดับ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

) เมทรกิซเ์ลขชีก้ำ�ลงั 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

(the exponential of 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

) นิยามโดย

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n
			       

เมื่อ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n
ในปี ค.ศ. 1978 C. Moler และ C. Van Loan 

ได้ศึกษาเกี่ยวกับวิธีประมาณค่าของ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เมื่อ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เป็น

เมทรกิซอ์นัดบั 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 ตอ่มาในป ีค.ศ. 1998 E. Celledoni 

และ A. Iserles ได้เผยแพร่ผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับ

การประมาณค่าของเมทริกซ์เลขชี้กำ�ลังในกรุปลี และ

เมื่อปี ค.ศ. 2000 ป ัญหาดังกล่าวได้ถูกนำ�มาศึกษา 

อีกคร้ังเม่ือวิธีการกรุปล (Lie group method) ถูกนำ�ไปใช้

ในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพุนัธส์ามญั ซึ่ง

วิธีการนี้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์สามารถหาผลเฉลยได้

ในพชีคณติลี โดยอาศัยฟังก์ชนัพกิดัทีน่ยิามจากพชีคณติ

ไปยงักรปุทีส่มัพนัธก์นั ในการคำ�นวณเมทรกิซเ์ลขชีก้ำ�ลงั

นัน้ สตูรของโรดรกี (Rodrigues formula) ([2]) เปน็สตูร

แบบชัดแจ้งที่ใช้ในการคำ�นวณ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

เมื่อ

  

ในปr ค.ศ. 1978 C. Moler และ C. Van Loan ไดjศึกษาเกี่ยวกับวิธีประมาณคmาของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 

 ตmอมาในปr ค.ศ. 1998 E. Celledoni และ A. Iserles ไดjเผยแพรmผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับการประมาณคmาของเมทริกซ<เลข

ชี้กำลังในกรุปลี และเมื่อปr ค.ศ. 2000 ปfญหาดังกลmาวไดjถูกนำมาศึกษาอีกครั้งเมื่อวิธีการกรุปลี (Lie group method) ถูก

นำไปใชjในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามัญ ซึ่งวิธีการนี้ระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามารถหาผลเฉลยไดjใน

พีชคณิตลี โดยอาศัยฟfงก<ชันพิกัดที่นิยามจากพีชคณิตไปยังกรุปที่สัมพันธ<กัน  

ในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลังนั้น สูตรของโรดรีก (Rodrigues formula) ([2]) เป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการ

คำนวณ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<สมมาตรเสมือน (นั่นคือ ) อันดับ 3 ที่มีสมาชิกจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา 

 เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

แลjวสูตรของโรดรีก คือ    

 

เมื่อ   

เมื่อปr ค.ศ. 2001 T. Politi ไดjศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ซึ่ง

พบวmา ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

  

โดยที ่คmาเฉพาะของเมทริกซ<  แตกตmางกันทั ้งหมด แลjวจะสามารถหาสูตรของ  ไดjโดยอาศัยสูตรของซิลเวสเตอร< 

(Sylvester’s formula) ซึ่งจะไดjวmา  

 

 

 

Ae A
n

Ae 0¹A TA A= -
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

é ù
ê ú= -ê ú
ê ú- -ë û

2
3 2
sin 1 cosAe I A Aa a
a a

-
= + +

2 2 2
1 2 3u u ua = + +

A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú- -
ê ú- - -ë û

A Ae

2 3
4

Ae aI bA cA dA= + + +

เป็น 

เมทริกซ์สมมาตรเสมือน (น่ันคือ 

  

ในปr ค.ศ. 1978 C. Moler และ C. Van Loan ไดjศึกษาเกี่ยวกับวิธีประมาณคmาของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 

 ตmอมาในปr ค.ศ. 1998 E. Celledoni และ A. Iserles ไดjเผยแพรmผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับการประมาณคmาของเมทริกซ<เลข

ชี้กำลังในกรุปลี และเมื่อปr ค.ศ. 2000 ปfญหาดังกลmาวไดjถูกนำมาศึกษาอีกครั้งเมื่อวิธีการกรุปลี (Lie group method) ถูก

นำไปใชjในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามัญ ซึ่งวิธีการนี้ระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามารถหาผลเฉลยไดjใน

พีชคณิตลี โดยอาศัยฟfงก<ชันพิกัดที่นิยามจากพีชคณิตไปยังกรุปที่สัมพันธ<กัน  

ในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลังนั้น สูตรของโรดรีก (Rodrigues formula) ([2]) เป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการ

คำนวณ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<สมมาตรเสมือน (นั่นคือ ) อันดับ 3 ที่มีสมาชิกจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา 

 เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

แลjวสูตรของโรดรีก คือ    

 

เมื่อ   

เมื่อปr ค.ศ. 2001 T. Politi ไดjศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ซึ่ง

พบวmา ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

  

โดยที ่คmาเฉพาะของเมทริกซ<  แตกตmางกันทั ้งหมด แลjวจะสามารถหาสูตรของ  ไดjโดยอาศัยสูตรของซิลเวสเตอร< 

(Sylvester’s formula) ซึ่งจะไดjวmา  

 

 

 

Ae A
n

Ae 0¹A TA A= -
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

é ù
ê ú= -ê ú
ê ú- -ë û

2
3 2
sin 1 cosAe I A Aa a
a a

-
= + +

2 2 2
1 2 3u u ua = + +

A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú- -
ê ú- - -ë û

A Ae

2 3
4

Ae aI bA cA dA= + + +

) อันดับ 3 

ที่มีสมาชิกจำ�นวนจริง กล่าวคือ ถ า 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เป็นเมทริกซ์

จำ�นวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปต่อไปนี้

  

ในปr ค.ศ. 1978 C. Moler และ C. Van Loan ไดjศึกษาเกี่ยวกับวิธีประมาณคmาของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 

 ตmอมาในปr ค.ศ. 1998 E. Celledoni และ A. Iserles ไดjเผยแพรmผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับการประมาณคmาของเมทริกซ<เลข

ชี้กำลังในกรุปลี และเมื่อปr ค.ศ. 2000 ปfญหาดังกลmาวไดjถูกนำมาศึกษาอีกครั้งเมื่อวิธีการกรุปลี (Lie group method) ถูก

นำไปใชjในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามัญ ซึ่งวิธีการนี้ระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามารถหาผลเฉลยไดjใน

พีชคณิตลี โดยอาศัยฟfงก<ชันพิกัดที่นิยามจากพีชคณิตไปยังกรุปที่สัมพันธ<กัน  

ในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลังนั้น สูตรของโรดรีก (Rodrigues formula) ([2]) เป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการ

คำนวณ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<สมมาตรเสมือน (นั่นคือ ) อันดับ 3 ที่มีสมาชิกจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา 

 เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

แลjวสูตรของโรดรีก คือ    

 

เมื่อ   

เมื่อปr ค.ศ. 2001 T. Politi ไดjศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ซึ่ง

พบวmา ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

  

โดยที ่คmาเฉพาะของเมทริกซ<  แตกตmางกันทั ้งหมด แลjวจะสามารถหาสูตรของ  ไดjโดยอาศัยสูตรของซิลเวสเตอร< 

(Sylvester’s formula) ซึ่งจะไดjวmา  

 

 

 

Ae A
n

Ae 0¹A TA A= -
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

é ù
ê ú= -ê ú
ê ú- -ë û

2
3 2
sin 1 cosAe I A Aa a
a a

-
= + +

2 2 2
1 2 3u u ua = + +

A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú- -
ê ú- - -ë û

A Ae

2 3
4

Ae aI bA cA dA= + + +

แล้้วสููตรของโรดรีีก คืือ 		

  

ในปr ค.ศ. 1978 C. Moler และ C. Van Loan ไดjศึกษาเกี่ยวกับวิธีประมาณคmาของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 

 ตmอมาในปr ค.ศ. 1998 E. Celledoni และ A. Iserles ไดjเผยแพรmผลงานวิจัย 2 ชิ้น เกี่ยวกับการประมาณคmาของเมทริกซ<เลข

ชี้กำลังในกรุปลี และเมื่อปr ค.ศ. 2000 ปfญหาดังกลmาวไดjถูกนำมาศึกษาอีกครั้งเมื่อวิธีการกรุปลี (Lie group method) ถูก

นำไปใชjในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามัญ ซึ่งวิธีการนี้ระบบสมการเชิงอนุพันธ<สามารถหาผลเฉลยไดjใน

พีชคณิตลี โดยอาศัยฟfงก<ชันพิกัดที่นิยามจากพีชคณิตไปยังกรุปที่สัมพันธ<กัน  

ในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลังนั้น สูตรของโรดรีก (Rodrigues formula) ([2]) เป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการ

คำนวณ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<สมมาตรเสมือน (นั่นคือ ) อันดับ 3 ที่มีสมาชิกจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา 

 เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

แลjวสูตรของโรดรีก คือ    

 

เมื่อ   

เมื่อปr ค.ศ. 2001 T. Politi ไดjศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ซึ่ง

พบวmา ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

  

โดยที ่คmาเฉพาะของเมทริกซ<  แตกตmางกันทั ้งหมด แลjวจะสามารถหาสูตรของ  ไดjโดยอาศัยสูตรของซิลเวสเตอร< 

(Sylvester’s formula) ซึ่งจะไดjวmา  

 

 

 

Ae A
n

Ae 0¹A TA A= -
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

é ù
ê ú= -ê ú
ê ú- -ë û

2
3 2
sin 1 cosAe I A Aa a
a a

-
= + +

2 2 2
1 2 3u u ua = + +

A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú- -
ê ú- - -ë û

A Ae

2 3
4

Ae aI bA cA dA= + + +

  

เมื่อ ,     ,    และ     

 

 

โดยที่  คือเมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ 4,     และ   

เมื่อ  และ   

2cosa ca a= +
2sinb da a

a
= +

2 2
cos cosc µ a
a µ

-
=

-

2 2
sin sin
( )

d a µ µ a
aµ a µ

-
=

-

4I
2

2 2 04
2

a - -= a a a 2
2 2 04

2
µ + -= a a a

2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 5 6a u u u u u u= + + + + + ( )20 1 6 3 4 2 5a u u u u u u= + -

745-66-.indd   47745-66-.indd   47 14/7/2566 BE   15:1614/7/2566 BE   15:16



48

Thai Science and Technology Journal				           Vol. 31 No. 3 May-June 2023

สำหรัับบทความวิิจััยฉบัับนี้้�จะศึึกษาการหา

สููตรเมทริิกซ์์เลขชี้้�กำลััง 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เมื่่�อ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เป็็นเมทริิกซ์์กึ่่�ง

สมมาตรเสมืือนในบางรููปแบบ ดัังบทนิิยามต่่อไปนี้้�

บทนิิยาม 1.1 กำหนดให้้ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เป็็นเมทริิกซ์์จััตุุรััสอัันดัับ 

n  จ ะเรีียก 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 ว่ าเมทริิกซ์์กึ่่�งสมมาตรเสมืือน (semi 

skew-symmetric matrix) ก็ ็ต่่อเมื่่�อมีี เมทริิกซ์์

เครื่่�องหมาย (อัันดัับ n ) 

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึง่สมมาตรเสมอืนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

 ที่่ �

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึง่สมมาตรเสมอืนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

เมื่่�อ 

เมทริิกซ์์เครื่่�องหมาย (signature matrix) คือ เมทริิกซ์์

ทแยงมุุมที่่�มีสีมาชิกิบนเส้น้ทแยงมุมุหลักัเป็น็ 1 หรือื – 1  

เท่่านั้้�น ส่่วนสมาชิิกอื่่�นเป็็น 0 

ในทำนองเดีียวกััน สูู ตรของโรดรีีกยัังเป็็นสููตร

แบบชััดแจ้้งที่่�ใช้้ในการคำนวณเมทริิกซ์์เลขชี้้�กำลััง 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

  

เมื่่�อ

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

เป็็นเมทริิกซ์์ก่ึ่�งสมมาตรเสมืือนอัันดัับ 3 ที่่ � 

มีีสมาชิิกของเมทริิกซ์์เป็็นจำนวนจริง กล่่าวคืือ ถ้ ้า

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

   

เป็็นเมทริิกซ์์จำนวนจริิงกึ่่�งสมมาตรเสมืือนอัันดัับ 3  

ในรููปต่่อไปนี้้�

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึง่สมมาตรเสมอืนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

กล่่าวคืือ 

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึง่สมมาตรเสมอืนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

  เมื่่�อ 

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

แล้วโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะได้ว่า 

ถ้า

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึง่สมมาตรเสมอืนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

 แล้ว 

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

และ ถ้า 

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึง่สมมาตรเสมอืนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

 แล้ว  

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

ในปีี ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ 

Y. Yayli   ได้้ศึึกษาการหาสููตรของเมทริิกซ์์เลขชี้้�กำลััง  

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

เมื่่�อ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เป็็นเมทริิกซ์์จำนวนจริิงกึ่่�งสมมาตรเสมืือน

อัันดัับ 4 ในรููปต่่อไปนี้้�

 

 

สำหรับบทความวิจัยฉบับนี้จะศึกษาการหาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนในบาง

รูปแบบ ดังบทนิยามตmอไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จัตุรัสอันดับ  จะเรียก  วmาเมทริกซ(กึ่งสมมาตรเสมือน (semi skew-symmetric 

matrix) ก็ตmอเมื่อมีเมทริกซ<เครื่องหมาย (อันดับ )  ที่   เมื่อเมทริกซ<เครื่องหมาย (signature matrix) คือ 

เมทริกซ<ทแยงมุมที่มีสมาชิกบนเสjนทแยงมุมหลักเป2น 1 หรือ – 1  เทmานั้น สmวนสมาชิกอื่นเป2น 0  

ในทำนองเดียวกัน สูตรของโรดรีกยังเป2นสูตรแบบชัดแจjงที่ใชjในการคำนวณเมทริกซ<เลขชี้กำลัง    เมื่อ    เป2น

เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 3 ที่มีสมาชิกของเมทริกซ<เป2นจำนวนจริง กลmาวคือ ถjา  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตร

เสมือนอันดับ 3 ในรูปตmอไปนี้ 

 

กลmาวคือ   เมื่อ  

แลjวโดยอาศัยสูตรของโรดรีก ([3]) จะไดjวmา  

ถjา  แลjว  

และ ถjา  แลjว   

ในปr ค.ศ. 2005 L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  ไดjศึกษาการหาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2น

เมทริกซ<จำนวนจริงกึง่สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปตmอไปนี้ 

 

Ae A

A n A

n e TA Ae e= -

Ae A
A

3 2

3 1

2 1

0
0

0

u u
A u u

u u

-é ù
ê ú= -ê ú
ê ú-ë û

TA Ae e= -
1 0 0
0 1 0
0 0 1

e
-é ù
ê ú=
ê ú
ê úë û

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + > ( ) 2

3 2

cosh 1sinhAe A A
aa

a a
I

-
= + +

2 2 2
1 2 3 0u u ua = - + + < ( ) 2

3 2

1 cossin aa
a a

I
-

= + +Ae A A

Ae A

6 5 3

6 4 2

5 4 1

3 2 1

0
0

0
0

u u u
u u u

A
u u u
u u u

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

กล่่าวคืือ 

 

 

กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 

TA Ae e= -

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú-= ê ú
ê ú
ê ú
ë û

e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

A TA Ae e= -

A A

Ae 0A ¹
TA Ae e= - e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú
ê ú-ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-= ê ú
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú-ë û

A 0A ¹ TA Ae e= - e
A

 เมื่่�อ 

 

 

กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 

TA Ae e= -

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú-= ê ú
ê ú
ê ú
ë û

e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

A TA Ae e= -

A A

Ae 0A ¹
TA Ae e= - e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú
ê ú-ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-= ê ú
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú-ë û

A 0A ¹ TA Ae e= - e
A

จะเห็น็ได้้ว่า่ในกรณีีที่่�

 

 

กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 

TA Ae e= -

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú-= ê ú
ê ú
ê ú
ë û

e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

A TA Ae e= -

A A

Ae 0A ¹
TA Ae e= - e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú
ê ú-ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-= ê ú
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú-ë û

A 0A ¹ TA Ae e= - e
A

 เป็น็เมทริิกซ์์เครื่่�องหมายอัันดับั 

4 ที่่�อยู่่�ในรููป

 

 

กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 

TA Ae e= -

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú-= ê ú
ê ú
ê ú
ë û

e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

A TA Ae e= -

A A

Ae 0A ¹
TA Ae e= - e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú
ê ú-ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-= ê ú
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú-ë û

A 0A ¹ TA Ae e= - e
A

แ ล ะ

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

เ ป็็ น เ ม ท ริิ ก ซ์์ อัั น ดัั บ  4  ที่่ � ซึ่่� ง 

 

 

กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 

       และ  เป2นเมทริกซ<อันดับ 4 ที่ซึ่ง   

จะไดjวmาเมทริกซ<  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 รูปแบบเดียวกันกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, 

M.K. Karacan และ Y. Yayli 

โดยอาศัยแนวคิดดังกลmาว บทความวิจัยฉบับนี้ จึงศึกษาสูตรของเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  สำหรับเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่ง

สมมาตรเสมือนอันดับ 4 ในรูปแบบอื่น กลmาวคือ จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือน

อันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด โดยที่  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่กำหนดโดย 

,          ,  

            หรือ   

 

2. ผลงานวิจัย  

กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 โดยที่  นั่นคือ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<

เครื่องหมายอันดับ 4  จะไดjวmา  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 

TA Ae e= -

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú-= ê ú
ê ú
ê ú
ë û

e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú-ë û

A TA Ae e= -

A A

Ae 0A ¹
TA Ae e= - e

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-ê ú=
ê ú
ê ú-ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

é ù
ê ú-= ê ú
ê ú-
ê ú
ë û

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

e

-é ù
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú-ë û

A 0A ¹ TA Ae e= - e
A

จะได้้ว่่าเมทริิกซ์์ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เป็็นเมทริิกซ์์

จำนวนจริิงกึ่่�งสมมาตรเสมืือนอัันดัับ 4 รููปแบบเดีียวกััน

กับัเมทริกิซ์ ์

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 ในงานวิจิัยัของ L. Kula, M.K. Karacan 

และ Y. Yayli

โดยอาศััยแนวคิดดัังกล่่าว  บทความวิิจััยฉบัับนี้้� 

จึึงศึึกษาสููตรของเมทริิกซ์์เลขชี้้�กำลััง   สำหรัับเมทริิกซ์์

จำนวนจริงกึ่่�งสมมาตรเสมืือนอัันดัับ 4  ในรููปแบบอื่่�น 

กล่่าวคืือ จ ะศึึกษาสููตรของ 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  

Ae A

Ae A

A n n´ A n
Ae A

2 3 4

0 ! 2! 3! 4!

n
A

n
n

A A A Ae I A
n

¥

=

= = + + + + +å !

0 = nA I n

 เมื่่�อ 

 

 

กลmาวคือ  เมื่อ  

จะเห็นไดjวmาในกรณีที่  เป2นเมทริกซ<เครื่องหมายอันดับ 4 ที่อยูmในรูป 
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ปีที่ 31 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2566	 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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เมื่อ     หรือ         

 

เนื่องจาก พหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ  โดยการคำนวณจึงทำใหjไดjบทตั้งดังตmอไปนี้ 

บทตั้ง 2.1   กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา พหนุามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ   

 

เมื่อ  (i) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.1)   แลjว  

     และ   

และ  (ii) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.2)  แลjว  

      และ   
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 และ	
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เมื่อ    หรือ  

และ  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 
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เมื่อ     หรือ         

 

เนื่องจาก พหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ  โดยการคำนวณจึงทำใหjไดjบทตั้งดังตmอไปนี้ 

บทตั้ง 2.1   กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา พหนุามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ   

 

เมื่อ  (i) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.1)   แลjว  

     และ   

และ  (ii) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.2)  แลjว  

      และ   
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และ  (ii) ถ้้า A  เป็็นเมทริิกซ์์นิิยามดััง (2.2)  แล้้ว	
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เนื่องจาก พหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ  โดยการคำนวณจึงทำใหjไดjบทตั้งดังตmอไปนี้ 

บทตั้ง 2.1   กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา พหนุามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ   

 

เมื่อ  (i) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.1)   แลjว  

     และ   

และ  (ii) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.2)  แลjว  

      และ   
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และ  จะอยูmในรูปแบบตmอไปนี้ 
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เนื่องจาก พหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ  โดยการคำนวณจึงทำใหjไดjบทตั้งดังตmอไปนี้ 

บทตั้ง 2.1   กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา พหนุามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ<  คือ   

 

เมื่อ  (i) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.1)   แลjว  

     และ   

และ  (ii) ถjา  เป2นเมทริกซ<นิยามดัง (2.2)  แลjว  

      และ   
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บทตั้้�ง 2.2  ถ้้า 

  

สูตรเมทริกซ+เลขช้ีกำลัง 

สำหรับเมทริกซ+จำนวนจริงก่ึงสมมาตรเสมือนอันดับ 4 บางรูปแบบ 

Formulas of the Exponential Matrix for  

Some Real Semi Skew-Symmetric Matrices of Order 4 

 

บทคัดย'อ   

            บทความวิจัยฉบับนี้เป2นการศึกษาสูตรเมทริกซ<เลขชี้กำลัง  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 

4 บางรูปแบบ 

คำสำคัญ: เมทริกซ<เลขชี้กำลัง; เมทริกซ<กึ่งสมมาตรเสมือน; สูตรของซิลเวสเตอร< 

 

Abstract  

In this paper the formula of the exponential matrix  for some real semi skew-symmetric matrix  

of order 4 is derived. 

Keywords: exponential matrix; semi skew–symmetric matrix; Sylvester's formula 

 

1. บทนำ           

การคำนวณฟfงก<ชันเมทริกซ<เป2นหนึ่งในปfญหาที่ทjาทายมากที่สุดในพีชคณิตเชิงเสjนเชิงตัวเลข ฟfงก<ชันเมทริกซ<หนึ่งที่

นmาสนใจ คือ ฟfงก<ชันเลขชี้กำลัง สำหรับเมทริกซ<  ที่เป2นเมทริกซ<จัตุรัสมิติ  (หรือเรียก  สั้น ๆ วmาเมทริกซ<อันดับ )   

เมทริกซ<เลขชี้กำลัง  (the exponential of ) นิยามโดย  

     

เมื่อ  คือ เมทริกซ<เอกลักษณ<อันดับ  
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 เป็็นเมทริิกซ์์ที่่�นิิยามดััง (2.1) หรืือ 

(2.2) แล้้ว 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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จากบทตั้้�ง 2.1 จะได้้ว่่า

ถ้ า

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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แล้ ว

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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จ ะ 

เป็นค่าเฉพาะของเมทริกซ์  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 ซึ่ งจะเห็นได้ว่า  

ค่าเฉพาะทั้ง 4 ค่าของเมทริกซ์ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 นั้นจะอยู่ใน 

รูปของ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 ดั งนั้นตลอดการศึกษา 

บทความวิจัยฉบับนี้ จึ งกำ�หนดค่าของ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นได้ว่า 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 ดังนั้น  

ถ้า 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 แล้ว  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้้�ง 2.3  กำหนดให้้ A   เป็็นเมทริิกซ์์ที่่�นิยามดััง (2.1) หรืือ (2.2) จะได้้ว่่า ค่่าเฉพาะ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา
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กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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  และ

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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(2) ถ้้า 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 2 0k <  แล้้ว 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 เมื่่�อ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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(3) ถ้ ้า 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   

A ( ) ( )p pl l- =

( ) 4 2
2 0 0p k kl l l= + + = l A

A 0k 2k

0k 2k 0 0k ³ 2
2 04 0k k- > 2 0¹k

A 1 2 3, ,l l l 4l
A

2
2 04 0k k- > 2 0k > 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

2
2 04 0k k- > 2 0k < 1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

2
2 04 0k k- < 1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = -

z u iv= + 0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

2
2 04 0k k- = 2 0k > 1 3 il l µ= = 2 4 il l µ= = - 2

2
kµ =

2
2 04 0k k- = 2 0k < 1 3l l a= = 2 4l l a= = - 2

2
ka -

=

2
2 04 0k k- = 2 0=k 1 2 3 4 0l l l l= = = =

Ae A
2
2 04 0k k- > 0 0k ¹ 2

2 04 0k k- <
Ae A 1 2 3, ,l l l 4l

 แล้้ว 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เมื่่�อ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 โดยที่่� 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   

A ( ) ( )p pl l- =

( ) 4 2
2 0 0p k kl l l= + + = l A

A 0k 2k

0k 2k 0 0k ³ 2
2 04 0k k- > 2 0¹k

A 1 2 3, ,l l l 4l
A

2
2 04 0k k- > 2 0k > 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

2
2 04 0k k- > 2 0k < 1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

2
2 04 0k k- < 1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = -

z u iv= + 0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

2
2 04 0k k- = 2 0k > 1 3 il l µ= = 2 4 il l µ= = - 2

2
kµ =

2
2 04 0k k- = 2 0k < 1 3l l a= = 2 4l l a= = - 2

2
ka -

=

2
2 04 0k k- = 2 0=k 1 2 3 4 0l l l l= = = =

Ae A
2
2 04 0k k- > 0 0k ¹ 2

2 04 0k k- <
Ae A 1 2 3, ,l l l 4l

และ

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 
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เมื่่�อ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   

A ( ) ( )p pl l- =

( ) 4 2
2 0 0p k kl l l= + + = l A

A 0k 2k

0k 2k 0 0k ³ 2
2 04 0k k- > 2 0¹k

A 1 2 3, ,l l l 4l
A

2
2 04 0k k- > 2 0k > 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

2
2 04 0k k- > 2 0k < 1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

2
2 04 0k k- < 1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = -

z u iv= + 0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

2
2 04 0k k- = 2 0k > 1 3 il l µ= = 2 4 il l µ= = - 2

2
kµ =

2
2 04 0k k- = 2 0k < 1 3l l a= = 2 4l l a= = - 2

2
ka -

=

2
2 04 0k k- = 2 0=k 1 2 3 4 0l l l l= = = =

Ae A
2
2 04 0k k- > 0 0k ¹ 2

2 04 0k k- <
Ae A 1 2 3, ,l l l 4l

(5) ถ้้า  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 แล้้ว 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 เมื่่�อ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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(6) ถ้้า 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   

A ( ) ( )p pl l- =

( ) 4 2
2 0 0p k kl l l= + + = l A

A 0k 2k

0k 2k 0 0k ³ 2
2 04 0k k- > 2 0¹k

A 1 2 3, ,l l l 4l
A

2
2 04 0k k- > 2 0k > 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

2
2 04 0k k- > 2 0k < 1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

2
2 04 0k k- < 1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = -

z u iv= + 0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

2
2 04 0k k- = 2 0k > 1 3 il l µ= = 2 4 il l µ= = - 2

2
kµ =

2
2 04 0k k- = 2 0k < 1 3l l a= = 2 4l l a= = - 2

2
ka -

=

2
2 04 0k k- = 2 0=k 1 2 3 4 0l l l l= = = =

Ae A
2
2 04 0k k- > 0 0k ¹ 2

2 04 0k k- <
Ae A 1 2 3, ,l l l 4l

 แล้้ว  

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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ปีที่ 31 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2566	 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ Ae  เมื่อ A  เป็นเมทริกซ์จำ�นวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีค่าเฉพาะ 

แตกตา่งกนัทัง้หมด กลา่วคอื จะศกึษาในกรณทีี่ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 โดยที่ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 

 เป2นดังนี้ 

(1)  ถjา   และ   แลjว  และ    เมื่อ 

   และ    

(2) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ  

  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 

formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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 และในกรณทีี่ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  

 

จากบทตั้ง 2.1 จะไดjวmา ถjา   แลjว  จะเป2นคmาเฉพาะของเมทริกซ<  ซึ่งจะเห็นไดjวmา คmา

เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   

บทตั้ง 2.3  กำหนดใหj   เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) จะไดjวmา คmาเฉพาะ   และ  ของเมทริกซ< 
 เป2นดังนี้ 
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  และ    

(3) ถjา   แลjว   และ   

 เมื่อ  โดยที่   และ     

(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   

(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เท่านั้น การพิจารณาหาสูตรของ 
Ae  เมื่อ A  มีค่าเฉพาะ 

 

 

บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  
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เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 
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(3) ถjา   แลjว   และ   
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(6) ถjา   และ  แลjว    

 

บทความวิจัยนี้จะศึกษาสูตรของ  เมื่อ  เป2นเมทริกซ<จำนวนจริงกึ่งสมมาตรเสมือนอันดับ 4 ที่มีคmาเฉพาะแตกตmางกันทั้งหมด 

กลmาวคือ จะศึกษาในกรณีที่  โดยที่  และในกรณีที่  เทmานั้น การพิจารณาหาสูตร

ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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บทตั้ง 2.2  ถjา  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) แลjว  
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เฉพาะทั้ง 4 คmาของเมทริกซ<  นั้นจะอยูmในรูปของ  และ  ดังนั้นตลอดการศึกษาบทความวิจัยฉบับนี้ จึงกำหนดคmาของ 

 และ  ดังบทตั้ง 2.1 นอกจากนี้ จะเห็นไดjวmา  ดังนั้น ถjา  แลjว   
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(4) ถjา   และ  แลjว    และ   เมื่อ   

(5) ถjา   และ  แลjว   และ   เมื่อ   
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ของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะ  และ  ที่แตกตmางกันทั้งหมดนั้น เราสามารถใชjสูตรของซิลเวสเตอร< (Sylvester’s 
formula) ([6]) ไดj ซึ่งจะไดjวmา   
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เราสามารถใช้สูตรของซลิเวสเตอร์ (Sylvester’s formula) ([6]) ได้ ซึ่งจะได้ว่า  

					   

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  
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เมื่่�อ iA  คืือ โฟรเบนิิอุุสโคแวเรีียนต์์ของ A  ที่่�กำหนดโดย 
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ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 
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ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 สำหรัับทุุก

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

จะเห็็นได้้ว่่า iA  อยู่่�ในรููปพหุุนามดีีกรีี 3 ของ A   สำหรัับทุุก 1,2,3,4i =  ซึ่่�งทำให้้ Ae  อยู่่�ใน

รููปพหุุนามดีีกรีี 3 ของ A   เช่่นกััน จากสมการ (2.3) จะเห็็นว่่าการคำนวณหา Ae  นั้้�น ต้้องคำนวณหาสััมประสิิทธิ์์� 

1 2 3, ,A A A  และ 4A  แต่่เนื่่�องจาก Ae  อยู่่�ในรููปพหุุนามดีีกรีี 3 ของ A  ดัังนั้้�น จึึงจะคำนวณหา Ae  โดยสมมติิ

ให้้ 

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 และถ้้า ix  เป็็นเวกเตอร์์เฉพาะที่่�สมนััยกัับค่่าเฉพาะ 

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 สำหรัับทุุก 
1,2,3,4i =  (นั่่�นคืือ 

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 สำหรัับทุุก 1,2,3,4i = ) แล้้วจะได้้ว่่า
A

ie x

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 สำหรัับทุุก 1,2,3,4i = 	

เนื่องจาก

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

ดังนั้น  สำ�หรับทุก 1,2,3,4i =  จะได้ว่า

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

จึงได้ว่า    

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 สำ�หรับทุก 1,2,3,4i = 	

ดังนั้น	

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 สำ�หรับทุก 1,2,3,4i = 	   	   (2.4)

จากการใช้้สููตรของซิิลเวสเตอร์์นี้้� จ ะนำไปสู่่�การพิิสููจน์์สููตรของ Ae  เมื่่�อ A  มี ค่่าเฉพาะที่่�แตกต่่างกัันทั้้�งหมดดััง

ทฤษฎีีบทต่่อไปนี้้� 

ทฤษฎีบท 2.4  กำ�หนดให้ A  เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ 

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 โดยที่  2 0k >   

และ   0 0k >   จะได้ว่า  	 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +   	 	  	 	   (2.5) 

745-66-.indd   51745-66-.indd   51 14/7/2566 BE   15:1714/7/2566 BE   15:17



52

Thai Science and Technology Journal				           Vol. 31 No. 3 May-June 2023

เมื่อ         

 

 

             (2.3) 

เมื่อ  คือ โฟรเบนิอุสโคแวเรียนต<ของ  ที่กำหนดโดย   สำหรับทุก  

จะเห็นไดjวmา  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   สำหรับทุก  ซึ่งทำใหj  อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ   

เชmนกัน จากสมการ (2.3) จะเห็นวmาการคำนวณหา  นั้น ตjองคำนวณหาสัมประสิทธิ์  และ  แตmเนื่องจาก 

 อยูmในรูปพหุนามดีกรี 3 ของ  ดังนั้น จึงจะคำนวณหา  โดยสมมติใหj  และถjา 

 เป 2นเวกเตอร < เฉพาะท ี ่สมน ัยก ับค mาเฉพาะ  สำหร ับท ุก  (น ั ่นค ือ   สำหร ับทุก 

) แลjวจะไดjวmา 

      สำหรับทุก   

เนื่องจาก     

ดังนั้น  สำหรับทุก  จะไดjวmา 

  

จึงไดjวmา    

                สำหรับทุก   

ดังนั้น      สำหรับทุก   (2.4) 

จากการใชjสูตรของซิลเวสเตอร<นี้ จะนำไปสูmการพิสูจน<สูตรของ  เมื่อ  มีคmาเฉพาะที่แตกตmางกันทั้งหมดดังทฤษฎีบทตmอไปนี้  

 

ทฤษฎีบท 2.4 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2)  และ  โดยที่   และ  

  จะไดjวmา           (2.5)  

เมื่อ           ,          

4

1

iA
i

i
e e Al

=

=å

iA A ( )
4

4
1

1
i j

j
j i

i j
A A l

l l=
¹

I
-

= -Õ 1,2,3,4i =

iA A 1,2,3,4i = Ae A
Ae 1 2 3, ,A A A 4A

Ae A Ae 2 3
4

Ae a bA cA dAI= + + +

ix il 1,2,3,4i = i i iAx xl=
1,2,3,4i =

A
ie x 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3 4

4
0 ! 2! 3! 4!

n
A

n

A A A Ae A
n

¥

=

I= = + + + + +å !

1,2,3,4i =

2 3

4 2! 3!
A
i i

A Ae x A x
æ ö

= I + + + +ç ÷
è ø

!
2 3

4
1 1 ...
2! 3!i i i ixl l læ ö= I + + + +ç ÷

è ø
i
ie xl=

i A
i ie x e xl = 2 3

i i i i i i iax b x c x d xl l l= + + +

( )2 3
i i i ia b c d xl l l= + + + 1,2,3,4i =

2 3i
i i ie a b c dl l l l= + + + 1,2,3,4i =

Ae A

A 2
2 04 0k k- > 2 0k >

0 0k > 2 3
1 4 1 1 1

A Ie a b A c A d A= + + +

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-
 	     	

	

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 	  (2.6) 

บทพิสูจน์  กำ�หนดให้ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 โดยที่  2 0k >   และ   0 0k >   โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะได้ว่า ค่าเฉพาะ

ของเมทริกซ ์ A  นั้นแตกต่างกันทั้งหมด ดังนี้ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 และ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 โดยที่

	  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

  และ    

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

เมื่อแทนค่า 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 เมื่อ 1,2,3,4i =  ลงในสมการ (2.4) จะได้ว่า

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 	      (1)

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 	     (2)

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 	      (3)

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	 	      (4)

โดยสูตรของออยเลอร์ cos sinixe x i x= +  และ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 จะได้ว่า

 	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	     (5)

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	     (6)

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	     (7)

	

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	 	 	     (8)

นำ�สมการ (5) + (6) จะได้  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 หรือ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	     (9)

นำ�สมการ (7) + (8) จะได้  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 หรือ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	 	    (10)

นำ�สมการ (5) – (6) จะได้  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

หรือ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

	    (11)

นำ�สมการ (7) – (8) จะได้  

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

 หรือ 

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

            (12)

จากการแก้ระบบสมการ (9) - (12) จะได้

 

 

    และ                        (2.6)  

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่   และ    โดยบทตั้ง 2.3 (1) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ< 

 นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

   และ   

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (1) 

       (2) 

       (3) 

       (4) 

โดยสูตรของออยเลอร<  และ  จะไดjวmา 

      (5) 

      (6) 

      (7) 

      (8) 

นำสมการ (5) + (6) จะไดj    หรือ       (9) 

นำสมการ (7) + (8) จะไดj    หรือ       (10) 

นำสมการ (5) – (6) จะไดj   หรือ    (11) 

นำสมการ (7) – (8) จะไดj   หรือ    (12) 

จากการแกjระบบสมการ (9) - (12) จะไดj 

  ,          

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k > 0 0k >

A 1 1 2 1 3 1, ,i i il a l a l µ= = - = 4 1il µ= -

2
2 2 0

1

4
2

k k k
a

- -
=

2
2 2 0

1

4
2

k k k
µ

+ -
=

il 1,2,3,4i =

1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a= = + - -

2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl a a a a-= = - - +

3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ= = + - -

4 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1

ie e a ib c idl µ µ µ µ-= = - - +

cos sinixe x i x= + cos sinixe x i x- = -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c ida a a a a- = - - +

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ+ = + - -

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1cos sini a ib c idµ µ µ µ µ- = - - +

2
1 1 1 12cos 2 2a ca a= - 2

1 1 1 1cos a ca a= -

2
1 1 1 12cos 2 2a cµ µ= - 2

1 1 1 1cos a cµ µ= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib ida a a= - 3

1 1 1 1 1sin b da a a= -

3
1 1 1 1 12 sin 2 2i ib idµ µ µ= - 3

1 1 1 1 1sin b dµ µ µ= -

2 2
1 1 1 1

1 2 2
1 1

cos cosa a µ µ a
a µ

-
=

- ( )
3 3
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sinb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-
 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +
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ปีที่ 31 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2566	 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

ทฤษฎีีบท 2.5  กำหนดให้้ A  เป็็นเมทริกิซ์์ที่่�นิิยามดังั (2.1) หรือื (2.2) และ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
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1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
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=
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il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 โดยที่่� 2 0k <  และ  

0 0k >  จะได้้ว่่า	   

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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=
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2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +
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2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +
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2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 	 	 	               (2.7) 

เมื่อ      

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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=
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il 1,2,3,4i =
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2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	

	

  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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=
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2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

  และ	   

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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	  (2.8)

 

บทพิสูจน ์ กำ�หนดให ้

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 โดยที่  2 0k <  และ   0 0k >   โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะได้ว่า ค่าเฉพาะ 

ของเมทริกซ์ A  น้ันแตกต่างกันท้ังหมด ดังนี้  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 และ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

  โดยที่  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

เมื่อแทนค่า 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 เมื่อ 1,2,3,4i =  ลงในสมการ (2.4) จะได้ว่า

	  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	 	 	 	 	    (13)

	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k >

2 3
2 4 2 2 2

Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

2
2 04 0k k- > 2 0k < 0 0k > A

1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
2 2 0

2

4
2

k k k
a

- + -
=

2
2 2 0

2

4
2

k k k
µ

- - -
=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		 	 	 	 	    (14)

	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 

1 1
1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=

- ( )
1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1

sin sind a µ µ a
a µ a µ

-
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-
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2 3
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Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
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=
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=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		 	 	 	 	    (15)

	

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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Ae a b A c A d AI= + + +

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2
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=
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2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +
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2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +
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2 2 2 2 2sinh b da a a= +
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2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

		 	 	 	 	    (16)

นำ�สมการ (13) + (14) จะได้

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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=
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=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 หรือ  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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2
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2
2 2 0

2

4
2

k k k
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=
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=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	    (17)

นำ�สมการ (15) + (16) จะได้ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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a µ
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=
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=

-

2
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1 2 2 2 3 2, ,l a l a l µ= = - = 4 2l µ= -

2
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- + -
=
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=

il 1,2,3,4i =

1 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 หรือ  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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1 2 2

1 1

cos cosc µ a
a µ

-
=
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=
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=

il 1,2,3,4i =
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2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

	    (18)

นำ�สมการ (17) - (18) จะได้ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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=
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=
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=

il 1,2,3,4i =
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2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a= = + + +

2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl a a a a-= = - + -

3 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ= = + + +

4 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2e e a b c dl µ µ µ µ-= = - + -

2 2 2
2 2 22 2e e a ca a a-+ = + 2

2 2 2 2cosh a ca a= +

2 2 2
2 2 22 2e e a cµ µ µ-+ = + 2

2 2 2 2cosh a cµ µ= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b da a a a-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b da a a= +

2 2 3
2 2 2 22 2e e b dµ µ µ µ-- = + 3

2 2 2 2 2sinh b dµ µ µ= +

 หรือ  

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 

นำสมการ (13) + (14) จะไดj   หรือ     (17) 

นำสมการ (15) + (16) จะไดj   หรือ     (18) 

นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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   (19)

นำ�สมการ (15) - (16) จะได้ 

 

 

    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 
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นำสมการ (17) - (18) จะไดj  หรือ      (19) 

นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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    และ                                       ▄ 

                        

ทฤษฎีบท 2.5 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  โดยที่  และ   

จะไดjวmา             (2.7)  

เมื่อ  ,      

      และ           (2.8) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยที่  และ    โดยบทตั้ง 2.3 (2) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  

นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้   และ   โดยที่ 

 และ    

เมื่อแทนคmา  เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

        (13) 

       (14) 

       (15) 

       (16) 
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นำสมการ (15) - (16) จะไดj   หรือ      (20) 

จากการแกjระบบสมการ (17) - (20) จะไดj 
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จากการแก้ระบบสมการ (17) - (20) จะได้ 	 	 	

                                         	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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ทฤษฎีบท 2.6  กำ�หนดให้ A  เป็นเมทริกซ์ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ  

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 
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     (24) 
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จะได้ว่า	 	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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	 	 	 	   	   (2.9)

เมื่อ 	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 
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,      

      และ                   ▄                    
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ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2

cosh coshc a µ
a µ

-
=

- ( )
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-

A 2
2 04 0k k- <

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < A

1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +

0 2
1 2
2

u k k= - 0 2
1 2
2

v k k= +

( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

เมื่อแทนค่า 

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a
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=
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sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2
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sinh sinhd µ a a µ
a µ a µ

-
=

-
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2 04 0k k- <

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +
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uv
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1 3 sinh cos 3 cosh sin
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b v v u u v u u v u v
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1 sinh sin
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=
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1 cosh sin sinh cos
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( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

 เมื่อ 1,2,3,4i =  ลงในสมการ (2.4) จะได้ว่า

	  

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a
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=

- ( )
3 3
2 2 2 2
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2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ
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=
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cosh coshc a µ
a µ
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2 2 2
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=

-
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1 2 cosh cos sinh sin
2
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uv

= - -
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3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+
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1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
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1 2 3, ,z z zl l l= = - = 4 zl = - z u iv= +

0 2
1 2
2
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2
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( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -

il 1,2,3,4i =

( ) ( ) ( )1
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	  	    (21)

	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a

-
=

- ( )
3 3
2 2 2 2
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sinh sinhb a µ µ a
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=
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1 3 sinh cos 3 cosh sin
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1 cosh sin sinh cos
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( ) ( ) ( ) ( )2
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
2 3

3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	  	    (22)

	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2

cosh cosha µ a a µ
µ a
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=
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3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2
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=
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u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - -

	 	 	    (23)

	

 

 

,      

      และ                   ▄                    

                       

ทฤษฎีบท 2.6 กำหนดใหj  เป2นเมทริกซ<ที่นิยามดัง (2.1) หรือ (2.2) และ   

จะไดjวmา         (2.9) 

เมื่อ      

      

                   

และ       (2.10) 

บทพิสูจน<  กำหนดใหj  โดยบทตั้ง 2.3 (3) จะไดjวmา คmาเฉพาะของเมทริกซ<  นั้นแตกตmางกันทั้งหมด ดังนี้  

 และ    เมื่อ    

โดยที่    และ    

นั่นคือ   และ   

เมื่อแทนคmา   เมื่อ  ลงในสมการ (2.4) จะไดjวmา 

      (21) 

      (22) 

     (23) 

     (24) 
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cosh cosha µ a a µ
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=

- ( )
3 3
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

sinh sinhb a µ µ a
a µ a µ

-
=

-

2 2
2 2 2

2 2
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=
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( )1 2 3, ,u iv u iv u ivl l l= + = - + = - ( )4 u ivl = - -
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( ) ( ) ( )1
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u ive e a b u iv c u iv d u ivl += = + + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - += = - + + + - +

( ) ( ) ( )3
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u ive e a b u iv c u iv d u ivl -= = + - + - + -

( ) ( ) ( ) ( )4
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3 3 3 3
u ive e a b u iv c u iv d u ivl - -= = - - + + - - 	 	 	    (24)

นำ�สมการ (21) + (22) จะได้  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v
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2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +
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1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

 			 

หรือ 	 	 	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -
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2
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1 cosh sin sinh cos
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d u u u u
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        	 	  	    (25)

นำ�สมการ (23) + (24) จะได้  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -
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1 2 cosh cos sinh sin
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a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

 			       

หรือ 	 	 	  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

     	 	  	    (26)

นำ�สมการ (21) – (22) จะได้  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

	    

หรือ 	 	 	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

  	 	    (27)

นำ�สมการ (23) – (24) จะได้  

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

		     

หรือ 	 	   

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

 		 	    (28)

จากการแก้ระบบสมการ (25) - (28) จะได้

745-66-.indd   54745-66-.indd   54 14/7/2566 BE   15:1714/7/2566 BE   15:17



55

ปีที่ 31 ฉบับที่ 3 พฤษภาคม-มิถุนายน 2566	 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

    	

      

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

	

  	

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

					     	 	  

และ 

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3

Ae a b A c A d AI= + + +

3 cosh cosa u u= ( )3
1 sinh cos cosh sin
2

b u u u u
u

= +

( )3 2
1 sinh sin
2

c u u
u

= ( )3 3
1 cosh sin sinh cos
4

d u u u u
u

= -

	     	   			 

	        

หมายเหตุ  จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นได้ว่า ถ้า 

 

 

นำสมการ (21) + (22) จะไดj       

หรือ                 (25) 

นำสมการ (23) + (24) จะไดj           

หรือ                (26) 

นำสมการ (21) – (22) จะไดj         

หรือ               (27) 

นำสมการ (23) – (24) จะไดj         

หรือ                   (28) 

จากการแกjระบบสมการ (25) - (28) จะไดj 

 

      

                   

และ                ▄ 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.6 จะเห็นไดjวmา ถjา  โดยที่   แลjว 

 

เมื่อ ,           

  และ   

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- ++ + = + +

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv+ = + +

( ) ( )23 32 2u ivu ive e a c u iv- -- + = + -

( ) ( )23 3cosh u iv a c u iv- = + -

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- ++ - = + + +

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv+ = + + +

( ) ( ) ( )33 32 2u ivu ive e b u iv d u iv- -- - = - + -

( ) ( ) ( )33 3sinh u iv b u iv d u iv- = - + -

( )( )2 2
3

1 2 cosh cos sinh sin
2

a uv u v u v u v
uv

= - -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 2 2

1 3 sinh cos 3 cosh sin
2

b v v u u v u u v u v
uv u v

= - + + - +
+

( )3
1 sinh sin
2

c u v
uv

=

( ) ( )3 2 2

1 cosh sin sinh cos
2

d u u v v u v
uv u v

= -
+

2
2 04 0k k- < 2 0k =

2 3
3 4 3 3 3
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3. สรุุปผล
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เป2นเมทริกซ<ในรูปแบบที่แตกตmางกับเมทริกซ<  ในงานวิจัยของ L. Kula, M.K. Karacan และ Y. Yayli  จึงเป2นผลใหjสูตรของ 
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