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บทคัดย่อ 
บทความวิิจััยฉบัับน้ี้�เป็็นการศึึกษาเกี่่�ยวกัับเมทริิกซ์์ Pn(a,b,c) ซึ่่�งเป็็นเมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์ชนิิดพิิเศษ 

ชนิดิหนึ่่�ง ซึ่่�งทำให้ไ้ด้ค้วามสัมัพัันธ์ร์ะหว่า่งดีีเทอร์์มิแินนต์ข์องเมทริกิซ์ก์ับัพจน์์ของความสัมัพันัธ์เ์วีียนเกิดิ และยังัศึกึษา

เกี่่�ยวกับัการแยกตัวัประกอบแบบแอลยู ูนอกจากนี้้� ยังัได้ศ้ึกึษาเกี่่�ยวกับัผกผัันของเมทริกิซ์ ์และคำนวณหาดีีเทอร์ม์ิแินนต์์

ของผกผัันของเมทริิกซ์์อีีกด้้วย

คำสำคััญ:	 เมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์; ความสััมพัันธ์์เวีียนเกิิด 

Abstract
In this paper, we consider a matrix Pn(a,b,c) which is a special type of Toeplitz matrices. We 

obtain some relationships between the determinant of the matrix and terms of a certain recurrence 

relation. We give LU factorization. Furthermore, we determine the inverse of the matrix and then 

compute the determinant of the inverse of the matrix.
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1. บทนำ
เมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์ (Toeplitz Matrix) คื อ เม

ทริิกซ์์จััตุุรััสที่่�มีีสมาชิิกในแนวทแยงมุุมหลัักเป็็นค่่าคงตััว

เดีียวกัน และแนวขนานเส้้นทแยงมุุมหลัักเป็็นค่่าคงตััว

เดีียวกันในแต่่ละแนว  กล่่าวคือ เมทริิกซ์์จตุรััส An = 

[aij]nxn จะเป็็นเมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์ ก็็ต่่อเมื่่�อ αij = αi-j 
สำหรัับทุุก 1≤ i, j ≤ n เมื่่�อ ai-j เป็็นค่่าคงที่่� นั่่�นคืือ

An = 

α0 α-1 α-2 α-3 … α-(n-1)

nxn

α1 α0 α-1 α-2 … α-(n-2)

α2 α1 α0 α1 … α-(n-3)

α3 α2 α1 α0 … α-(n-4)
⁝ ⁝ ⁝ ⁝ ⋱ ⁝

α(n-1) α(n-2) α(n-3) α(n-4) … α0

เมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์มัักจะพบในการศึึกษาทางด้้าน

ทฤษฎีีในเนื้้�อหาของพีีชคณิิตเชิิงเส้้นหรืือการวิิเคราะห์์

เชิิงตััวเลข  นอกจากนี้้�ยัังพบในการศึึกษาทางด้้านการ

ประยุุกต์์อีีกด้้วย เช่่น ในการวิิเคราะห์์อนุุกรมเวลา  

การประมวลผลสัญญาณและการหาผลเฉลยของสมการ 

เชิงิอนุุพันัธ์์ เป็น็ต้้น ปี ีค.ศ. 1998 Tilli [3] ได้ศ้ึึกษาเกี่่�ยวกับ

สมบััติิต่่าง ๆ  ของเมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์สามแนวเฉีียง ซึ่่�งเป็็น 

เมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์ในรููปแบบต่่อไปนี้้�

An = 

α0 α-1 0 … 0 0 0

nxn

α1 α0 α-1 … 0 0 0
0 α1 α0 … 0 0 0
⁝ ⁝ ⁝ ⋱ ⁝ ⁝ ⁝
0 0 0 … α0 α-1 0
0 0 0 … α1 α0 α-1

0 0 0 … 0 α1 α0

ต่อ่มาในปี ีค.ศ. 2003 Capizzano [1] ได้ป้ระยุุกต์์ 

เมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์ในการหาผลเฉลยของสมการเชิิง

อนุุพัันธ์์ จากนั้้�นในปีี ค.ศ. 2007 Witula และ Stola [4] 

ได้้ศึึกษาเมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์ พร้้อมทั้้�งให้้ตััวอย่่างเกี่่�ยวกับ 

ดีเีทอร์์มิแินนต์์ และเมทริิกซ์ผ์กผัันสำหรัับกรณีีเฉพาะบาง

กรณีี  และปีี ค.ศ. 2008 Kilic [2] ได้้ศึึกษาสมบััติิต่่าง ๆ 

ของเมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์ Hn (a,b,c)
 
ที่่�กำหนดโดย

Hn (a,b,c) = 

a 0 b … 0 0 0
0 a 0 … 0 0 0
c 0 a … 0 0 0
⁝ ⁝ ⁝ ⋱ ⁝ ⁝ ⁝
0 0 0 … a 0 b
0 0 0 … 0 a 0
0 0 0 … c 0 a nxn
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เมื่่�อ a, b และ c เป็น็ค่า่คงตัวัใด ๆ  โดยที่่� a ≠ 0 

และ n เป็็นจำนวนเต็็มบวกโดยที่่� n > 2 ซึ่่�งผลงานวิิจััย
ชิ้้�นนี้้�ได้้คำนวณดีีเทอร์์มิิแนนต์์ของเมทริิกซ์์ Hn (a,b,c)

  

ผ่่านการแยกตััวประกอบแบบแอลยูู  และคำนวณ 

ค่่าเฉพาะของเมทริิกซ์์ นอกจากนี้้� ยั ังใช้้ผลที่่�ได้้ใน 

การหาตััวแทนตรีีโกณมิิติิสำหรัับความสััมพัันธ์์เวีียนเกิิด

อีีกด้้วย

	 pii	 =	 a	 สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n
	 pi, i+3	 =	 b	 สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n - 3
	 pi+3, i	 =	 c	 สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n - 3
	 และ	 pij	 =	 0	 สำหรัับกรณีีอื่่�น ๆ

กล่่าวคืือ

Pn (a,b,c) = 

a 0 0 b … 0 0 0 0
0 a 0 0 … 0 0 0 0
0 0 a 0 … 0 0 0 0
c 0 0 a … 0 0 0 0
⁝ ⁝ ⁝ ⁝ ⋱ ⁝ ⁝ ⁝ ⁝
0 0 0 0 … a 0 0 b
0 0 0 0 … 0 a 0 0
0 0 0 0 … 0 0 a 0
0 0 0 0 … c 0 0 a nxn

	โดยอาศััยแนวคิดจากการศึึกษาผลงานวิิจััยของ 
Kilic ดังกล่า่ว บทความวิจิัยัฉบับันี้้�จึึงทำการศึึกษาสมบััติิ
ต่่าง ๆ ข องเมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์ Pn (a,b,c) ซึ่่�งเป็็นเม
ทริิกซ์์โทพลิิทซ์์อีีกรููปแบบหนึ่่�ง ดัังบทนิิยามต่่อไปนี้้�

บทนิยาม 1.1 กำหนดให้้ a, b และ c เป็็น 
ค่่าคงตััวใด ๆ โดยที่่� a ≠ 0 และ n เป็็นจำนวนเต็็มบวก 
โดยที่่� n > 3 นิิยามเมทริิกซ์์โทพลิิทซ์์ Pn (a,b,c) = 

[pij]nxn  ดัังนี้้�

2.	 ผลงานวิิจััย 
ก่อ่นอื่่�นจะกล่่าวถึึงการคำนวณหาดีเีทอร์ม์ิแินนต์์

ของเมทริิกซ์์ Pn (a,b,c) (ดัังบทนิิยาม 1.1) ในรููปแบบ

ของความสมพันัธ์เ์วียีนเกิดิเชิงิเส้น้อันัดับัสอง โดยดำเนินิ

การขั้้�นมููลฐานในการคำนวณ 

กำหนดให้้ a, b และ c เป็น็จำนวนเต็็มโดยที่่�  a ≠ 0  
นิิยามความสััมพัันธ์์เวีียนเกิิดเชิิงเส้้นอัันดัับสอง {un}  
ดัังนี้้� 	 	

	 un = aun-1 - bcun-2	 (1)

สำหรัับทุุก n ≥ 2 เมื่่�อ u0 = 0 และ u1 = 1 

จะเห็็นได้้ว่่า u2 = a, u3 = a2 - bc, u4 = a3 - 2abc และ u5 = a4 - 3a2bc + b2c2     
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จากความสัมัพันัธ์์เวียีนเกิดิเชิงิเส้้นอันัดับัสองข้้างต้้น  

จะทำให้้ได้้ความสััมพัันธ์์ระหว่่างดีีเทอร์์มิิแนนต์์ของ 

เมทริกิซ์ ์Pn (a,b,c) กับัพจน์ข์องความสัมัพันัธ์เ์วียีนเกิดิ

เชิิงเส้้นอัันดัับสอง ดัังทฤษฎีีบทต่่อไปนี้้�

ทฤษฎีีบท 2.1	 กำหนดให้้ k และ n เป็็นจำนวนเต็็มบวก โดยที่่� n > 3 จะได้้ว่่า 

det (Pn(a,b,c)) =
u3

k+1
; n = 3k

u2 uk+1 k+2
; n = 3k + 1

u u2
k+1 k+2

; n = 3k + 2

บทพิิสููจน์์  กำหนดให้้ k และ n เป็็นจำนวนเต็็มบวก โดยที่่� n > 3 จะเห็็นว่่า a = a
=

u2
1 u1

จากบทนิิยาม 1.1 จะกำหนดให้้ Ri แทนแถวที่่� i ของเมทริิกซ์์ Pn(a,b,c) สำหรัับทุุก i = 1, 2,...,n
กรณีี n = 3k เมื่่�อ k > 1 จะใช้้การดำเนิินขั้้�นมููลฐาน ต่่อไปนี้้� 

-c
uk-1 Rn-5 + Rn-2 Rn-2 ,+ - c

uk-1 Rn-4 + Rn-1 
Rn-1uk uk

และ   -c 
uk-1 Rn-3 + Rn

Rn uk
		 เมื่่�อ  n ≥ 6

และเนื่่�องจาก  a - = =
bcuk uk+2auk+1 - bcuk
uk+1 uk+1 uk+1

  จึึงเห็็นได้้ว่่า

det (Pn (a,b,c)) = det (P3k (a,b,c))	 = u2 u2 u2 u3 u3 u3 u4 u4 u4 … uk+1uk+1uk+1
u1 u1 u1 u2 u2 u2 u3 u3 u3 uk uk uk

	
=

uk
3
+1 =

uk
3
+1 = uk

3
+1u1

3 13

กรณี ีn = 3k + 1 เมื่่�อ k ≥ 1จะใช้้การดำเนินิการขั้้�นมููลฐานเพื่่�อคำนวณหา det (Pn (a,b,c)) เช่่นเดียีวกับักรณีทีี่่�  

n = 3k เมื่่�อ k > 1 และใช้้การดำเนิินการขั้้�นมููลฐาน -c uk Rn-3 + Rn  Rnuk+1

 จะได้้ว่่า

	 det (Pn (a,b,c)) = det (P3k+1 (a,b,c))	

	
=

u2 u2 u2 u3 u3 u3 u4 u4 u4 … uk+1 uk+1 uk+1 uk+2
u1 u1 u1 u2 u2 u2 u3 u3 u3 uk uk uk uk

	
=

uk
2
+1uk+2 =

uk
2
+1uk+2 = uk

2
+1uk+2u1

3 13
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กรณีี n = 3k + 2 เมื่่�อ k ≥ 1จะใช้้การดำเนิินการขั้้�นมููลฐานเพื่่�อคำนวณหา det (Pn (a,b,c)) เช่่นเดีียวกัับกรณีีที่่� 

n = 3k + 1 เมื่่�อ k ≥ 1และใช้้การดำเนิินการขั้้�นมููลฐาน -c uk Rn-3 + Rn  Rnuk+1

 จะทำให้้ได้้ว่่า

	 det (Pn (a,b,c)) = det (P3k+2 (a,b,c))	

	 =
u2 u2 u2 u3 u3 u3 u4 u4 u4 … uk+1 uk+1 uk+1 uk+2 uk+2
u1 u1 u1 u2 u2 u2 u3 u3 u3 uk uk uk uk+2 uk+1

	 =
uk+1uk

2
+2 =

uk+1uk
2
+2 = uk+1uk

2
+2u1

3 13

ต่่อไปจะกล่่าวถึึงการแยกตััวประกอบแบบแอลยููโดยวิิธีีการของ Doolittle (Doolittle’s method of LU 

factorization) ของ Pn (a,b,c) กำหนดให้้ฟัังก์์ชัันพื้้�น (floor function) คืือฟัังก์์ชััน  ⎣�⎦ � � → � ที่่�นิิยามโดย  

⎣x⎦= max { n � � | n ≤ x}

กำหนดให้ ้L0 = [lij]เป็็นเมทริกิซ์แ์บบสามเหลี่่�ยมล่า่งมิติิ ิn x n โดยที่่� lij  เป็น็สมาชิกิของเมทริกิซ์ ์L0 สำหรับั

ทุุก 1≤ i ≤ n และ 1≤ j ≤ n ที่่�นิิยามดัังนี้้�

 
l3m+1, 3m-2 = l3m+2, 3m-1 = l3m+3, 3m  =

cum สำหรัับทุุก 1 ≤ m ≤ n+1
um +1

3

	 lii  = 1	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n
และสมาชิิกตััวอื่่�นมีีค่่าเท่่ากัับ 0 
และกำหนดให้้ U0 = [qij]nxn เป็็นเมทริิกซ์์แบบสามเหลี่่�ยมบนมิิติิ n x n โดยที่่� qij เป็็นสมาชิิกของเมทริิกซ์์ U0 
สำหรัับทุุก 1≤ i ≤ n และ 1≤ j ≤ n ที่่�นิิยามดัังนี้้�	

	 q3m-2, 3m-2 = q3m+1, 3m-1 = q3m, 3m =
um +1

สำหรัับทุุก 1 ≤ m ≤
n+2

um 3

qi, i + 3 = b สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n -3

และสมาชิิกตััวอื่่�นมีีค่่าเท่่ากัับ 0
เมื่่�อ un เป็น็พจน์ท์ี่่� n ของลำดัับ {un} ที่่�กำหนดโดย un = aun-1 - bcun-2 สำหรับัทุกุ n ≥ 2 โดยที่่� u0 = 0 และ u1  = 1

จากบทนิิยามของเมทริิกซ์์ L0 และ U0 ดัังกล่่าว ทำให้้ได้้ทฤษฎีีบทดัังต่่อไปนี้้�

ทฤษฎีีบท 2.2   การแยกตััวประกอบแบบแอลยููของ Pn (a,b,c) จะอยู่่�ในรููป
	 Pn (a,b,c) = L0U0
บทพิิสููจน์์ จากบทนิิยาม L0 และ U0 จะได้้ว่่า 
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	 lij	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 j > i
	 li+1, i	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n - 1
	 li+2, i	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n - 2
	 lij	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 i ≥ j + 4
และ	 qij	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 j < i	
	 qi,i+1	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n - 1
	 qi,i+2	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n - 2
	 qij	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 i ≥ j + 4
พิิจารณา

L0U0  = 

1 0 … 0
l21 0 … 0
⁝ ⁝ ⋱ ⁝

ln1 ln2 … 1

q11 q12 … q1n

= [pij]nxn
0 q22 … q2n

⁝ ⁝ ⋱ ⁝
0 0 … qnn

พิิจารณากรณีี i =  j จากนิิยามการคููณของเมทริิกซ์์ L0 และ U0 จะได้้ว่่า

	 pii	 = ∑ 
n
   lik qki

		  =	 li1 q1i + li2q2i + … + li,i-4qi-4, i + li,i-3qi-3, i + li,i-2qi-2, i + li,i-1qi-1, i + liiqii 

		  + li,i+1qi+1, i + li,i+2qi+2, i + … + linqni
เนื่่�องจาก	 lij	 =	 0	 เมื่่�อ	 j > i	 ดัังนั้้�น	 li,i+1	 =	 li,i+2 = li,i+3 = … = lin = 0
เนื่่�องจาก	 li+1, i	 =	 0	 เมื่่�อ	 1 ≤ i ≤ n -1	 ดัังนั้้�น	 li,i-1	 =	 0
เนื่่�องจาก	 li+2, i	 =	 0	 เมื่่�อ	 1 ≤ i ≤ n -2	 ดัังนั้้�น	 li,i-2	 =	 0
เนื่่�องจาก	 lij	 =	 0	 เมื่่�อ	 i ≥ j + 4	 ดัังนั้้�น ในกรณีีที่่�  i ≥ 5 จะได้้ว่่า ถ้้า 1 ≤ k ≤ i -4 
แล้้ว 5 ≤ k + 4 ≤ i ซึ่่�งทำให้้ likqki = (0) qki = 0 สำหรัับทุุก 1 ≤ k ≤ i - 4
ดัังนั้้�น	 pii = li, i-3 qi-3, i + lii qii
พิิจารณาค่่า i

ถ้้า i = 3t เมื่่�อ t > 1 แล้้ว p3t, 3t = l3t,3t-3 q3t-3,3t = l3t, 3t q3t, 3t

เนื่่�องจาก l3t, 3t -3 = l3(t-1)+3, 3(t-1) = cut-1 = cut-1
u(t-1)+1 ut

 , l3t, 3t = 1, q3t-3, 3t = b และ q3t,3t =
ut+1
ut

 จึึงได้้ 

ว่่า ⎧ cut-1 ⎫
⎩ ut

⎭
⎧ ut-1 + buct-1 ⎫
⎩ ut

⎭p3t,3t = (b) + (1)  จากความสััมพัันธ์์เวีียนเกิิด {un} เมื่่�อ un = aun-1 - bcun-2 สำหรัับ

ทุุก n ≥ 2 จึึงได้้ว่่า 

	  ⎧ aut - bcut-1 - bcut-1 ⎫
⎩ ut

⎭p3t,3t =
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ถ้้า i = 3t + 1 เมื่่�อ t ≥ 1 แล้้ว

p3t +1,3t +1 = l3t+1,(3t+1)-3 q(3t+1)-3,3t+1 + l3t+1,3t+1 q3t+1, 3t+1
เนื่่�องจาก	 l3t+1,(3t + 1)-3 = l3t+1, 3t - 2 = cut

ut+1
 , l3t+1,3t + 1 = 1,

	 q(3t + 1)-3, 3t + 1 = q3t-2, 3t + 1 = q(3t-2), (3t - 2)+3 = b
และ	 q3t + 1, 3t + 1 = q3(t+1)-2, 3(t +1)-2 = 

u(t+1)+1
ut+1  = ut+2

ut+1

ดัังนั้้�น	 p3t+1, 3t + 1 = ⎧ cut ⎫
⎩ ut+1 ⎭ (b) + (1) ⎧ ut+2 ⎫

⎩ ut+1 ⎭ = 
bcut  + ut+2

ut+1

จากความสััมพัันธ์์เวีียนเกิิด {un} เมื่่�อ un = aun-1 - bcun-2 สำหรัับทุุก n ≥ 2 จึึงได้้ว่่า 

p3t+1, 3t+1 = 
bcut  + aut+1 - bcut

ut+1
 = a

 	 ถ้้า i = 3t + 2 เมื่่�อ t ≥ 1 แล้้ว

 p3t + 2, 3t + 2 = l3t+2,(3t + 2)-3 q(3t + 2)-3, 3t + 2 + l3t+2, 3t + 2 q3t+2, 3t + 2

เนื่่�องจาก	 l3t+2,(3t + 2)-3 = l3t+2, 3t - 1 = ⎧ cut ⎫
⎩ ut+1 ⎭, l3t+2, 3t + 2 = 1,

	 q(3t + 2)-3, 3t + 2 = q3t-1, 3t + 2 = q3t-1,(3t-1)+3 = b

และ	 q3t+2, 3t+2 = q3(t+1)-1,3(t+1)-1 = 
u(t+1)+1

ut+1  = ut+2
ut+1

ดัังนั้้�น	 q3t+2, 3t+2 = ⎧ cut ⎫
⎩ ut+1 ⎭ (b) + (1) ⎧ ut+2 ⎫

⎩ ut+1 ⎭= 
bcut  + ut+2

ut+1
		   

จากความสััมพัันธ์์เวีียนเกิิด {un} เมื่่�อ un= aun-1- bcun-2  สำหรัับทุุก n ≥ 2 จึึงได้้ว่่า 

 p3t+2, 3t+2 = 
bcut  + aut+1 - bcut

ut+1
 = a

นอกจากนี้้�	 p11 = (1) q11 = q11 = q3(1)-2,3(1)-2 = 
u1+1
u1

 = 
u2
u1

 = 
a
1  = a

	 p22 = (0) q12+ (1) q22 = q22 = q3(1)-1,3(1)-1 = 
u1+1
u1

 = 
u2
u1

 = 
a
1  = a

และ 	 p33 = l31q13 + l32q23 + l33q33 = 0 + 0 
u2
u1

 = 
a
1  = a	  

ดัังนั้้�น	 pii = a สำหรัับทุุก i = 1, 2,...,n	 _____(2.1)

พิิจารณากรณีี j = i + 3 โดยนิิยามการคููณเมทริิกซ์์ L0 และ U0จะได้้ว่่า 

pi,i+3	 =
n
∑ likqk, i+3
k=1

 

	 = li1q1,i+3 li2q2,i+3 + … + li,i-3qi-3,i+3 + li,i-2qi-2,i+3 + li,i-1qi-1,i+3 + … + linqn,i+3 เนื่่�องจาก lij 
= 0 เมื่่�อ j > i  = 0 จะได้้ว่่า li,i+1 = li,i+2 = li,i+3 = … = lin= 0 สำหรัับ i ≥ 2 ดัังนั้้�น ถ้้า 1≤ k ≤ i - 1 แล้้ว  
5 ≤ k + 4 ≤ i + 3 และเนื่่�องจาก qij = 0 สำหรัับ j ≥ i + 4 จึึงทำให้้ likqk,i+3 = lik (0) = 0 สำหรัับทุุก 1 ≤ k 
≤ i - 4 ดัังนั้้�น pi,i+3 = liiqi,i+3 สำหรัับทุุก i = 1, 2,...,n - 3 เนื่่�องจาก lii  = 1 และ qi,i+3 = b จึึงได้้ว่่า
	 pi,i+3 = (1)(b) = b สำหรัับทุุก i = 1, 2,...,n - 3	 _____(2.2)
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พิิจารณากรณีี i = j + 3 โดยนิิยามการคููณเมทริิกซ์์ L0 และ U0 จะได้้ว่่า        

pi+3,i	 =
n
∑ li+3,kqki
k=1

 

	 =	 li+3,1q1i + li+3,2q2i + … + li+3,i-3qi-3,i + li+3,i-2qi-2,i+ li+3,i-1qi-1,i + li+3,i qii + li+3,i+1qi+1,i + … +  

li+3,n qni
	 สำหรัับ i ≥ 2 ถ้้า 1 ≤ k ≤ i - 1 แล้้ว 5 ≤ k + 4 ≤ i + 3 เนื่่�องจาก lij = 0 เมื่่�อ i ≥ j + 4 จึึงทำให้้ li+3,kqki 
=  (0) qki = 0 สำหรัับทุุก 1 ≤ k ≤ i - 1 และเนื่่�องจาก qij = 0 สำหรัับ j > i จึึงทำให้้ qi+1,i = qi+2,i = … = 

qni = 0 เพราะฉะนั้้�น pi+3,i	 = li+3,iqii
พิิจารณาค่่า i :

	ถ้้า i = 3s เมื่่�อ s ≥ 1 แล้้ว li+3,i = l3s+3, 3s= 
cus
us+1  และ qii = q3s, 3s = us+1

us
 ดัังนั้้�น li+3,iqii = ⎧ cus ⎫

⎩ us+1
⎭

⎧ us+1 ⎫
⎩ us

⎭= c
ถ้้า i = 3s + 1 เมื่่�อ s ≥ 1 แล้้ว li+3,i = l(3s+1)+3,3s+1 = l3(s+1)+1,3(s+1)-2 

⎧ cus+1 ⎫
⎩ us+2

⎭และ qii = q3s+ 1,3s+1  

	 = q3 (s+1)-2,3 (s+1)-2 =
u(s+1)+1

us+1
= us+2

us+1
 จึึงได้้ว่่า li+3,iqii = ⎧ cus+1 ⎫

⎩ us+2
⎭

⎧ us+2 ⎫
⎩ us+1

⎭= c

	 ถ้้า i = 3s + 2 เมื่่�อ s ≥ 1 แล้้ว  li+3,i = l(3s+2)+3,3s+2 = l3(s+1)+2,3(s+1)-1 
cus+1
us+2  และ qii = q3s+2,3s+2  

	 = q3(s+1)-1,3(s+1)-1 = 
u(s+1)+1

us+1  = us+2
us+1

 จึึงได้้ว่่า li+3,i qii =
⎧ cus+1 ⎫
⎩ us+2

⎭
⎧ us+2 ⎫
⎩ us+1

⎭= c

ดัังนั้้�น	 pi+s3,i = li+3qii = c สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n - 3	 _____(2.3)

จากสมการ  (2.1) - (2.3) จึึงสรุุปได้้ว่่า	 pii = a	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n

	 pi,i+3 = b	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n - 3

	 pi+3,i = c	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n - 3

ต่่อไปจะแสดงว่่า pij = 0 ในกรณีีอื่่�น โดยพิิจารณา pij เมื่่�อ i ≠ j โดยที่่� j ≠ i + 3 และ i ≠ j + 3

กรณีี i > j โดยที่่� j ≠ i + 3 จะพบว่่า 

pij =
n
∑ likqkj
k=1

 

	 = li1q1j + li2q2j + … + li,i-4qi-4,j + li,i-3qi-3,j + li,i-2qi-2,j + li,i-1qi-1,j + liiqij + li,i+1qi+1,j + … + li,j-1qj-1,j 

	 + li,j-1qj-1,j + lijqjj + li,j+1qj+1, j + … + linqnj

จะเห็็นได้้ว่่า   	

1.	 li,i+1 = li,i+2 = … = lin = 0 เพราะว่่า lij = 0 เมื่่�อ   j > i
2.	 li,i-1 = 0 เพราะว่่า li+1,i	= 0 สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n - 1
3.	 li,i-2 = 0 เพราะว่่า li+2,i = 0 สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n - 2
4.	 likqkj = 0 สำหรัับทุุก 1 ≤ k ≤ i - 4 เพราะว่่า lik = 0 เมื่่�อ 5 ≤ k + 4 ≤ i
5.	 li,i-3qi-3,j = liiqij = 0 เพราะว่่า 	

	 ถ้้า j = i + 1 แล้้ว qi-3,j = qi-3,i+1 = 0 และ qij  = qi,i+1 = 0 
	 ถ้้า j = i + 2 แล้้ว qi-2,j = qi-2,i+2= 0 และ qij  = qi,i+2 = 0
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และ ถ้้า j ≥ i + 4 แล้้ว qij = 0 และ (i - 3) + 4 = i + 1 < i + 4 ≤ j ซึ่่�งทำให้้ qi-3,j = 0 
ดัังนั้้�น สามารถสรุุปผลได้้ว่่า	

pij = ∑ likqkj

n

k = 1

	 =⎧ ∑
i - 4

k = 4  
likqkj

⎫
⎩ ⎭=⎧ ∑

n

k = i+1 likqkj

⎫
⎩ ⎭+ (li,i-3qi-3,j + li,i-2qi-2,j + li,i-1qi-1,j + liiqij) = 0

ในทำนองเดีียวกััน จะได้้ว่่า pij = 0 เมื่่�อ i > j โดยที่่� i ≠ j + 3
จึึงสรุุปได้้ว่่า [pij]nxn เป็็นเมทริิกซ์์ โดยที่่�	 pii	 = a	 สำหรัับ	 1 ≤ i ≤ n 
	 pi, i+3	 = b	 สำหรัับ	 1 ≤ i ≤ n - 3
	 pi+3,i	 = c	 สำหรัับ	 1 ≤ i ≤ n - 3
และ	 pij	 = 0	 สำหรัับกรณีีอื่่�น    

ดัังนั้้�น	 Pn(a,b,c) = [pij]nxn = L0U0

จากบทนิิยาม 1.1 และทฤษฎีีบท 2.1 จ ะเห็็น

ได้้ว่่าเมทริิกซ์์ Pn(a,b,c) เป็็นเมทริิกซ์์จััตุุรััสมิิติิ n x n 

โดยที่่�   det Pn(a,b,c) ≠ 0 ดังันั้้�นเมทริกิซ์ ์Pn(a,b,c)  
จึึงมีีตััวผกผััน กล่่าวคืือ จ ะมีีเมทริิกซ์์ Pn

-1(a,b,c)  
ที่่�ซึ่่�ง Pn(a,b,c) Pn

-1 (a,b,c) = Pn
-1(a,b,c) Pn(a,b,c)  

= In เมื่่�อ In เป็็นเมทริิกซ์์เอกลัักษณ์์มิิติิ n x n
ดังันั้้�น จึึงจะกล่า่วถึึงการหาตัวัผกผันัของเมทริกิซ์์ 

Pn(a,b,c) และการคำนวณดีีเทอร์์มิแินนต์์ของตััวผกผััน

ของเมทริิกซ์์ Pn(a,b,c) ในรููปแบบของความสััมพัันธ์์

เวีียนเกิิดเชิิงเส้้นอัันดัับสอง {un} ดัังนี้้�

un = ann-1 - bcun-2      สำหรัับทุุก    n ≥ 2
เมื่่�อ u0 = 0 และ u1 = 1 จากทฤษฎีีบท 2.2 จะได้้ว่่า  

Pn(a,b,c) = L0U0 โดยที่่� det (L0) = 1 และ det 
(U0) ≠ 0 จึึงได้้ว่่า  Pn

-1(a,b,c) = (L0U0 )
-1 U0 L0 

-1 -1

=  ก่อนอื่่�นจะหารููปแบบทั่่�วไปของ L0
-1  และ -1U0  ดังันี้้�

กำหนดให้้ X = [xij]nxn เป็็นเมทริิกซ์์แบบ

สามเหลี่่�ยมล่่างมิิติิ n x n โดยที่่� xij เป็็นสมาชิิกของเม

ทริิกซ์์ X สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n  และ 1 ≤ j ≤ n ที่่�

นิิยามดัังนี้้�

xii = 1 สำหรัับทุุก  1 ≤ i ≤ n   

χ3(m+d)-2, 3m-2 = χ3(m+d)-1,3m-1 = χ3(m+d), 3m = 
(-c)d  umum+d

สำหรัับทุุก 1 ≤ m ≤ n - 1
3

 และ 1 ≤ d ≤ n - 1
3

 และ สมาชิิกตััวอื่่�นมีีค่่าเท่่ากัับ 0 

และกำหนดให้ ้Y = [yij]nxn เป็น็เมทริกิซ์แ์บบสามเหลี่่�ยมบนมิติิ ิn x n โดยที่่� yij เป็น็สมาชิกิของเมทริกิซ์ ์Y  สำหรับั

ทุุก 1 ≤ i ≤ n และ 1 ≤ j ≤ n ที่่�นิิยามดัังนี้้�

y3m-2, 3(m+d)-5 = y3m-1, 3(m+d)-4 = y3m, 3(m+d)-3 = 
(-b) 

(d-1)  umum+d

สำหรัับทุุก 1 ≤ m ≤ n + 2
3

 และ 1 ≤ d ≤ n + 2
3

 และ สมาชิิกตััวอื่่�นมีีค่่าเท่่ากัับ 0 
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จากบทนิิยามของเมทริิกซ์์ X และ Y ดัังกล่่าว ทำให้้ได้้

ทฤษฎีีบทดัังต่่อไปนี้้�

ทฤษฎีีบท 2.3 กำหนดให้้ n เป็็นจำนวนเต็็มบวก โดยที่่�    

n > 3 จะได้้ว่่า 

Pn
-1(a,b,c)  = YX

เมื่่�อ det (Pn(a,b,c)) ≠ 0

บทพิิสููจน์์ กำหนดให้้ det (Pn(a,b,c)) ≠ 0 จ าก

ทฤษฎีีบท 2.2 จะได้้ว่่า Pn(a,b,c) = L0U0 ดัังนั้้�น

Pn
-1(a,b,c)  =  (L0U0 )

-1 = L0U0 
-1 -1 

ก่่อนอื่่�นจะแสดงว่่า	L0X = XL0 = In จากนิิยาม L0 

และ X จะได้้ว่่า

	 lii	 =	 0	 สำหรัับ	 j > i

	 li+1,i	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n - 1

	 li+2,i	 =	 0	 สำหรัับทุุก	 1 ≤ i ≤ n - 2

	 lij	 =	 0	 สำหรัับ	 i ≥ j + 4

และ xij	 =	 0	 สำหรัับ	 j > i

พิิจารณา L0X [wij]nxn

กรณีี i = j จากนิิยามการคููณของเมทริิกซ์์  จะได้้ว่่า

 wii 	=
n
∑ lifxfi
f=1

 

	 =	 li1x1i + li2x2i + … + li,i-4xi-4,i + li,i-3xi-3,i  

+ li,i-2xi-2,i + li,i-1xi-1,i+ liixii

		  + li,i+1xi+1,i + li,i+2xi+2,i + … + linxni

เนื่่�องจาก	 lij = 0 เมื่่�อ  j > i ดังันั้้�น li,i+1 = li,i+2 = li,i+3  

= … = lin= 0 

เนื่่�องจาก	 xij = 0 เมื่่�อ j > i  ดัังนั้้�น x1i = x2i= x3i = 

… = xi-1,i = 0 

จึึงทำให้้ได้้ว่่า wii = liixii

เนื่่�องจาก	 lii = 1 = xii สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n ดัังนั้้�น 

wii = (1)(1) = 1 สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n ___(2.4)

กรณีี j= i + 3จากนิิยามการคููณของเมทริิกซ์์  จะได้้ว่่า

wi,i +3	 = ∑ lif 
χ

f,i+3

n

f=1

	 =	li1
χ

1,i+3 + li2
χ

2,i+3 + … + li,i-3
χ

i-3,i+3 +  

li,i-2
χ

i-2,i+3 + li,i-1
χ

i-1,i+3 + lii
χ

i,i+3 +  

li,i+1
χ

i+1,i+3 + … + lin
χ

n,i+3

เนื่่�องจาก	 lij = 0 เมื่่�อ j > i ดังนั้้�น li,i+1 = li,i+2 = li,i+3 

= … = lin = 0 

เนื่่�องจาก	 χ
ij = 0 เมื่่�อ j > i ดัังนั้้�น χ1,i+3 = χ2,i+3  

= χ3,i+3= … = χi+2,i+3 = 0

ดัังนั้้�น wi,i +3 = 0 สำหรัับทุุก 1 ≤ i ≤ n -3 __(2.5)                                               

กรณีี j = i - 3 จากนิิยามการคููณของเมทริิกซ์์  จะได้้ว่่า

 wi,i +3	= ∑ li+3,f xf,i

n

f=1

	 =	li+3,1x1i + li+3,2x2i +…+ li+3,i-3xi-3,i 

+ li+3,i-2xi-2,i + li+3,i-1xi-1,i + li+3,i xii  

+ li+3,i xii + li+3,i+1xi+1,i +…+ li+3,nxni

เนื่่�องจาก	 lij = 0 เมื่่�อ j > i ดัังนั้้�น li+3 ,i+4 = li+3 ,i+5 

= li+3,i+6 = … = li+3,n = 0

เนื่่�องจาก	 xij = 0 เมื่่�อ j > i ดัังนั้้�น x1i =  x2i =  x3i 

=…= xi-1,i = 0

เนื่่�องจาก	 li+2,i = 0 เมื่่�อ 1 ≤ i ≤ n - 2 ดั ังนั้้�น 

li+3,i+1xi-1,i = (0) xi+1,i = 0

เนื่่�องจาก	 li+1,i = 0 เมื่่�อ 1 ≤ i ≤ n - 1 ดั ังนั้้�น 

li+3,i+2xi-2,i = (0) xi+2,i = 0

เนื่่�องจาก	 xii = 1 = li+3,i+3 ดัังนั้้�น  wi+3,i  =  

li+3,i (1)+(1) xi+3,i = li+3,i + xi+3,i

ดัังนั้้�น wi+3,i = li+3,i + xi+3,i
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พิิจารณาค่่า i : 

ถ้้า i = 3t เมื่่�อ t ≥ 1 แล้้ว w3t+3,3t = l3t+3,3t + x3t+3,3t

เนื่่�องจาก l3t+3,3t = cut
ut+1

 และ x3t+3,3t = x3(t+1),3t =
(-c)1 ut

ut+1  = 
-cut
ut+1

จะได้้ว่่า w3t+3,3t =
⎧ cut ⎫
⎩ ut+1

⎭ + ⎧ -cut ⎫
⎩ ut+1

⎭= 0

	 ถ้้า i = 3t + 1 เมื่่�อ t ≥ 0 แล้้ว w(3t+1)+3,3t+1 = l(3t+1)+3,3t+1 + x(3t+1)+3,3t+1

เนื่่�องจาก l(3t+1)+3,3t+1 = l3(t+1)+1,3(t+1)-2 = cut+1
u(t+1)+1

 = cut+1
ut+2

และ x(3t+1)+3,3t+1 = x3((t+1)+1)-2,3(t+1)-2= (-c)1 ut+1u(t+1)+1
 = -cut+1ut+2

จะได้้ว่่า w(3t+1)+3,3t+1 =
⎧ cut+1 ⎫
⎩ ut+2

⎭+⎧ -cut+1 ⎫
⎩ ut+2

⎭ = 0

	 ถ้้า i = 3t + 2 เมื่่�อ t ≥ 0 แล้้ว w(3t+2)+3,3t+2 = l(3t+2)+3,3t+2 + x(3t+2)+3,3t+2

เนื่่�องจาก l(3t+2)+3,3t+2 = l3(t+1)+2,3(t+1)-1 = cut+1
u(t+1)+1

 = cut+1
ut+2

และ x(3t+2)+3,3t+2 = x3((t+1)+1)-1,3(t+1) = (-c)1 ut+1
u(t+1)+1  = -cut+1

ut+2

นั่่�นคืือ w(3t+2)+3,3t+2 = ⎧ cut+1 ⎫
⎩ ut+2

⎭+ ⎧ -cut+1 ⎫
⎩ ut+2

⎭= 0

ดัังนั้้�น wi+3,i = 0 สำหรัับทุุก	1 ≤ i ≤ n -3	 _____(2.6)

จากสมการ (2.4) - (2.6) จึึงสรุุปได้้ว่่า	 wii	 =	 1	 สำหรัับ	 1 ≤ i ≤ n 
	 wi,i +3	=	 0	 สำหรัับ	 1 ≤ i ≤ n - 3
	 wi+3,i	 =	 0	 สำหรัับ	 1 ≤ i ≤ n - 3	 _____(2.7)    

ต่่อไปจะแสดงว่่า wij = 0 ในกรณีีอื่่�น โดยพิิจารณา wij 

เมื่่�อ i ≠ j โดยที่่� j ≠ i + 3 และ  j ≠ i - 3

กรณีีที่่� i < j โดยที่่� i + 3 ≠ j พบว่่า

wij 	 =
n
∑ lif xfi
f=1

	 =	li1x1j + li2x2j + … + li,i-4xi-4,j + li,i-3xi-3,j + 

li,i-2xi-2,j + li,i-1xi-1,j + lii xij + li,i+1 xi+1,j + 

… + li,j-1 xj-1,j + lij xjj + li,j+1 xj-1,j + … +  

lin xnj

เนื่่�องจาก	 lij = 0 เมื่่�อ i > j ดัังนั้้�น li,i+1 = li,i+2 = …  

= lin = 0

และเนื่่�องจาก xij = 0 เมื่่�อ j > i ดัังนั้้�น  x1 j = x2 j = 

… = xij = 0 จะได้้ว่่า wij  =
n
∑ lif  xfi
f=1

= 0 ในทำนอง

เดีียวกััน จะได้้ว่่า wij = 0 เมื่่�อ i > j โดยที่่� i ≠ j + 3  

เพราะฉะนั้้�น โดยความสััมพัันธ์์ (2.7) และผลจากทั้้�งสอง

กรณีีข้า้งต้้น จึึงสรุุปได้้ว่า่ L0X = [wij]nxn เป็น็เมทริิกซ์์

เอกลัักษณ์์ และในทำนองเดีียวกััน จ ะได้้ว่่า XL0 เป็็น

เมทริิกซ์์เอกลัักษณ์์ เพราะฉะนั้้�น L0X = XL0 = In  

นั่่�นคืือ L0
-1  = X นั่่�นเอง

โดยการพิิสููจน์ในทำนองเดีียวกันกัับการพิิสููจน์ข้้าง

ต้น้ ทำให้้ได้ว้่า่ U0Y = YU0 = In นั่่�นคืือ U0 
-1 = Y ดังันั้้�น 

Pn
-1(a,b,c) = (L0U0 )

-1 = U0 L0 
-1 -1  = YX

บทแทรก 2.4 กำหนดให้้ k และ n เป็็นจำนวนเต็็มบวก 
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โดยที่่� n > 3 จะได้้ว่่า  

det Pn
-1(a,b,c)

1
uk+1

3
; n = 3k

1
uk+1 uk+2

2
; n = 3k +1

1
uk+1 uk+2

2
; n = 3k +2

เมื่่�อ det Pn
-1(a,b,c) ≠ 0

บทพิิสููจน์์ กำหนดให้้ det Pn
-1(a,b,c) ≠ 0

เนื่่�องจาก Pn
-1(a,b,c) =  1

det Pn (a,b,c)  และโดย

อาศััยทฤษฎีีบท 2.1 จึึงได้้ว่่าบทแทรกนี้้�เป็็นจริิง           

3.	 สรุุปผล

บทความวิิจััยฉบัับนี้้�ได้้กำหนดบทนิิยามของเม

ทริิกซ์์ Pn (a,b,c) ดัังบทนิิยาม 1.1 ซึ่่�งเป็็นเมทริิกซ์์โท

พลิิทซ์์ชนิิดหน่ึ่�ง และพบว่่าสามารถคำนวณหาดีีเทอร์์มิิ

แนนต์ข์องเมทริกิซ์ด์ังักล่า่วได้จ้ากพจน์ข์องความสัมัพันัธ์์

เวียีนเกิิด นอกจากนี้้� โดยอาศััยการแยกตััวประกอบแบบ

แอลยููจะทำให้้ได้้ผกผัันของเมทริิกซ์์และดีีเทอร์์มิิแนนต์์

ของผกผัันของเมทริิกซ์์ อีีกด้้วย
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